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AVIS  AU  LECTEUR. 

Monfieur  Cadet  ayant  reclame  la  decouverte  de  Tenere 
fympathique  cuivreufe  fur  M,  Baume,  dont  M.  Mac- 
QUER  parle  dans  fon  Memoire  fur  la  differente  diffolu- 
bilire  de  fels  neutres  dans  Tefprit  de  vin  ( Melanges  de 
la  Socie  te  Royale  Tom.  III.  pag.  2  3  lign .  32)  Ia 
Societe  Royale ,  ayant  fait  examiner  les  pieces  juttifica- 
tives  de  M.  Cadet  a  reconnu  le  droit  d’anciennete 
qu’  il  a  fur  M.  Baume,  &  en  merae  tems  celui  qui  paroit 
aliurer  la  decouverte  de  cette  encre  a  feu  M,  HELLot , 
voyez  la  premiere,  &  principalement  la  feconde  partie 
au  Memoire  fur  Tenere  fympatique  pag.  245  &c.  qu’il 
a  prefente  ,  &  qui  a  ete  imprime  dans  les  Volumes  de 
l^cademie  des  Sciences  de  Paris  pour  Tanne  1737, 

N.  B.  Pour  ne  pas  feparer  les  matieres  la  S.  R.  a  juges 
a  propos  de  faire  imprimer  dans  ce  volume  Taddition 
au  calcul  integral  de  M.  le  Marquis  de  Condorcet  du 
x77 1  . 


Wf!';  '  7“  ■  .  '  •  ■  <  .  't'4'  ?IM  -;/• 

1  '•.  i  ..  .  •;».  ; .  t>!‘  ’  'noniT^i 

’  ■  .  ,  ‘  '•  i  I  :  Wi  :■  v  /;  '  •}  , 

■  ih:  .  .  ,  -vio  ,  o  ;  •  •  •  .  o 

■  •  ,,n'  ■  n<'  '•  •  ->i  f  ••  ■ 


yrw  ar-:  ,j'nj  M  j 


■  i 

[) 


. 


1 


M  E  M  O  I  R  E, 

Sur  la  trompe  du  Coufin  &  fur  celle  du  Taon,  dans 
lequel  on  donne  une  defcrlption  nouvelle  deplufieurs 
de  leurs  parties ;  avec  des  r emar que s  fur  leur 
ufage,  principalement  pour  la  fuBion ;  cornu- 
mque  a  M.r  le  Comte  De  Salutes . 

Par  D.  Maurice  Roffredi 

Abbe  de  Cafanova  ordre  de  Citeaux. 

T 

de  eS  natura^ftes  font  aujourdhui  en  grand  nombre ,  &  Pavantage 
ta  T'16  \ranc^e  philofophie  naturelle  ejl  fi  intimement  at - 
f le .  ^  l  efa%ltude  de  Leurs  obfervations ,  quii  ne  doit  pas  it  re 
rflls  e  frufirer  le  public  du  droit  quit  a  aux  recherches  d'un 
\erfateur  eelaire  ,  <S*  dont  le  genie  perce  malgre  les  foins 
'U  /  Prenc^re  Pour  fe  cacher.  Taurois  cru  faire  un  tort 

r  7/  fePu^^ue  des  lettres  fi  j  avois  neglige  de  porter 
^  uj  re  auteur  de  cette  piece  a  la  comuniquer ,  &  ayant 
r  e rr>°Ufe  digne  de  paroitre  dans  ce  recueil,  je  me  fuis  em - 
FreJJe  d  en  prevenir  les  letfeurs* 

I  I 

trompe  du  Coufin  ayant  decrite  par  les  plus 
grande  ni  ait  res  dans  1’  art  d’  obferver  ces  petits  corps ,  qui 
par  leur  finefle  derobent  a  nos  yeux  les  merveilles  de 
eur  Itrufture ,  on  pourroit  douter  fi  ce  ne  feroit  pas  en 
Pare  perte  que  Pon  s’ occuperoit  a  obferver  de>  nouveau 
e  meme  fujer ;  cependant  fi  1’  on  fait  artention  aux  def- 
^iptions  de  cet  organe  que  Swammerdam,,  Leeuwenhoeck  & 

•  de  R^dumur  nous  ont  donnees . ,  on  avouera ,  je  penfe,, 
Huelles  ne  nous  eclairent  pas  afies5  pour  qu’  ilibiw  pofiible 
Mfc.Taur.Tom.JV. 


de  fe  former  quelque  idee  de  fa  vraie  ftru&ure.  Oti  ne 
convient  ni  da  nombre  des  pieces  qui  ie  compofent ,  ni 
de  ia  figure  preci  fe  de  chacune  d’ elles pourra-t-on  apr£s 
cela  fe  decider  fer  leur  vqritabie  arrangement  ?  M.  de 
Reaumur  non  feulement  nqus  fait  1*  aveu  de  1’  incerticude, 
oii  ii  dtoit ,  fer  le  nombre  des  pieces  qui  compofent  cet 
aiguilion  ,  fer  la  maniere  dont  elles  fcnt  reunies  ,  &  fer 
leur  figure  precife  \  mais  allanc  plus  Ioim  il  nous  apprend, 
qu  il  lui  paroit  prefqu  impojfible  de  determiner  avec  certitude , 
de  voir  aujji  diftinctement  qu  il  feroit  fi  fouhaiter  ,  toute  Id 
compofetion  de  la  trompe  du  Coujin .  Cela  prouve  aftes,  ce 
me  fembie ,  combien  les  obfery^tions,  que  l’on  a  tfaites  fer 
cet  objet ,  font  imparfaites  ,  &  peut  £tre  cela  prouve-t-ii 
aufii  qu’  il  eft  bien  plus  naturel  que  1’  on  foit  rebute  de 
faire  des  nouvelles  tematives  pour  eclaircir  ce  poirit  d’ bi¬ 
fidi  re  natu  rei  ie  par  la  difficulce  d*  y  reuffir ,  que  detourne 
'par  1’  ijiutilite  m£me  de  1’  entreprife.  Cependant^  la  con- 
iequfciice  que  j’  ai  t,iree  de  ce  que  je  vietis  de  dire  n’ a 
'point  '<-&e  qu’  il  fallut  defefperer  de  prendre  une  connoif- 
fenee  un  peu  plus -exafte  de  cet  organe  que  cejle  quifeous 
'a  &e  donnee  par  ces  fameux  obfiervateurs;  mais  feulement 
qu’ apparement  il  ne  devoit  pas  6tce  poffible  de  mieux 
“faire  ,  fant  que  1’ on  continueroit  a  s’en  tenir  ,  pour  l’ob- 
fervation  ,  aux  methodes  qu’  iis  ont  feivies 

11.  Tout  le  monde  connoit  ce  filet  qui  part  du  devant 
rde  la  tete  du  Coufiin  &  qui  paroit  a  1’  ceil  fe  terminer 
-par  quelque  chofe  d’ allonge  &  pointu.  Depuis  que  l’on 
ia  eu  la  cu  ricine  de  favoir  ce  que  c’etoit  que  la  trompe 
de  cet  infere,  on  s’ efi  apper^u  que  ce  filet  n’ etoit  que 
4’etuiy  qui  cache  &  renferme  les  pieces  qui  forment,  par 
deur  reunion  ,  le  vrai  aiguilion  dont  il  fe  lert  pour  per¬ 
fer  les  corps  ,  qui  peuvent  lui  fournir  une  nourriture  con- 
*venable,  -  Sw-ammerdam  ayant  obferve  qu’  un  petit  filet  k 
pointe*  Sue' debordoit  quelques  fois  1’cxtremite  de  cet  emi, 
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eji  conclut  que  cette  gaine  etoit  un  fourreau  hien  com- 
P  et ,  fans  fente ,  &  pe  ree  dans  fon  extremite  ,  &  comme 
1  arr*ve  fouvent  a  1’  etui  de  s’  entr’ouvrir  &  de  laifter  for- 
tly  Par  une  ^ente  une  partie  de  P  aiguillon ,  au  lieu  de 
veri  h  er  par  des  obfervaticms  P  exiftence  de  cette  fente,  il 
Prtt  le  parti  de  fuppofer  que  quelque  fois  les  aiguillons 
rompent  d  eux-memes  leur  gaine.  Cette  meprife  de  Swam- 
nier  atn  fut  relevee  par  Leeuwenhoeck  qui  obferva  que 
l  etm  avoit  rdellement  une  fente  dT  oii  P  aiguillon  ,  dans 

P01170^  ^ortir  9  mais  en  voulaiu  determiner 
p°  m°n  ,  il  pretendit  qu’elle  n*  eft  pas  dans  la  face  fu- 
P  eure,  mais :  le  jong  d’ un  de  ces  cotes,  pretenrion  qui 
a  brt  furpris  M.  de  Reaumur  ,  4  qui  P  experience  avoit 
appas  ,  que  rien  n’eroit  plus  aife  que  de  voir  qu’elle  eft 
au  e".u^  ^ameax  obfervateur  de  P  hiftoire  naturelle 
es  infectes  a  donc  vu  Sc  bien  prouve  que  ce  filet  qui 

flf  ."te  i,nos  y*ux  &  SF  n’  eft  que  Petui  qui  ren- 
iA  if  atgudlon  ,,  eft  fendu  dans  ,fa  partie  fuperieure ,  que 
ies  bords  de  la  fente  peuvent  s’  ecarter  P  un  de  P  autre  , 
1  nn  ^  1  arrive  ^aelque  fois  de  voir  la  pointe  de  Paiguil- 
ce  mHV*n<^e*  de  P  extremite  du  fourreau.  C  eft 

Que^cerVr^  Ues'^ien  °^erve  par  M.  de  Reaumur;  mais 
que  cetetui  ne  foit  pas  fendu  dans  toute  fa  longueur , 

c  i  01t  r^rmme  par  un  bouton  un  peu  allonge,  &  que 

ama  r01t  perce  pour  laifter  fortir  Paiguillon  ,  ce  font 
nt  e  uppofmons  qu’  il  doit  a  voir  puifees  en  partie 
n  "S ,,  ^ammerdam  &  en  partie  dans  Leeuwenhoeck  ,  fans 
q  obfervation  y  ait  eu  beaucoup  de  parr.  Leeuwe- 
oec  ayant  con§u  cet  etui  comme  un  fourreau  d’  epee 
j  1 1  eri°lt  *endu  ^  un  des  cotes  qui  repond  au  tranchant 
i,  a  ,am.e  ’  &  n’ y  aiant  reconnu  d’autre  deftination  que 
e,  de  defendre  P  aiguillon  dans  le  tems  de  fon  ina&ion, 
do’S  fin*ere^a  P,as  ^eaucouP  Pour  la  forme  par  laquelle  il 
11  nnir ,  3c  s’en  etant  tenu  a  une  legere  apparence  il 

a  % 


ie  fit  terminer  par  un  gros  bouton  ailongdf  Swammercfam 
toujours  fort  referve  a  ne  rien  rapporter  comme  vrai  au* 
dela  de  ce  qu’  il  croioic  avoir  bien  vu ,  n’  a  point  fait  ter¬ 
miner  la  gaine  par  un  bouton  ,  &  ii  s’  eft  borne  a  dire  , 
que  1’  bn  y  remarquoit  quelques  divifions  vers  fon  extre¬ 
mi  te  ,  &  quelques  poils  fur  chaque  c6te  de  fon  forhmet  j 
mais  comme  il  croioit  que  cette  gaine  etoit  un  fourreau 
bien  complet ,  il  lui  fallut  percer  le  boat  pour  en  laifi 
fer  fortir  le  vrai  aiguilion  :  on  peut  s’appercevoir  que  M. 
de  Riaumur  fatisfait  d’  avoir  exa&ement  determine  la  po- 
ficion  de  la  fente  ,  s'  en  eft  rapporte  pour  le  refte  •,  aux 
deuX  obfervateurs  qui  I’  avoient  precede,  fans  s’etre  occu- 
pe  a  examiner  fi  ce,t  etui  eft  Teellement  termine  par  un 
bouton  pe  ree  j  ftru&ure  cependant  qui  ne  paroic  pas  trop 
£tre  dans  le  gout  des  ouvrages  de  Ia  nature ,  quoique 
depuis  que  le  memoire  de  M-  de  R^aumur  a  paru  les 
naturalilles  fe  foient  plu  a  nous  reprefenter  P  exrremite  de 
Ia  trompe  du  Coufin ,  comme  le  bout  d’un  bouton ,  dont 
1’  ouverture  fait  1’  effet  d'  un  anneau. 

III,  Mes  obfervations  m’  ont  fourni  des  moyens  non 
^euiement  de  re&ifier  &  de  compieter  celles  qui  avoient 
dija  ete  faites  fur  la  partie  de  la  trompe  du  Coufin  ,  la 
plus  fenfible  &  la  plus  -facile  a  &tre  maniee  ,  mais  celles 
aufli  qui  regardent  la  ftru&ure  de  Paiguillon  &  des  pieces 
les  plus  deliees  qui  le  compofent,  Avant  cependant  que 
d’  entrer  dans  les  details  de  ces  obfervations ,  il  me  faut 
demander  graee  pour  ces  memes  details  ,  qui  pourroient 
bien  paroitre  penchbr  du  c6te  d’une  trop  ennuyante  precifion, 
aux  perfonnes  lur-rout ,  qui  ne  satant  point  exercees  a  ob- 
ferver  au  microfcope  ,  &  qui  par  cela  m£me  ignorant  le 
grand  defordre  que  1’  on  rencontre  dans  les  deferiptions 
d’  obfervatibns  microfcopiques ,  que  bien  des  auteiirs  nous 
ont  donnees ,  penfent  que  1’ on  en  a  dit  affez  d£s  que 
fon  en  prefente  au  le&eur  les  refultats  fidelles,  fans  quvil 


faille  le  conduire  par  tous  1  es  detours  ou  1’  obfervateur  a 
paffer ;  'f  avoue  que  je  fuis  d1  un  tout  autre  fentiment  , 
&  je  le  fuis  d’  autant  plus,  que  l*  experience  m’  a  appris 
combien  le  progres  des  connoiflances  humaines  eft  retarde 
par  la  methode  de  ne  donner  les  precis  des  obfervations, 
que  pour  ainfi  dire,  en  miniature.  Quelques  moments  de 
retlexion  fur  les  difputes  interminables  qui  fe  font  elevees 
depuis  une  vingtaine  d’  annees  fur  les  refultats  des  obfer- 
vations  microicopiques  des  infufions  des  fubftances  anima- 
es  &  vegetales ,  nous  porteroient  peut-etre  a  avouer 
que  les  trois  quarts  des  auteurs  qui  ont  figure  dans  cette 
dilpute  n’  auroient  pas  eu  le  courage  d’  embaraffer  le 
public  avec  leurs  pretendues  decouvertes ,  (i  une  loi  lacree 
leur  eut  defendu  de  les  publier  autrement  que  par  des 
ecrits  oii  les  faits  auroient  ete  exa&ement  detailles  dans 
toutes  leurs  circonfeances*  On  ne  doit  pas  craindre  ,  ce 
me  femble  d’  etre  minutieux ,  lorfque  i1  on  ne  dit  que  ce 
qui  eft  precifement  neceffaire  pour  mettre  un  le&eur  au 
fait  de  verifier  f  obfervation  &  de  Ia  repeter  dans  toutes 
ies  circonftances. 

IV.  Pour  obferver  la  trompe  du  Coufin  telle  qu’elle  fe 
montre  ordinmrement  lorfque  finfe&e  n’en  fait  ppint  ufage, 
je  le  lailis  avec  La  pincette  a  reffort  entre  le  corcelet  & 
le  ventre  r  ayant  1’ attention  que  les  pians  des  bras  de  la 
pincette  foient  a  peu-pres  paralleles  a  la  face  fuperieure 
de  la  trompe:  par  cette  polition  1’  on  s’affure  contre  les 
mepriles  ou  V  on  pourroit  tomber  en  croiant  d’  obferver 
e  deflus  #  quand  ce  fera  peut  &tre  P  un  des  cotes  qu’  on 
prefente  au  foyer  du  microfcope ;  je  lui  coupe  enfuite  les 
siles*,  les  jambes ,  &  fur-tout  les  antennes  ,  afin  que  rien 
ne  puilfe  le  trouver  entre  1’ objet  &  la  lentille  ou  Ia  iojj- 
Pe?  qui  pour  cette  obfervation  ,  doit  avoir  deux  a  trois 
hgnes  de  foyer:  fi  on  fe  place  alors  contre  ]a  lumieredu 
J°ur,  qui  doit  £tre  v-ve  ^  eclairer  1’objet  par  des  rayons 
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qui  le  traverfent,  on  pourra  obferver  que  le  de  (Tus  de  Ia 
trompe  ,  a  commencer  a  fon  articulation  avee  Ia  tgte  juf- 
qu’  a  un  tiers  environ  de  fa  longueur  totale ,  ne  prefente 
que  des  polis  &  des  perites  dcailles  ;  mais  de-Ia  jufqu’  a 
fon  extremite  on  y  vqit  le  loiig  de  Ion  inilieu  une  petite 
ligne  de  couleur  de  marron  clair  qui  va  fe  perdre  vers 
1’  extremite  de  la  trompe,  oit  V  on  apper$oit  une  pointe 
mal  terminee  &  furmoritee  de  quelques  poils.  Ce  font  les 
tnemes  apparences  fi  1’  on  obferve  le  deffous  de  la  trompe, 
feulement  Ia  petite  ligne  n’y  paroit  pas  auffi  diftinftement 
que  lorfqu’on  1’  obferve  dans  la  face  fuperieure ;  mais  on 
ne  1’ appergoif  plus  fi  Fon  examine  la  trompe  par  fes 
cbtes.  Cette  obfervation  nous  apprend  que  fi  la  piece 
qu’  on  a  commence  a  examiner  a  une  fente  ,  elie  doic  fe 
trouver  a  une  de  fes  deux  faces,  favoir  a  la  fuperieure  ou  a  l’in- 
ferieure,  &  non  pas  fur  un  de  fes  cdtes/ainfi  qu*  il  avoit 
paru  a  Leeuwenlioeck., 

J  V.  Pourfuivant  1’  examen  de  1’  exterieur  de  Ia  trompe , 
on  peut  obferver  pres  de  fon  bout  un  etranglement  qui 
fait  comme  une  divifion  entre  le  corps  de  la  trompe ,  & 
fon  extremite  j  fi  1’  on  obferve  cette  extremite  par  le  defi 
fus ,  elie  paroit  ovale,  &  finir  ' en  pointe  $  mais  obfervee 
des  deux  cdtes  elie  prefente  fur  chacun  d’eux  un  tranchant 
un  peu  emouffe  ;  de  plus  cette  perite  piece  vue  a  chacu- 
ne  de  fes  faces  la  fuperieure ,  &  1’inferieure,  occupe  plus 
d’  efpace  dans  le  champ  de  Ia  lemille  de  ce  qu’  elie  n’  en 
prend  fi  on  1’ obferve  par  les  cotes  ,  &  par  une  confe- 
quence  ndceffaire  elie  doit  avoit  plus  de  diametre  d’  un 
cote  a  1’  autre ,  que  de  deffus  en  deffous.  La  trompe  du 
Coufiu  ne  fe  termine  donc  pas  par  un  bouton  ,  &  ii  ]’on 
▼ouloit  nommer  bouton  un  corps  ,  qui  a  une  figure  ovale 
oblongue  ,  deux  tranchan ts  des  deux  cotes  &  qui  a  plus 
de*  largeur  que  de  profondeur  ,  du  moins  feroit-il  un  bou¬ 
ton  d’une  tout-autre  figure  que  ceile  que  Leeuvenhoeck  & 
M.  de  Reaumur  nous  ont  donnee* 


\  meme  Coufin  fur  leqpuei  ornr^fait  les  obferva- 

Uors  precedentes  ,  peut  encore  fervir  pour  celles  dont  je 
vais  Par^r  i  il  faut  feulement  le  faifir  differemment ,  favoir 
P^r  la  tete ,  de  forte  qiFelle  foit  comprimee  par  la  pin- 
Cv.tte  de  haut  en  bas  mais  on  doic  s*  y  prendre  de  fa- 
Cen  que  ,  fon  extremite  ou  la  trompe  s^rticule,  deborde 
^ll  Peu  *es  kfas  de  la  pincette.  Pour  lors  fi  on  prdfente 
a^  trompe  ,  meme  a  loeil  nud  ,  par  un  de  fes  cotes ,  il 
arnvera  Je  plus  ordinairement  d’ obferver  vers  fon  origine. 

r  S’en  ett  devde’  &  de  la 

lemiil€  dont  on  « ■  eft  deja  fervi ,  il  fera  aifc  a  re- 

W  ^  i  qUe  C£tte  Mgne  <Iu’on  av°«  apper^ue  tout  le 
>Ong  de  la  trompe  eto.t  un  filet,  qui  a  prefent  eft  forti 

tn  Pame>  laiffanr  a  decouvert  la  cavite-ou  il  etoitlocfo- 
«  que  l’on  appergoit  plus  complettement  en  fixant  l’obl 
iervauon  wut  p.es  de  1’endroit  oii  les  bords  de  la  feme 
oe  1  etui  renennem  encore  une  parde  du  filet  dans  fa  ca- 
bords  S",0"  peUt  y  ,remarcluer  une  P«ite  elevation  des 
b  fifr.tr  i  raFpr?'hemem  ^  °PPo(e  une  refiftance  a 
bufon  i  3  6  du  Si  enfuite  avec  quelque  pointe 

de  plief  r  KnsSl’  ^  'a  tromPe,  0,1  Ia 

nelle^  de  S  ai|“llton’  car  a  prdfent  on  peut  ap- 

dis  ie  6l  ,  n0ffl  Ce  flet  qui  en  elt  alevd,  1’aiguillon 
s’  afot’nf  -entierement  de  fon  e.m ;  mais  comme  il  ne 

t&e8  &Pnfi  enC’0r|e  de  °{>ferver  >  je  le  coupe  pres  de  la 
ie  Hni  '  "T  ,lnet[oable  pas  1’obfer.vation  de  i’efui,que 
J^dcs  pouflerpfos  loin.il  y  a  qu’ a  p  oMetver  con- 

trni  r  urnie*,e  u  iour  avec  ta  meme  lenulle  de  deux  a 
ro,s  ngues  de  f  pour  ^nnoitre  que  fa  fente  s’etend 

F  !!■•  on£Iz^  a  tr°nipe  julqu’  a  cet  etranglement  dont 
eja  par  e  mais  comme  a  cet  endroit-la  Fetui  perd 
tran  parence  ,  on  ne  fauroit  decider  fi  vraimenf  la  fente 
gle  ’  foulement  on  peut  s’alTurer  qu’au  dela  de  Petran- 
ment  1  ■  y  a  une  divilion  ,  car  P  obfervation  nous  ap- 
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prend  ,  que  le  hout  de  la  trompe  ne  fe  termine  pas  eti 
une  pointe  percee  ,  Sc  qui  faffe  la  fon&ion  d’un  anneau, 
comme  on  f  a  dir  dans  quelques  iivres  d’  hiftoire  natu- 
relle  5  mais  que  faiguillon  fe  termine  au  moins  par  trois 
pointes  bien  feparees  les  unes  des  a  utres :  cependant  je 
dois  remarquer  que  1’  on  ne  pourra  pas  toujours  r^u/Iir 
dans  cette  oblervation  ,  (i  pour  ia  faire  011  fe  fert  de  cette 
efpece  de  Coufms  dont  la  trompe  eft  recouverte  par  deux: 
pieees  oblongues  &:  cylindriques  1  qui  reffemblent  a  des  an- 
tenues,  mais  qui  font  appliquees  aux  deux  cotes  de  fetui 
de  la  trompe  a  laquelle  elles  fervent  comme  d’  un  fur- 
fourreau.  Av  la  verite  en  faififfant  ce  Coufin  par  la  tete, 
les  deux  corps  cyltndriques  srouvrent ,  &  faiguillon  peut 
fortir  de  fon  etui  ,  comme  on  le  fait  forrir  dans  les  Cou- 
fins  d’autres  efp^ces ,  mais  neanmoins  fexrremite  de  fetui, 
peut-etre  ,,  dependemment  de  f  hahirude  d’  etre  eontinuelle- 
ment  refferee  par  les  pieees  cylindriques  >  fouvent  n,e  $rou- 
vre  pas  affez  pour  laiffer  voir  ,  fans  d’  ulterieures  prepa- 
rattons  %  ces  pointes  que  fon  obferve  ailement.  dans  les 
e(p4ces  differentes,. 

VII.  Ii  eff  aife  de  comprendre  qif  il  ne  doit  pas  etre 
impoflible  de  fe  procurer  une  connoiffance  un  peu  plus 
complette  de  la  ffruclure  de  f  etui  de  la  trompe  du  Cou¬ 
fin  que  celle  que  je  viens  de  donner :  cet  etui  a  une 
fente  $  il  eft  compofe  d’  une  matiere  pliante  &  flextble 
en  tout  fens  j,  on  pourroit  donc  bien  fouvrir  entierement 
ou  du  moins  en  grande  partie ,,  &  nous  mettre  par-la  en 
etat  de  connoitre  f  arrangement  de  (es  parties  ,  f  eten- 
due  de  fa  fente  r  la  deffination  de  fetranglement  que  fon 
voit  tout-pr£s  de  fon  extremire ,  &  enfin  la  vraie  forme  Sc 
f  empiot  de  cette  meme  extremite.  Il  eff  vrai  pourtant  que 
ce  feroit  un  projet  chimerique  que  celui  d'  entreprendre 
de  diffequer  f  etui  en  quettion  &  d’en  examiner  les  par¬ 
ties  f  une  apres  fautre,  La  derniere  piece  que  fon  a.  nom- 

mee 
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un  bouton  ,  n’  a  qu’un  neuvieme  de  ligne  de  longueur, 
,  ^[tielque  chofe  encore  moins  de  largeur ,  comment  donc 
*  y  Prendre  pour  operer  fur  de  tels  atomes?  il  paroitque 
eeuwenhoeek  aimoit  qu’on  penfa  qu’  ii  avoit  Part  de  dif- 
equer  Ia  poitrine ,  le  pied  &  les  tefticules  d’  une  puce  . 
e  ont  des  foiblefTes  qu’on  paffe  en  vue  d’un  merite  reelj 
inais  ce  font  des  foiblefTes  qu’  il  ne  doit  pas  etre  permis 
imiter,  &  le  bon  fens  exige,  a  ce  qui  me  paroit,  que 
on  ne  fafTe  pas  myftere  de  certaines  pratiques,  qui 
aiie"  *  "e  *°nt  Pas  PIus  difficiles  pour  1’  invention  , 

J  0 executlon*  La  methode,  que  j’ai  fuivie  pour  ob- 

»11,7  qrllion,’  6,1  4  Peu-pres  la  meme  que 

-  d°nt  le  font  fervis  les  obfervateurs,  qui  ont  employe 
e  microlcope,  pour  connoitre  la  ftrufture  des  vifceres  dans 
les  plus  petits  mfe&es :  on  a  toujours  fait  ufage  de  quel- 
que  fluide  pour  en  degager  fucceflivement  les  parties ,  & 
apprendre  par-la  leur  arrangement  &  leur  liaifon.  Si  Svara- 
merdam  dans  fes  furprenantes  obfervations  a  fuivi  rare- 
1  Crtte,mt!tlI10c!e  ’  c  eft  ciue  Pour  fon  travail  il  a  vou- 
des  ,obJets>  do'«  la  nature  lui  permettoit  d’exer- 

fines  *a  eM’  *lu  ll.eut  en  partage  pour  les  plus 

nnes  preparattons  anatomiques.  1 

fi  Nn  /11^116  *■  de  *a  tromPe  du  Coufin  eft  fendu, 
eoute  de  c°ape  une  patrie,  &  qu’on  la  mette  dans  une 
oue  7  fl  qr  qUC  flulde  f,nvenab!e  >  ‘I  devra  s’  enfuivre  , 
TereZ  P^netrant  dans  fa  «vite  ,  on  1’  ouvrira  en- 

n  ’  1  a  ente  va  reellement  jufqu’ a  Ion  extremitd  , 

fera^lTM  TTr  ‘  en  fartera  Ies  bords>  de  faSon  qu’  il 
'  p  P  1 .  ,!D  e  obferver  dou  vient  la  refiftance  qui  s’oppole 
a  «nuere  ouverture  de  fetui.  Le  fluide,  que  j’ai  employe 
P  ur  faire  cette  prdparation  ,  n’  eft  point  de  1’  eau  ;  fex- 
qu’elle -a  une  trop, grande  a&ion 
d’ i  ^  h  , '^s  ^U  ates  de  cet  o.rgane  ;  mais  je  me  fers 
°  ^ve  ’  ciu’  n'  a  P°int  aflezde  force  pour  les  faire 
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contra&er.  Le  refultat  de  cette  pnfparation  efl:  qu’en  effet 
l7  etrangiement ,  dont  j’ai  deja  parle ,  oppofe  une  refiftan- 
ce  a  Pendere  ouverture  de  1’  etui  ■,  refifiance  que  l’a£tion 
de  1’  huile  n’a  pu  furmonter  j  il  a  dono  fallu  trouver  le 
moyen  d’  augmenter  Pa&ion  de  ce  fluide. 

IX.  J’ai  coupe  Fetui  vers  fon  extreinitd  ,  de  Forte  que 
la  partie  enlevee  n’  avoit  qffenviron  -J-  de  ligne  de  lon- 
gueur  ,  &  pour  la  faifir ,  car  ii  n’  efl:  pas  toujours  fi  aifd 
de  le  faire  ,  ayant  frotte  d’  uti  peu  d1  huile  le  bout  du 
doigt,  je  l’ai  fait  pafler  deflus  le  bras  des  petits  cifeaux  ,  oh 
la  loupe  m’  avoit  appris  que  la  piece  avoit  coulee  ,  elle 
quitta  les  cifeaux  &:  s’  attacha  a  la  peau  ,  d’oii  il  me  fut 
facile  de  1’  enlever  avec  une  pointe  flne.  Ce  font  des  la- 
mes  de  verre  d’Allemagne  qui  me  fervent  de  porte-objer, 
&  c’  efl  fur  une  de  celles-ci  ,  oii  auparavant  favois  laifle 
tomber  une  goute  d’ huile,  que  j’ai  place  mon  petit  objet, 
qui  quittant  la  pointe  oii  il  tenoit ,  s’  introduiflt  dans 
F  huile.  Pour  Iors  prenant  par  les  bords  la  lame  a 
( PL  i.  Fig.  i.)  &  la  tenant  bien  horizontalement , 
apres  avoir  mis  fur  chacune  de  fes  extremites  un 
mourceau  b.b.  de  papier  minee,  j’ai  applique  fur  celle-ci 
une  feconde  lame  ,  me  fervant  de  fil  cire  dJ.  pour  les 
arreter  &  les  unir  ftablement  1’  une  contre  1’autre.  Par  le 
moyen  de  cette  preparation ,  la  goute  d’  huile  fe  compri¬ 
mant  perd  fa  fphericite ,  &  en  fe  detalant  oblige  par  foti 
a&ion  ,  les  parties  du  corps  infufe  a  fe  deployer.  Cette 
fa$on  de  preparer  un  objet  efl  fouvent  d’un  grand  avan- 
tage  pour  les  obfervations  que  F  oii  doic  faire  avec  le 
nnerofeope  j  mais  ii  faut  faire  attention  a  fa  nature,  afln 
de  choifir  le  papier,  que  Fon  doit  mettre  entre  les  deux 
lames  ,  d’une  epaiffeur  convenable  aux  differens  degres  de 
compreflion  que  des  differens  objets  peuvent  exiger.  Je 
dois  encore  remarquer,  que  fila  goute  d’ huile  ou  de 
quelqffautre  fluide  qffon  aura  renfermee  entre  les  lames, 
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en  fe  repandant  par  la  compreffion  ,  va  toucher  au  pa- 
Pler  >  la  preparation  ne  fera  plus  de  fervice  ,  &  il  faudra 
a  refaire  i  un  peu  d’experience  apprendra  facilement  com- 
m^nt  on  doit  s’  y  prendre  pour  qu’elle  foit  bien  faite.  Au 
feite  un  defaut  qu’on  pourroit  reprocher  a  cetre  methode 
e  preparation  ,  eft  que  d’  une  part  Ia  tranfparence  des 
o  jets  &  leur  ^  fubtilite  ne  permer  le  plus  fouvent  a 
obfervateur  d’  en  voir  Ia  figure,  que  comme  fi  Ieurs  par¬ 
ties  etoient  dans  un  m£me  p!an  ,  etant  fort  difficile  d ’  y 
rluln^Uer*  e  de,^*us  ^u  deffous,  Ies  parties  elevees  de 
nh\J  qU1  °nU  de  r  en&>neement  ,  &  que  d’  autre  part  un 

*  J  5rl  .ren^erm^  entre  des  verres ,  ne  peut  plus 

obierve  de  tous  fes  cotes,  comme  il  faudroit ,  pour 
conitater  Ia  vraie  pofmon  de  fes  parties.  Je  dois  avouer 
que  ce  defaut  eft  reel  mais  en  1’  avouant  je  ferai  remar- 
quer  qu  il  fubfifte  toujours  ,  de  quelque  maniere  que  Pon 
s  y  Prenne  ?  Iorfqu’il  s’agit  d’obferver  des  objets  extre- 
mement  petits ,  &  que  ce  n’  eft  que  par  la  multiplication 
es  preparations ,  &:  par  la  combinaifon  de  leurs  refultats 
quon  peut  parvenir  a  s’alTurer  de  la  fituation  reelles  des 
parties  par  rapport  a  leur  tout. 

_  '  .  ddtails  <Iue  ie  viens  de  donner ,  fuffifent ,  a  ce  qui 

*  n*-  r°l|  ’  ^°ur  ,mtttre  ,au  ^  ^es  curieux  qui  voudro' 
la  rm£^e  Cj  ^  v^,n^er.  obfervations  que  j’ai  faites  fur 

mpe  du  Coulin  ■,  ainfi  je  vais  fupprimer  ce  qui  regarde 
6  m,anue  des  Preparations ,  &  je  me  bornerai  a  en  don- 
,  r  es  y  fi  ce  n’  eft  dans  Ies  cas  ou  la  nature  des 

ervations  exigera  que  P  on  rende  compte  de  la  route 
?pUe  °n  a  tenue  pour  y  parvenir.  Les  microfcopes  dont 
je  me  ims  fervi ,  font  le  fimple  de  Wilfon  ,  le  double  a 
er  exion  de  la  fa$on  de  CufF ,  &  le  microfcope  folaire  j 
le  plus  fouvent  j’  ai  examine  Ies  memes  pieces  aveo  les 
^r°is  uinerents  microfcopes ,  mais  je  me  fuis  fervi  fur-tout 
a  lolaire  pour  fixer  la  proportion  de  toutes  les  parties  de 
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F  objet ,  &  pour  nfaflurer  de  !a  veritable  figure  de  quel- 
ques  unes.  Je  dois  prier  Jes  perfonnes  qui  pourroient  avoir 
quelque  prejugd  contre  le  microfcope  folaire,  de  faire  at- 
tention  qu’on  ne  connoit  pas  encore  d’  efpece  de  mierof- 
cope  qui  n’aic  fes  defauts  particuliers  ,  &  qu’au  furplus  ii 
pourroit  fort  bien  arriver  d’ impurer  a  Findrument  FefFet, 
peut-etre ,  des  mauvaifes  pratiques  de  ceux  qui  $’  en  fer¬ 
vent. 

XI.  Les  figures  des  planches  qui  appartiennent  a  Ia 
trompe  du  Coufin  ,  font  deifindes  fur  la  m^rae  echelle,  & 
Fagrandiflement  de  Ieurs  diametres  ed  de  2.70  fois  :  la  fi- 
gure  du  n.°  n.  qui  a  un  demi  pied  de  longueur  ne  re- 
prefente  que  ~  de  celle  de  la  trompe  entiere  ;  donc  la 
longueur  reelle  etant  de  de  ligne,  celle  de  la  portion 
reprefentee  par  la  figure  n.°  1 1.  n’aura  dans  la  realite  que 
~  de  ligne.  Ce  qui  m’  a  oblige  de  donner  cetre  grandeur 
aux  figures ,  ed  qu’on  ne  fauroit  bien  comprendre  la  com* 
pofition  de  Ia  trompe ,  fi  fes  parties  ne  redennent  pas  dans 
les  figures  les  memes  proportions  qu’elles  ont  en  nature, 
&  que  d’ailleurs  ,  il  y  a  des  traits  dans  quelques  unes  de 
ces  pieces ,  qu’  il  etoit  neceflaire  d’exprimer ,  mais  qifon 
ne  pouvoit  relever  au  jude  fans  donner  de  la  grandeur  a 
toute  ia  figure.  Du  rede  comme  le  but  de  ce  Memoire 
ti  ed  pas  de  faire  une  defcripdon  complette  de  la  trompe 
du  Coufin,  mais  feulement  de  fuppleer  a  celles  qui  ont  ete 
donnees  par  Leeuwenhoeck  &  M.  de  Reaumur ,  j’ai  evite 
de  donner  des  figures  qu’on  peut  trouver  dans  leurs  ouvra* 
ges ,  &  je  n’ai  parle  ni  de  fes  antennes  ,  ni  de  fes  barbes, 
ni  des  ecailles  qui  recouvrent  Fetui  de  fa  trompe,  que  je 
n’  ai  pas  m£me  faic  reprefenter  dans  les  figures  pour  ne 
pas  les  embarrafler. 

XII.  Ce  n7  ed  pas  dans  les  teguments  exterieurs  de  F  ex- 
tremite  de  la  tete  du  Coufin  qu’ ii  faut  chercher  F  origine 
de  F  etui  de  fa  trompe  $  mais  c’ed  dans  fon  inteneur  qu’ 
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ia  trouve^a  la  diftance  d’environ  -f  de  ligne  du  bout 

‘e  la  tete.  AN  cette  dirtance  on  y  obferve  vers  chacun  des 
fux  5:ot^s  une  efpece  de  nceud  qui  a  Ia  forme  de  la 
d  un  os  de  couleur  de  marron  clair  ,  d’oii  part  de 
ciaque  c6te  un  gros  filet  de  la  meme  couleur,  qui  d’abord 
e  courbe  un  peu  vers  Fembas  ,  &  va  enfuite  tout  droit 
ques  pres  de  fa  fortie  a  F  exterieur  ;  mais  avant  que 
en  lomr  il  fe  releve  &  remonte  prenant  une  perite 
oi  ure  ,  &;  aboutit  a  un  noeud  fembiable  a  celui  d^u 
conn^!  fon  °ngme.  Ces  deux  fiiets  font  d’abord  beau- 
le  nl  rt^S-  Un  de  l  autre  ’  &  k  commencer  du  nceud 
inentUS  ln:enFur  jufqu^au  fecond  ,  iis  s’  avancent  parallele-? 
fient,  mais  immediatement  au  dela  du  fecond  nceud  ,  5c 
a  leur  forne  de  la  tete  du  Coufm  ,  iis  s’  inclinent  F  un 
vers  I  autre;  &  apres  s’ etre  quelque  peu  avancees  dans 
cette  direchon  ,  iis  fe  raprochent  tout-a-fait  &  fe  prolon- 
f®"'  ainfi  raProfWf  tout  le  long  de  1’  etui ,  jufqu’  a  fon 

DanfinnemenF  r°U  ‘S  changent  de  forme,  &  par  leur  ex- 
P  uon  produifent  une  efpece  de  cardiace  c.  c.  ( F.  II  ) 

Ce"  fonr  P  US  lrandI,  parde  de  P  etranglement  eft  compofie. 
de  l’°"uiC\  cUXrfi‘etS  C'UVforment  de  lafente 

donneml  L,  [ .  feux'la  W ,  dtant  de  nature  ecaiileufe, 
onnent  a  toute  la  piece  une  certaine  confiftance. 

a  panVe  membraneufe  qui  le  corps  de  1’etui, 

Sourvu  nreM,trarnfVerikle$  t  f° «  vlfibles  aa  «-rofcope 

pourvu  quelle  foit  depouillee  des  ecailles  qui  la  recouvrenr, 

&  cmpechent  par-lit  1' obfervateur  de  les  pouvoir  acper- 

lon^n  m?1S  11  y  a  de  la  difiiculte  a  decouvrir  les  fibres 
ngnudinales ,  celles-cy  etant  beaucoup  plus  deliees  que 
rranlverfales.  On  peut  obferver  dans  1’  interieur  de  1’etui 
x  vaufeaux  b.b.  (F.  III.)  qui  rampent  tout  le  long 
ci  ,,  a  ane  *  ma*s  que  Fon  ne  peut  plus  fuivre  au- 

”  a  du  commencemenr  de  fon  etranglemem  c.  c.  Ces  vaif- 
aux  *01lt  k  peu-pres  du  merue  diametre  que  les  fiiets  qui 
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forment  les  bords  de  1’  £tui ,  &  comme  iis  ont  auffi  ia 
meme  opacite ,  il  feroit  difficile  de  bien  diftinguer  les  uns 
des  autresj  &  fi  ce  n’etoit  que  les  premiers  fonc  tortueux,  & 
que  ceux-ci  s’avancent  en  ligne  droite ,  on  pourroit  douter 
fi  ces  vaiffeaux  ne  feroient  pas  des  trachees ,  mais  f  en 
ai  vu  fortir  de  la  liqueur  ,  &  au  furplus  leur  ftru&ure  ne 
reflemble  pas  a  celle  que  i’  on  obferve  dans  les  trachees 
des  infe£tes :  cependant  je  dois  avouer  que  je  n’ai  pu  de- 
couvrir  par  le  microfcope  ,  que  ces  vaiffeaux  ayent  des 
ramificarions. 

XIV.  La  partie  la  plus  curieufe  &  qui  paroit  meriter 
le  plus  d’  attention  ,  eft  celle  qui  commence  a  1’  etrangle- 
ment  de  1’  etui  &  en  forme  l7  extremite.  Au  moyen  de  ia 
preparation  ,  dont  j’ai  parle  plus  haut ,  on  peut  faire  ouvrir 
cette  piece  &  en  degager  les  parties,  a  la  verite  non  pas 
autant  qu’on  le  pourroit  fouhaiter,  par  1’obftacle  qui  s’op- 
pofe  du  cote  de  la  fubftance  cartilagineufe,  dont  une  par¬ 
tie  de  l7  etranglement  eft  compofee  $  neanmoius  elie  s’ouvre 
affez  pour  nous  en  laiffer  comprendre  la  ftru&ure,  &  nous 
donner  Ia  facilite  de  nous  ia  reprefenter  ,  comme  fi  elle 
etoit  entierement  ouverte.  II  eft  evident  par  Ia  Fig.  III. , 
que  fi  1’ etranglement  ou  le  collet  cartilagineux  c.c.  fe  pre- 
ientoit  parfaitemeut  ouvert ,  nous  le  verrions  furmonte 
d’une  efpece  de  membrane  decoupee  par  quatre  grandes 
echancrures ,  qui  avec  les  parties  faillantes  Sc  pointues  d . 
d.  m.  nous  la  montreroit ,  pour  ainfi  dire ,  comme  une 
main  divifee  en  cinq  doigts :  que  fi  l’on  congoit  les  deux 
bords  du  collet  rapproches  1’un  de  1’autre  jufqu’  a  fe  tou- 
cher ,  on  comprendra  aifement  que  de  chaque  cote  les 
deux  pieces  d,  d.  dans  leur  erat  naturel  doivent  s’  appli- 
quer  T  une  contre  Y  autre  ,  &  meme  recouvrir  Ia  piece 
m.  ,  donnant  par-la  l7  apparence  a  1’  extremite  de  1*  etui , 
comme  d’  une  efpece  de  bouton.  La  figure  III.  reprefente 
les  parties  de  cette  extremite  autant  ecartees  qu’  il  m’  a 


^  poffible  de  les  voir ,  &:  on  peut  y  obferver  que  celle 
u  iruhea  m .  n’  eft  pas  feulement  plus  petite  &  plus  courte 
*jLUe  celles  de  cote  ,  mais  qu’elle  eft  garnie  d’  une  efpece 
appendices  ,  qui  pourroient  bien  £tre  des  poils  gros  & 
courts  ranges  avec  fymetrie,  dont  on  ne  peut  meconnoitre 
a.  ^itLnatioii ,  etant  aife  de  comprendre  qu’  iis  doivent  fer- 
vir  a  afFermir  la  pointe  de  P  aiguillon  ,  lorfqu’  ii  s’  y  ap- 
puye  pour  penetrer  dans  la  chair. 

•  Je  paffe  maintenant  a  Ia  defcription  &  a  Parran- 
gement  es  pieces  qui  compofent  P  aiguillon  proprement 
iQ1  _  p1"  ^Ue  ^ on  °^erve  des  Coufins  avec  une  bonne 

nniml  c°n  T  5° anc*U€ra  Pas  de  voir  quelques  fois  la 
Pointe  fine  de  1  aiguillon  avancee  au-de-la  du  bout  de  fon 
etm  ;  on  peut  aiors  faifir  avec  la  pincetre  la  t^te  du  Cou- 
.  puon  doit  comprimer  oeil  contre  oeil  &  non  pas  ver- 
ticalement  ,  car  on  obligeroit  parda  P  aiguillon  a  reculer. 
Un  obfervateur  doit  toujours ,  autant  qu’il  le  pourra,  con- 
iioitre  exa&ement  qu’  elle  eft  la  partie  de  P  objet  qu’  il 
prelente  au  foyer  du  microfeope  ,  &  on  le  faura  fans  equi- 
voque  des  que  Pon  connoit  Ja  vraie  pofition  de  P  objet 

pbLraen°rt  T  braS,  le  la  Pincet£e*  Pour  obferver  ia 

piece  en  queftion  c*  eft-a-dire ,  le  bout  de  Paiguillon  ,  je 

enJT  dU  *lcrofc°P*  double »  monte  d’  une  objeftive  cP 
viron  une  hgne  de  foyer.  Le  refultat  de  P  obfervation 
Jr  9  ^ue  ,c/tte  Pomte  vue  ou  par  le  defTus  ou  par  le  def- 
ous  reprefente  un  cylindre  cannele  qui  finit  par  une  pointe. 
ni  j  2‘ j  i  ' '  )  ^  dont  P  extremite  a  fes  deux  c6tes  gar- 
s  de  dentelures  en  forme  arrondie  mais  lorfque  c’eto- 
ent  es  cotes  memes  que  je  prefentois  au  foyer  du  mi- 
^ro  cope ,  les  dentelures  dilparoiftoient ,  ou  tout-a-fait ,  ou 
ju  ement  en  partie ,  felon  que  le  centre  du  foyer  tomboic 
P  ns  ou  moins  a  plomb  fur  le  coce  dentelle  ,  d’ou  il  peut 
arnyer  comme  il  arrive  en  eftet ,  que  la  vraie  forme  des 
nts  alteree  par  leur  pofirion  oblique  a  P  egard  de 


i  6 

Taxe  de  Ia  lentille ,  &  cette  deformation  fera  encore  plus 
grande  fi  Pon  en  force  le  feu  en  approchant  P  objet  plus 
qu’  il  ne  faudroit.  C*  elt  par  quelque  caufe  femblable,  qtf  il 
peut-erre  arrive  aux  trois  obfervateurs  que  fai  nommes  au 
commencement  de  ce  memoire  ,  d’  avoir  cru  voir  cette 
dentelure  en  forme  de  fer  de  fleche  ,  ou  de  crochet ,  ce 
qui  vraiment  ne  repond  pas  a  ia  realite  ;  c’  eft  fur  Ies 
aiguillons  de  rabeille ,  de  la  guepe ,  &  des  bourdons  qffon. 
voit  cette  forme  de  dentelure;  elie  convient  auffi  a  quel- 
ques  pieces  de  la  trompe  du  fcorpion  aqitatiquc  ,  Sc  a  cellc 
de  la  tique  des  chiens ;  mais  il  eft  certain  que  les  dents 
de  P  aiguillon  du  Coufm  ont  une  forme  arrondie.  Au  reffe 
je  dois  avertir  que  la  Figure  V.  qui  reprefente  Penfeinble 
des  pieces  de  P  aiguillon,  eft  de  confequence  pour  en  bien 
comprendre  la  compofition.  11  s’  agit  a  prefent  de  Ies  de- 
barraffer,  d*en  connoitre  Ie  nombre  ,  la  forme  &  leur  ar- 
rangement ;  mais  fi  P  on  veut  y  parvenir  ,  il  ne  faut  pas 
trop  fe  prelfer  en  les  tourmentant  ,  comme  a  P  aventure , 
&  fans  une  methode  raifonnee ,  qui  ait  fon  fondement  dans 
la  nature  meme  de  P  objet  qu*on  doit  obferver. 

XVI.  Si  Pon  prend  le  parti  de  laiffer  Paiguillon  atta- 
che  a  la  tete  du  Couiin  &  de  le  frotter  contre  le  porte 
objet  avec  une  pointe  line,  on  pourra,il  effvrai,en  de- 
gager  les  parties;  mais  il  enarrivera,  qu’ a  peine  les  pie¬ 
ces  fer  ont  ecartees  les  unes  desautres,  qffelles  le  courbe- 
ront ,  fe  fronceront  &  fe  contourneront  en  differens  fens; 
&  par  furcroit  d’  inconveniens,  elles  auront  un  mouvemens 
prefque  continu ;  que  li  d’apres  Leeuwenhoeck  &  M.  de 
Beaumur  on  le  coupe  pr£s  de  ia  tete,  &  qffenfuire  on 
]e  frotte  fur  le  porte-objet ;  alors  les  pieces  degagees 
ifauront  plus  ce  mouvement  incommode  pour  P  obfervation, 
mais  elles  ne  retiendront  pas  pour  cela  leur  forme  natu- 
reile ,  qui  fera  toujours  alteree  par  leur  froncement.  Pour 
mieux  faire  fenrir  cette  verite  ,  je  ferai  remarquer  que 

Swam- 


ammeifcm ,  qui  a  obferve  PaiguilYon  felon  la  premiere 
niA,l0Ce’.a,  b*en  Pu  s>a^'Lirer  par  elle  da  jufte  nombre  des 
n  ^  ^U1  #comPofent  &  qu’  d  a  fixe  a  fix  ;  mais  il 
,Ul  a  Pas  egalement  pofilble  de  nous  bien  inftruire 
ve,n5ab  e  [orme  &  arrangement ;  &  que  par  Ia 
reconde  methode  Leeuwenoeck  &  M.  de  Reaumur’  fans 

dp^lr/,aVainCr  beaucouP  les  connoiffances  qu’  on  avoit 
que  le  r  3  ,°rme  ^e.  ces  P^ces  ?  en  ont  abfolument  man- 
porte  JT/6  ^UG  6  Premier  ces  obfervateurs  n’ a 
riq  e  R!  ’  16  ^COnd  4  —[•  *  crois  donc , 

Tom  lV  R  lmtUr  danS  f°n  Memoirc  fur  les  Coufins. 

plus  y  etre  ble1  CeTln  ?"e  r  aiguillon  a  une  pilee  de 
P  us  Pue  Leeuwenoeck  ne  lui  en  a  donne  5  mais  j e  ne  fcai  ft 

le  frl  j'  adJe%  que  ;Ve  fuis  pas  parven“  a  y  “ :°u v‘r 

f  ‘  ,  P‘‘:(S  de  Swammecdam ,  au  moins  ce  n'  a  pas  eie 

jaute  de  Joins  „  la'  difficulte  venoit  reellement  du  c6te  da 
ia  prepararion. 

pofen^Pat^ll'  d°n?  qf  *  ftparer  Ies  Parties  qui  com- 

commencer^  3  ’  >’  m  a  Paru  convenable  de  debuter  par 

fa  compofi  ioV&ln  qUe!qUe  C°nn0ifance  generale  fur 
ainfi  i’ =  *  -V  ,  f  arrangement  a  1’  egard  de  1*  erui  j 

lierement  tni  la  ClrC0nilance  «  n’ en  etoit  pas  en- 

cope  double  r  ’  '  ai*ant  P°Lrt^la  Preparation  au  microf- 

je  Fv  aTnir  dune°b!e®ve  d’u„e  ligne  de  fover; 
fous  de  ]>if  nre  COm?e  fi.ieuffe.  voulu  obferver  le  def- 
fort  leniem(>Ul  V mals  a^ors  I  31  tait  tourner  les  pincettes 
a  ddconvHr  T  f  eu/  axe  ’  >uf<K  a  ce  que  j’ ai  commence 
de  P  etfi!  n*  ^|Ce  algui^on  qui  regarde  1’ouverture 
ranoorr  *  ePen^3mrnent  de  certe  pofitiou  de  1’objet  par 
fom  1p  3U  mic‘°^C0Pe>  011  eft  a  portee  de  connoitre  quelles 
de  fn  Parties  c^e  P  aiguillon  qui  doivent  occuper  le  fbnd 
fin  a  °  e}U1  ’  -  puifqu’en  comprimant  la  tere  du  Cou- 
obferv10  ^  Pmcettes  >  comme  on  doit  le  faire  pour  certe 
^tl/?n  »  11  rare  qu’  d  n’  y  ait  quelques  pieces  qui 
Taur .  Tom,  IV .  c 
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s’  en  feparent  dans  une  partie  de  leur  Iongueur.  Les  ob- 
fervations  que  1’  on  fera  fur  cette  prepararion  pourront  nous 
mettre  au  fait  fur  la  maniere  dont  nous  devons  nous  y 
prendre  pour  bien  connoitre  P  organe  dont  il  s’  agit. 

XVIII.  La  Figure  II.  reprefente  une  portion  de  1’  ai- 
guillon  qui  ne  dent  plus  a  1’  erui ,  qu’  a  peine  par  fon 
extremi  te  g .  On  y  voit  une  grande  piece  convexe  dans 
fa  face  fuperieure  m.  m.  &  concave  dans  1’  inferieure  s.  n, 
dont  la  grofleur  diminue  jufqu’  a  P  extremite  g.  qui  finit 
en  pointe.  II  y  a  deux  pieees  beaucoup  plus  petites  r.  o. 
qui  font  forties  en  partie  de  Ia  concavite  de  la  grande 
piece  ,  &  le  vuide  n.  qu’  elles  ont  laifle  fe  rend  fenfible 
par  la  tranfparence  de  fendroit  qu’elles  ont  quitte.  Or  ces 
obfervarions  fuffifent  pour  nous  faire  comprendre  que  la 
grande  piece  eil  de  toutes  ,  celle  qu’  il  elf  le  plus  impor¬ 
tant  de  bien .  connoitre  pour  parvenir  a  la  decouverte  de 
Ia  ftru&ure  de  raiguillon. 

XIX.  J’ ai  norame  la  grande  piece  celle  qui  dans  Paiguil- 
Ion  eft  en  efFet  la  plus  grande  &  la  plus  apparente  ,  fk 
la  caufe  de  cette  denomination  eft  1’  embarras  ou  je  fuis 
de  trouver  un  noni  convenable  a  la  nature  &  aux  fon- 
tftions  de  certe  partie.  Swaminerdam  Pa  appellee  la  gaine 
interieure  ou  canule  qif  il  a  dit  &tre  un  fourreau  bien  com¬ 
plet  ,  ce  qui,  a  Ia  verite,  ne  repond  aucunement  a  la 
nature  de  cette  partie.  Leeuwenoeck  Pa  nommee  tantot 
raiguillon  exteritur  ,  &  tantot  la  feconde  gaine  ,  fur  le  fon- 
dement  que  les  autres  pi&ces  de  P  aiguiilon  font  renfer- 
mees  dans  P  interieur  de  celle-cy  ;  mais  on  verra  dans  la 
fuite  ,  que  cela  ne  fauroic  ecre  vrai  qu’  en  partie,  Enfiti 
M.  de  Reaumur  a  donne  a  cette  piece  le  nom  de  canule 
&  de  tuyau ,  fans  vouloir  decider  li  elle  etoit  fendue,  ou- 
bien  ftmplement  cylindrique  j  &  on  verra  aufli  que  cette 
denomination  ne  prefente  pas  a  P  efprit  une  idee  qui  re- 
ponde  a  la  ftru&ure  de  cette  piece. 


ii  ^onc  avo*r  foi*  fortir  de  fetui  la  piece  dont 

1  S  jglt’  ^en  a*  coupd  f  extremite,  de  la  longueur  envi- 
r°n  de  -  de  ligne,  que  j’ai  place  fur  un  verre  dans  une 
goutte  d  h nile-  11  elt  eflentiel  de  preparer  la  piece  en  fort 
perits  morceaux  $  fi  elle  1’  etoit  en  fon  entier  ou  par  gran- 
•  es  P3™105  ’  ce  Per°it  par  leur  cot^  qu’elles  fe  prefentero- 
lent  a  obfervateur  j  au  contraire  fa  forme  eft  tres-favo- 
e  pour  que  la  piece  fe  prefente  de  face,  lorfque  la 
nprif^  iiU  °”r  fort?  dans  la  goutte  d’  huile  eft  extremement 
earde  IVr  U  |6  e  ^  obfervation,  que  dans  Ia  face  qui  re- 
ouic  Ul’.  a  Srande  piece  eft  entierement  ouverte  de- 
lon  p  n  °ngine  a  la  tete  du  Coufin  jufqu’a  fort  pres  de 

regneX  lTUe  ?  ^  °"verture  differe  de  celle  qui 

gne  le  long  de  1  etui  i  celle-ci  peut  devenir  plus  ou 
moins  grande  felon  Ia  difference  des  circonftances,  &  celle- 
a  paroit  toujours  fixe  &  d’  une  figure  qui  ne  change  poinr, 

fcmtpGmS j  en^  ernent*  Les  bords  de  cette  ouverture  font 
loutenus  des  deux  c6tes  par  deux  filets  ( Pl.  Fig.V.), 

oui  en  fn  mit’  ^  dCUX  PacIuets  de  peths  filets  ecailleux, 

oLne  Jrment  Un  gr?S  de  chacIue  qui  depuis  leur 

^  s  avancent  prefque  parailelement  l’un  a  1’  autre 

proch  P  oar  l  eXtrfm“1,de  ^«ute,  oit  en  fe  rap. 
Pautre  V  un  °vale  allong^,  ils  s’ uniffent  r  un  \ 

de  «s  Lb*  ^  *  4  P°ime  d’  de  la  P‘«ce-  Chacun 

route  bu  l  3  Un  aUtr0£  a  c6t^  ^  tieat  la  meme 
route  que  les  prenners  *  &  a  1’endroit  b.  b.  oii  ceux-ci 

rea?onP&Chf nt  ’  “  filets  ext^ieurS  changent  auffi  de  di- 
mi  &  f°™ent  u"e  efPece  Novale  exterieur  au  pre- 

interi  ?!  6  ,boat  e11  cette  pomte  d.  ou  les  filets 

we  ieurs,  apres  leur  umon ,  font  alles  fe  terminer.  -En- 

"  •  ‘eftfi!et/lul  le  bord  de  1’ ouverture  ,  &  celui 

b.b  a  ^°n  COt^  5  011  °kPerve  une  fort  petite  couliffe 
?nicr  fUe  CePen<^ant  on  ne  Peut  decouvrir  qu’avec  de  bons 
°  C0Pes  >  cette  coulifiTe  devient  plus  ample  vers  1’extre* 
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mitd  de  la  piece  c.  c.  par  1’  ecartement  du  filet  interieur 
de  F  exterieur.  II  n’  eft  donc  pas  de  cette  ouverture  com¬ 
me  de  celle  de  1*  etui ,  qui  depuis  fon  origine  continue 
jufqu’  a  fon  bout ;  mais  la  grande  piece  de  faiguillon  a  un 
petit  efpace  qui  n’ eft  point  fendu,  &  c’eft  celui  qui  eft 
depuis  F  union  des  deux  filets  interieurs  jufqu’a  la  pointe 
d.  oh  les  quatre  filets  aboutiflent.  Les  deux  filets  exte- 
rieurs  tiennent  de  cote  a  une  fubftance  lifte ,  luifante , 
fans  fibres  apparentes  ,  qui  paroit  etre  comme  cartilagi- 
neufe  &  qui  eft  pliee  en  gouttiere  ;  cette  fubftance  chan- 
ge  bientot  de  nature  &  devient  comme  membraneufe  ,  for¬ 
mant  le  fond  de  la  piece  ,  comme  fi  c’  eroit  un  cui  de 
fac  ,  ample  des  fon  origine  jufqu’  a  7  du  toral  de  fa  lon- 
gueur  ,  mais  qui  diminue  enfuite  ■&  n’ a  qu’  une  fort  pe¬ 
tite  capacite  vers  1’  extremite  de  la  piece. 

XXI.  Apres  avoir  bien  examine  cette  preparation  au 
microfcope  double  ,  je  1’  ai  renfermee  entre  deux  lames 
pour  1’  obferver  au  microfcope  fimpie  &  au  folaire ,  & 
conftater  par-la  de  plus  en  plus  la  ftru&ure  de  Ja  piece 
&  la  proportion  de  fes  parties.  II  m’ a  conftamment  re- 
fulte  de  toutes  ces  obfervations  ,  que  la  grande  piece  de 
T  aiguillon  eft  compofee  en  deflus  d’ une  fubftance  mem¬ 
braneufe,  ou  mufeuleufe,  qui,  vers  les  cotes, fe  change  en 
cartilage  ,  &  ce  cartilage  etant  plie  tout  le  long  en  gout¬ 
tiere  ,  donne  une  forme  &  une  certaine  confiftance  a 
toute  la  piece  j  en  deflous  le  meme  cartilage  tient  des 
deux  cotes  a  deux  filets  qui  font  fepares  par  une  petite 
coulilTe  de  deux  autres  filets  qui  forment  les  bords  de 
cette  ouverture  ,  qui  fe  prolonge  tout  le  long  de  la  piece, 
&  qui ,  lorfque  la  trompe  eft  dans  fon  etat  nature! ,  a 
fon  emplacement  dans  la  fente  de  1’  etui. 

XXII.  C  eft  en  partie  autour  de  la  grande  piece  & 
en  partie  au  dedans  que  font  rangees  les  cinq  autres  ,  qui, 
par  ieur  reunion  avec  la  fixieme ,  forment  ce  compofe , 
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qu  on  appelle  T  aiguillon.  II  eft  tres  aife  de  fe  eonvaincre 
4ue  ce  font  lix  pieces  qui  en  font  1*  enfemble  $  il  n’  y  a 
pour  cela  qu’  a  debarrafler  le  faifceau  de  fon  etui ,  &  a 
ouper  celui-ci  ,  du  moins  en  partie  ,  avec  les  antennes  de 
r  ln,e  e  ?s  a^n  ^ue  rjen  ne  puiffe  recouvrir  ou  embarrafc 
©5  i>es.  P1.^5  1  aiguillon  ,  &  a  plonger  enfuite  la  tete 

aigmilon  dans  une  goutte,  ou  d’eau,  ou  d’  huile  ;  car 
s  pieces  e  degageront  d’  elles-m£mes  les  unes -des  aurres, 
/:  1  re  era  plus  de  doute  que  leur  nombre  ne  foit  de 
n’ en  n*jP  US  ’  m  rno*ns>  feulement  ii  faut  prendre  garde  k 
queLPp^-C°Uper  ^ U’une  Vers  <*  qu’  il  arrive 

Puifai»  fiV  maiS  ^  con%uence  Pour  P  obfervation  5 
P£  fl  le  cas  arrive ,  il  fera  aife  de  s’apercevoir  ea 

des HVflnt  jqUe,POUf  °rS  f  P^Ce  qui  ™uquera,  fera  une 
oes  deux  dentelees ,  car  celles-ci  font  les  plus  expofees  a 

et  accident  j  &  merae  on  pourra  toujours  en  obferverle 
ron9on  encore  attache  a  la  tete  du  Coufin  ;  cependanr 
^ue  r°n  ne  trouva  pas  toutes  les  fix  pieces 
i""'!"'  ne  fe  I.,,.,,,  ddgsgde  des 

debnmff  ’t  ‘a  manere  que-j’ai  deja  dit ,  &  tout  fe 
YYU,er?_a  a  ^aI>sfaclion  de  1’  obfervateur. 

a  del  /rDeSv|nq, C6S,  que  )e  dois  examiner ,  il  y  en 

Lnfot;fr,VbVIL),d°nr  13  ftruaure  &  1’  empiace- 

cun  doum  rw^’  T  -  "e  p6Ut  refter  fur  cela  au' 
un  Y  Y  font  «lies  dont  1’  extremite  eft  dentelee  & 

oblerv-itpi?Ut^e^  Cn  arC’  &  qui  ont  vues  Par  tc>us  les 
lon  ,  a  ernrs  V1  ont  examini  avec  le  microfoope  1’aiguil- 
u  Coulin ,  mais  dont  les  deicriptions  &  les  figures 
ites'  S||I10US  en  °nt  d°nnees ,  ne  font  rien  moins  qu’exa- 
fe  fl  a  Paru  a  Leeuwenoeck  que  1’ on  ne  pouvoit  pas 
Pa«  de  d(>niler  a  ces  pieces  une  certaine  confiftance 
ie  r  rendre  ptopres  a  percer  la  peau  de  l’animal  dont 
0U  ln  ooit  fuccer  le  fang ;  il  a  donc  cru  qu’une  for- 


me  applatie  ne  pouvpit  leur  convenir ,  mais  qu’elles  de- 
voient  etre  formees  a  peu-pres  comme  une  latne  d’  epee 
a  trois  quarrs.  Ce  ientiment  de  Leeuwenoeck  a  eu  ap- 
paremment  quelque  influence  fur  1*  obfervarion  de  M.  de 
Reaumur ,  car  fur  ce  point  ii  s’  exprime  de  la  maniere 
qui  fuit.  Leeuwenoeck  a  cru  voir  ,  &  fai  cru  de  le  voir  de 
mime  ,  quii  y  a  deux  pieces  qui  font  faites  comme  des  la - 
mes  d’  epees  d  trois  quarts  \  ce  font  celles  dont  les  pointes 
font  recourbees  &  qui  ont  des  dehtelures  fur  la  convexite  de 
leur  courbure,  Mais  la  nature  aime  prefque  toujours  a  s’op- 
pofer  a  nos  idees  fyfiematiques ;  les  pieces  en  quefiion 
fpnt  reellement  fort  minces ,  freies  &  d’une  forme  appla- 
tie  ,  &  cependant  tout  efl  menage  de  fagon  ,  que  rien  ne 
leur  manque  pour  s’aquitter  fans  Ie  moindre  inconveniens 
de  leur  fonftion  naturelle.  Elies  ont  leur  origine  a  cotd 
des  deux  filers  qui  forment  les  bords  de  la  fente  de  Petui, 
&  comme  ceux-ci,  a  leur  fbrtie  de  la  rete,  font  beaucoup 
^cartes  l’un  de  fautre ,  il  en  efl  de  meme  des  deux  pie¬ 
ces  dentelees ,  &  c’efi  la  la  raifon  pourquoi  elies  fortent 
en  partie  de  1’  etui ,  lorfqub  P  on  comprime  la  t£te  ou  Ie 
corcelet  de  f  infe&e.  Leur  ftru6lure  efl  fort  fimple  $  du 
cote  a.  a .  a.  qui  regarde  le  dedans  de  la  trompe  ;  c’  efl 
an  petit  filet  arrondi ,  ou  bien  un  alfemblage  de  petits  fi- 
lets  qui  en  forment  un  arrondi  qui  va  droit  depuis  fon 
origine  jufques  pres  de  fon  extremite ,  ou  il  prend  une 
petite  courbure  dont  la  concavite  regarde  1’  intedeur  de 
la  trompe  :  a  ce  filet ,  fuivant  route  fa  longueur  ,  tient 
une  membrane  un  peu  large  vers  T  origine  de  la  piece  , 
&  enfuire  etroite  ,  &  applatie  ,  qui,  a  fon  extremite,  efl 
decoupee  par  le  bord  &  forme  parda  cette  efpece  de 
dents  arrondies  c.  que  les  figures  &  les  defcriptions  des 
Naturali  fies  nous  ont  reprefentees  comme  ayant  la  forme 
de  fer  de  fleche.  Le  nombre  de  ces  dents  n’  efl  pas  le 
meme  dans  toutes  les  efpeces  de  Coufins  $  j’  en  ai  compte 
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tantot  dix  &  tantot  onze  fur  les  aiguilions  des  efpeces 
communes }  mais  il  y  en  a  quatorze  dans  celles  des  gros 
oufins  que  I’  on  peut  actraper  dans  les  maifons  de  cam- 
pagne  fur  les  vitres  aux  mois  de  Novembre  &  de  De- 
cembre  Si  apres  avoir  prepare  ces  pieces  dentelees  dans 
ui  e  &  les  avoir  renfermees  entre  deux  lames  de  ver- 
re,-on  ^  °bferve  ou  au  microfcope  folaire  ,  ou  au  mi- 
cro  cope  double  monte  d  une  bonne  objeftive  d’  une  ligne 
de  toyer  ,  on  decouvrira  fur  leurs  membranes  des  fibres 
f  ;-qUi  fe,Vont  rendre  au  filet  pres  de  la 

anito  0  6  6e’  CeS  fifires  diminuent  conrinuellement  d’obli- 
1’  nno  raPPort  au.  filet  >  &  fe  rapprochent  touiours 
ftinrv  6  •  ?Utre  ’  ma  s  Pour  ^ors  on  ne  peut  plus  les  di- 
guer  ni  es  appercevoir.  C  eft  par  ce  rapprochexnent  des 
£bres  tranfverfales  que  la  partie  dentelee  de  cette  tnem- 
btane  prend  un  peu  de  fermete  &  de  confithnce. 

I-  7,‘71V'  ”'Jaintenabt  ii  l’on  fait  attention  a  ces  dems  que 
( Fip'  7 vU>i  a’§“lllons  Iaiffe  voir  fur  fes  deux  cotes 

«rande  riL'  rr  1  raPPelle  ‘oute  la  ftrufture  de  la 
pofitiondec  H  (Flg-.,VOx  011  «e  pourra  plus  hdiiter  furia 
VII  )  ani  fdrUX  PueC?  dente,des-  Le  fi|et  «■<*.  (Fig.  VI. 

2&S  ?LmA  lZS Pc6t's  J.  l0Se  da"s  Ia 

dpnv  '  j  '  ^ue  on  a  decouvert  le  long  des 

ture  :  fu  de  la.  grande  P‘*ce  &  tout-pr£s  de  fon  ouver- 
tionpp  a  i>  CapaC“e  de  Cette  cou,lire  etoit  toujours  propor- 
twnee  a  1  epaiffeur  du  filet  qui  doit  s’y  loger,  il  eitevi- 

buf  2Ue|  ^  P1®C!S  denteldes  en  dependance  de  la  cour- 
dn  m  6  eUn  ex*r^mitc  >  ou  refteroient  immobiles ,  ou  que 
m  ■  oins  e  es  feroient  fort  genees  dans  leurs  mouvemensj 
t  /  --^venient  nexide  point*  la  coulide  vers  fex- 
modI  e  CG  a  s’ouvre  &  laiffe  un  emplacement  com- 

leur 6  C  fUX  ^eux  a>guidons  denteles  pour  pouvoir  avoir 
eXa^^eu  ^ans  contrainte.  11  me  paroit  donc  qu’  a  parier 
ement  j  on  ne  f$auroir  dire  qu’  a  1’  egard  des  pieces 
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dentelees ,  Ia  grande  piece  tienne  lieu  d *  un  fecond  etui : 
&  par  Ia  m£me  raifon  il  me  paroit  auffi  que  Pon  ne  doif 
pas  prendre  trop  a  Ia  lettre  les  expreflions  de  Leeuwenoeck, 
lorfqu’  ii  nous  dit  d’  avoir  tire  ces  deux  pieces  de  Ia  ca¬ 
vite  interieure  du  fecond  etui ,  ce  qui  apparem  ment  ne 
fignifie  rien  autre  ,  finon  qu’  ii  avoit  degage  ces  deux  par¬ 
ties  ,  qui  auparavant  etoient  unies  au  faifceau  entier  des 
aiguillons. 

XXV.  Cependant  parmi  les  trois  pieces  qui  me  reflent 
encore  a  developper ,  ii  y  en  a  une  qui  eft  reellemem  la¬ 
gee  dans  Ia  cavite  de  Ia  grande  piece  comme  dans  uti 
etui ;  elle  a  fon  origine  au  milieu  de  ia  rete  du  Coufin  , 
&  fe  trouve  placee  par  fa  fltuation  naturelle  au  milieu  de 
cette  cavite.  M.  de  Reaumur  doit  1’avoir  connue ;  car  oti 
ne  peut  entendre  ,  que  de  celle-ciy  ce  qu’ il  nous  dit  d’avoir 
entrevu  dans  quelques  unes  de  fes  obfervations }  fai  cru  voirf 
dit  il  j  une  piece  qui  fe  termine  par  une  pointe  longue  & 
tatllee  comme  celte  d ’  un  cure  dent.  Une  membrane  dont  le 
milieu  efl  occupe  ,  luivant  fa  longueur  ,  par  deux  filers 
ecailleux  b.  b.  (  Fig.  VIII.)  efl:  ce  qui  entre  dans  fa  com- 
pofition  j  la  membrane  efl  minee  &  d’  une  largeur  qui 
paroit  moindre  que  ceile  de  1’  ouverture  de  la  grande 
piece  ,  &  le  microfcope  ne  nous  laifle  point  voir  fes  fibres, 
ni  les  longrrudinales,  ni  les  tranfverfales  :  a  en  juger  un 
peu  precipitammenr  9  on  diroit  que  c’ elt  un  filet  arrondi 
qui  s’  etend  le  long  de  cette  membrane  j  mais  on  s’  aper- 
cevra  de  Perreur,  fi  apres  avoir  prepare  cette  piece  dans 
une  goutte  d’  eau  ou  bien  d’  huile ,  on  P  obferve  a  quel- 
que  microfcope  monte  d’une  forte  lentille  ;  on  verra  alors 
deux  filets  b.  b.  qui  laiflent  entre  deux  un  creux  ou  petit 
canal  a.  ,  qui  eft  de  la  meme  capacite  depuis  Porigine  de 
la  piece  jufques  bien  pres  de  fon  extremite } .  mais  la  les 
filets  s’  ecartent  un  peu  P  un  de  P  autre  &  laiflent  voir  en 
c.  un  vuide  ,  qui  fe  rend  encore  plus  fenfible  en  d. ;  mais 

enluite 


_o  Ulte  * $  *"e  rapprochent ,  s’  uniflent  St  vont  former  la 

P  itite  de  Ia  piece  en  m. ,  tout  cela  donne  a  cette  extre- 

lte  ^  apparence  d’  une  pointe  longue  taillee  comme  celle 

un^curedent,  mais  en  effet  /a  realite  eft  tout  autre  chofe. 

Jl  m.eft  a,rrivf  plufieurs  fois  de  voir  ie  long  de  ce  petit 

p/13  ,a‘  des  pulles  ou  des  petites  colomnes  de  liqueur 

-parees  par  des  intervalles  vuides  $  Ies  parties  du  canal  ou 

y  avoK  de  Ia  liqueur  avoient  1’ apparence  d’un  tuyau  , 

?u’  U  V  a  PIus  ni  les  deux  filets ,  ni  la  cavite 

qu  u  y  a  entre-deux. 

les^pU-ces  C°mrmencf,  *  decrire  dans  ce  Memoire 

nomm  i  /  ^  compofent  1  aiguillon  par  celle  que  j’  ai 
^TJ:\8  Pl  "'Tm  Pa®  enfuite  "  I*  defcri- 
Eu r  1  “X  qU‘  f°nt  ,denteldeS  &  IoS®es  aux  bords  ex- 
l  "  r  d*  1  °uverture  de  cette  piece  i  il  paroxt  qu’ il  eut 

Srturf  °  ^  de„parler  de  celles  qui  ferment  cette  ou- 
eft  locrpp de”trer  d?ns  les  detailsde  la  piece  qut 
raifon?  d  aU  de?ans‘  Au  vrai  ie  n’ai  P°>nt  eu  d’  autres 
turei  ff  ce™  eft  ' ^  de.rord^e  9“  Paroiffoit  le  plus  na- 
ce  que  iw  que  1  ai  vou,u  reprefenter  tout  de  fuite 

d=  bien  conftaTr  ^OUV°lt  "°us  aPPrendre  de  certain  & 
fln  DQur  /ur  la  compofition  de  la  trompe  du  Cou- 

a  dePnl  me,referJera  Parler  en  dernier  lieu  de  ce  qu’elle 
En  eltkTd )arrafnt.^de  Pl»s  difficile  a  etre  debrouille. 
font  nL  d6rm'res  P^ces  de  1’ aiguillon,  qui  n’en 

pouffer  a  bout1? Une  meme  double,  font  fort  propres  pour 
La  L  H  °  .  53tlenCe  d  un  oWervateur;  mais  je  t/abu- 

f  l  n  ao  ,f1!e  de  legent,  en  detaillant  minmieu- 
ter  de  f  ntoyens  dont  je  me  fuis  fervi,  pour  ten- 

vient  ,  Urmontf  ces  difficultes.  La  fource  de  F  embarras 
fans  an-.  6i:?U  6!  es:„ne  *°nt  membrane  tres-mince, 

PuilTe  v  ^  lQt  ecai  eux  >  ^ans  rien  de  cartilagineux  qui 
fi  ^  °nner  un  peu  de  confiftance  ,  d’oii  il  arrive  que 

*  Mr  %  °^erver  ?  °n  les  fepare  du  faifceau  felon  ia 

Mlfa  Taur.  Tem,  IT.  d 
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methode  commune  ,  elles  fe  prdfentent  au  microfcope  toutes 
contrefait es  ,  de  forte  qu’  ii  n’  eft  pas  poffible  de  deviner 
ce  qu’elles  font,  ni  en  elles-memes,  ni  par  rapport  a  leur 
arrangement  avec  les  autres  pieces  j  &  fi  l’on  en  fait  Ia 
preparation  dans  l’eau  ou  dans  1’ huile,  on  verra  bien  alors 
qu’  elles  ne  font  que  des  membranes  •,  mais  en  meme  tems 
il  fera  aife  de  comprendre  que  ces  membranes  doivent 
avoir  perdu  leur  forme  naturelle ,  puifqu’on  les  voit  d’une 
iargeur  a  peu*pres  auffi  grande  que  celle  du  total  du  fai* 
fceau  $  que  ii  I’on  prend  le  parti  de  tenter  1’  obfervation 
en  les  laiffimt  dans  leur  emplacement  naturel ,  outre  plu- 
fieurs  autres  difficultes ,  ii  y  en  a  toujours  une  infurmon- 
table  ,  qui  eft  ,  que  la  piece  que  je  viens  de  decrire  ci-def 
fus,  &  qui  eft  logee  dans  la  grande  piece,  ne  pouvant  en 
fortir  ,  fe  prefente  auffi  bien  au  microfcope  que  les  deuX 
qu’  on  voudroit  examiner  ,  d’ou  ,  par  une  fuite  neceffaire, 
il  s’enfuit  que  le  tout  eft  reprefente  confufement,  fans  qu’on 
puiffe  demeler  les  objets  les  uns  d’avec  les  autres,  La  feule 
reflo  u  ree  qui  refte  eft  ,  de  les  obferver  dans  les  momens 
que  fa&ion  de  1’  eafl  ou  de  1’  huile  les  oblige  a  fe  f^pa- 
rer,  &  peut  etre  ne  pourra-t-on  pas  encore  reuffir  a  fe 
fatisfaire  entierement  par  cette  methode  meme,  dont  l’exe- 
cution  eft  d’  ailleurs  fort  delicate.  Cependant  je  donnerai 
Ia  defcription  de  ces  pieces  avec  Ia  precaution  de  ne  pas 
confondre,  avec  des  apparences  douteufes,  ce  que  j’yaivti 
diftintfement  Sc  fans  equivoque. 

XXVII.  Chacune  de  ces  pieces ,  qui ,  comme  je  1’  ai 
deja  fait  obferver ,  font  d’une  meme  ftru&ure ,  a  fon  ori' 
gine  imm^diatement  au-deflus  de  ceiles  qui  font  dentelees, 
&  par  confequent  elle  eft  placee  entre  fune  de  ces  pie' 
ces  ci  &  le  bord  de  Ia  grande  piece.  Sa  fubftance  eft 
membraneufe  &  d’  une  telle  ftnefle ,  lorfqu’elle  eft  bien 
deployee  ,  qu’ il  n’eft  pas  poffible  d’en  fuivre  les  bords  que 
l’on  apper^oic ,  ainfi  que  le  corps  meme  de  la  membrane, 


<?u  a  Ia  faveur  des  petits  replis  &  froncemens  qu’  elle 
prend  par  intervalles  ( Fig.  IX. )  mais  vers  1’  extremis 
c  ?  Plece  quelques  uns  de  ces  replis  ont  une  forme 
1  antC  \  C?  /°nt  ce.ux  ^ue  ^  on  vo^  aux  deux  bords  de 
*  r  t  Q.  jftrem!r^  ^  CIU^  paroifle-nt  comme  deux  filets,  dont 
t  Ui  n  COf<^  5^  touiours  plus  Jong  que  celui  de  1’  au- 
’  r  Ur  Ce  ^et  P^us  ^on&  on  decouvre  avec  un  bon 
ol  °  coPe  upe  crenelure  a  dents  plates  &  tres-fines,  a.  a* 
membrane31  jamais  vu  deborder  vers  1’  exterieur  de  Ia 
regardoient  .touJours  °k&rve  que  leurs  pointes  eu 

fib?e  de ^  vli  rle?r\A“  rdle  i!  "e  a  pas  ete  pof- 

terieur  A  ^  C  d*  le  c°r^  dente^  qui  regarde  Fin- 

ii  auro.t  fJh,  tr°mpeV0U  c’eft  celui  ql  ne  !’ert  point,- 
•  .  I£.  'a,‘u  ’  Pour  fixer  cette  fituation  ,  avoir  fuivi  fans 

' TuTT0"'  Ur  des-  b°rds  de  Ia  membrane,  depuis  fon  ori- 
feuffir U  pU  a  extre,mit®’  mais  jamais  je  n’ y  ai  pu 
de  1’  extJmlt'  j  ^  3  de  ,certain  >  c’eft  que  lesdeuxbords 
par  unelr  ,  '  ,CeS  P'CCes  font  affujettis  P  ™  i  1’  autre 
bord  qui  n**  eft  6  '£jment,  ou  d’un  filet  s.  s.  qui  part  du 
dans  celui  qui  /eft  d%tCe’  &va  obliquemenc  s’ infdrer 
ter  1’  un  de  i’  autre  L&irpar'  f  11  les  empeche  de  s’  ecar- 
la  membrane  n„;  aflb,re  ,!a  forme  de  1’  extremite  de 
eft  d’  une  pei^  Dei?*PU1S  le  hganaent  jufqu’  a  fon  bout , 
denv  ,1  P  P  J e  un  Peu  dvafee.  Voila  ce  que  ces 

elles  fefont  dtendStV°ir’  lorfcI“e  Par  ^on  d’un  fluide 
,  0nt  etendues ;  mais  ce  n’ eft  point  li  leur  etat 

obfervationsT-onf  '  ^  ^  fait  remarquer  &  plufieurs 
rangeminr  on.tapPrls  que  ces  membranes,  dans  leur  ar- 
2“"a,“r  ’  Pliffees  fuivant  leur  longueur  i 

SPqueloupmT-  /arr  d>Un  dv6ntail’  &  11  ar- 

7,  queiques  fois  de  vnir  p  ^ 


nve  auelanPcT*  ,PTer  d.  Un  evenrail  >  &  il  m’  eft  ar- 
F  autre  r  ^°1S  eS  VOir  aPP^9»ees  F  une  a  coit*  de 
feule  pi’ecee  r  F?J  <^el’onautO‘t  pu  les  prendre  pour  une 
prine  iii  ,  f  '  “  ce  n  et0lt  que  pres  de  leur  ori- 

extremir^  et0ient  %arees  7  &  auiTi  F  etoit-elles 

d  z 


leur  ori- 
a  leur 
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XXVIIL  La  ffru&ure  de  ces  deux  pieces  prouve  aff^s 
qu’  elies  ne  font  pas  deflinees  a  percer  la  peau  de  Fani- 
mal  que  le  Coufm  doit  fuccer  ,  ni  a  agir  immediatement 
lur  elle  ,  d’oii  ii  paroit  s’  enfuivre  que  leur  principale  de- 
ftination  pourroit  etre  de  fermer  Fouverture  de  la  grande 
piece.  Mais  quel  peut-etre  F  ufage  de  cette  dentelure  que 
F  on  obferve  fur  F  un  des  bords  de  chacune  de  ces  deux 
pieces  ?  Ferment-elles  F  ouverture  de  la  grande  piece  en 
s’  introduifanr  dans  fon  interieur  ,  ou  bien  fonr-elles  logees 
a  fon  exkrieur  ?  Et  pourquoi  deux  pieces  pour  former 
cette  ouverture  N’  y  en  auroit-il  pas  affez  d’une  ?  AMa 
verite,  voila  des  queftions  aux  quelles  je  fens  bien  de  n’£tre 
aucunement  en  etat  de  fatisfaire  ieulement  favouerai ,  que 
je  penche  a  croire  que  Femplacement  des  deux  membra- 
nes  en  queltion  n’  elt  pas  au  dedans  de  la  grande  piece  * 
mais  en  dehors ,  c*eft-a-dire  que  leurs  bords  s’appuyent  fur 
ceux  de  Fouverture  pour  la  fermer  $  &  je  fuis  d’  autant 
plus  porte  a  le  croire,  qu5  il  me  paroit, que  moyennant  cet 
arrangement ,  il  eft  plus  aife  de  donn<r  une  explication  fa- 
tisfaifante  du  mecanifme  qui  opere  dans  le  Coufin  la 
fuccion  de  F  aliment ;  car  j’avouerai  auffi,  que  je  fens  dc 
la  repugnance  a  embraffer  F  opinion  generalement  regue 
pour  expliquer  la  maniere  donc  cette  operation  $’execute. 

XXIX.  On  s’  eft  forme  F  idee  de  F  aiguillon  du  Coufn 
comme  d’  un  affemblage  de  plufieurs  lames  appliquees  les 
unes  contre  les  autres  &  renfermees  dans  un  etui ,  ainfi 
que  les  lancettes  &  d’  autres  inftrumens  propres  a  ope¬ 
rer  fur  nous,  font  renfermes  dans  celui  d’un  Chirurgien, 
&  on  pretend  que  de  cet  affemblage,  il  en  rdfulte  une 
trompe  d’ autant  plus  admirable  qu’  elle  eff  plus  fimple  j 
lorfque  le  faifceau  de  ces  lames,  dit-on  ,  eft  introduit  dant 
la  veine ,  le  fang  $’  eleve  dans  la  longueur  de  ces  lames 
a  peu-pres  par  le  meme  mecanifme  qui  fait  monter  les 
liqueurs  dans  fcs  tuyaux  capillaires,  Quelques  obfervation* 
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*jue  M.  de  Reaumur  a  faites  fur  V  aiguilk>n  du  Taon ,  ont 
pnne  lieu  d' imaginer  ces  fortes  de  trompes,  ou  la  fuc- 
cion  s  execute  ,  fans  que  cette  operation  dernande  ni  quelqu* 
organe  prdcis  deftine  a  cet  office ,  ni  meme  un  arrange- 
ment  fixe  &  determine  des  pieces  qui  compofent  ces  trom- 
pes,  Je  ne  l^aurois  deferer  a  ce  fentiment  $  &:  quand  me- 
p  e  1  pourroit  avoir  iieu  a  P  egard  de  Ia  trompe  du  Cou- 
in ,  on  ne  pourroit  pas  ,  ce  me  ferable  ,  en  prouver  Ja 
il  Par  *Ce  q,ue,  P.  on  obferve  dans  <*U«  d”  Taon  5  can 
ceile-ri^^01^*  treS'fV^eilt’  ^ue  ^organe  de  la  fuccion  dans 
ninn  *  blen  ^  u?  comPliclu«  que  ne  ie  fuppofe  1’opi- 
G  t  °nimune ,  qui  n’  a  reellement  d’  aurre  appui  que 
quelques  obfervations  de  M.  de  Reaumur,  tres-exa^  i 
a  verite ,  mais  dont  on  tire  des  confequences  qui  ne 
peuvent  pas  en  ddcouler.  Ce  fameux  Naturalifte  a  prouve, 

*  prouve  fans  repiique  ,  que  le  fang  de  1'  animal  piqu£ 

Ci  ne  Pa^e  Pas  Par  quelque  ouverture  places 

oueV CS  jV1-eS  de  Partie  cbarnue  de  fa  trompe,  mais 
fe£p  /?nduu’  Pfr  Iequel  d  monte  dans  le  corps  de  l’in- 
euillond01t^tre  .plac^dans  Get  organe,  qu’on  appelle  Pai- 
f  £  qU°iq^tOUt  Cda  foit  dement  conforme 

levres  de  V  ^  Poartant  Pas  une  preuve,nique  les 

*  ff  ;e  ia  *r0IDPe  »e  foient  pas  un  des  principaux  or- 

L  JU1  ?Pe.rc  .  f  ^ucci°n»  ni  que  parmi  les  pieces  qui 
3  d  aJSUlllon  * 1  y  ™  quelqu’une  faite  pour 

Z  V d\Gondli“,  nienfin  que  ce  conduit  foit  forme  par 

n  aiiemblage  quelconque  de  toutes  les  pieces ,  &  non 
£  par  l  encadrement  de  quelques  unes,  dont  1’enfemble 
j  meroit  un  vrai  canal ,  a  peu-pres  comme  on  le  peut 
««y  ^es/  deux  trompes  ou  cornes  du  Tourmiliotu 

*  Pour  v^rifier  ce  point ,  il  eft  neceiTaire  que  j*en- 
y.  dans  quelques  details  fur  la  llru&ure  de  la  trompe  du 
Je  ne  connois  pas  d*Auteurs  qui  Tayent  examinee, 
cepte  M.  de  Reaumur,  qui  meme,  a  ce  qui  paroit* 
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ne  Ta  obfervee  qu’  a  Ia  loupe  ,  Sc  confdquemment  n’  en  a 
pu  donner  que  des  connoiflances  incomplettes  &  qui  exi¬ 
gent  d’  etre  re&ifiees,  Je  ne  pretends  donc  pas  donner  ici 
une  defcription  achevee  de  Ia  ftru&ure  de  cette  trompe, 
ni  repete r  tout  ce  qui  en  a  deja  6t6  dit  par  M.  de  Reau- 
rnur  ,  mais  je  me  bornerai  aux  endroits  qui  demandent  ou 
des  remarques  ,  ou  des  defcriptions  plus  complettes  $  ren- 
voyant  pour  le  refte  au  Memoire  meme  de  ce  favant  fur 
Ies  trompes  a  levres  grojfes  &  charnues  Tom.  IV.  Mem,  V. 

XXXI.  La  trompe  du  Taon  eft  du  genre  de  celles  ,  donc 
Ia  partie  qui  fe  montre  ie  plus  fenliblement ,  eft  mufcu- 
leufe  Sc  fe  termine  par  deux  groffes  levres  charnues  ,  que 
tout  Ie  monde  a  vu  dans  les  mouches  qui  frequentent  les 
appartements  Sc  les  cuifines.  C es  levres ,  celles  furtout  des 
grofles  mouches ,  par  exemple  de  Ia  mouche  bleue  de  Ia 
viande,  preparees  avantageufement  Sc  obfervees  avec  un 
bon  microfcope  ,  prefentent  un  fpe&acle  tout-afait  magnifr- 
que ,  Sc  ofFrent  de  plus ,  dans  leurs  trachees ,  une  (ingu- 
iarite  qui  merite  1’  attention  des  phyftciens,  La  Figure  XI. 
de  la  Pl.  III,  reprefente  les  deux  levres  de  la  trompe  de 
la  mouche  bleue  bien  etendues  Sc  ecartees  l’  une  de  Fau- 
tre ,  oii  l’on  peut  obferver  une  quantite  d’efpeces  de  cor- 
dons  a.  a.  a .  qui  occupent  beaucoup  de  place  dans  les  mem- 
branes  qui  appartiennent  a  la  partie  du  devant  des  levres, 
Sc  fe  terminent  immediatement  au  de-la  de  fes  bords  qui 
regardent  la  tere  de  la  mouche  s.  s.  s.  M.  de  Reaumur  a 
cru  ,  fur  quelques  apparences,  que  ces  cordons  ou  filets  ero- 
ienr  des  vaifteaux  a  liqueur  ,  mais  il  eft  inconteftable  que 
ce  font  des  trachees ;  &  fans  doute  qu’  il  n’en  auroit  pas 
doute  s’  il  eut  obferve  a  un  bon  microfcope  les  deux  gros 
cordons  b  a,  ba .  litues  tout-pres  du  diametre  qui  di  vile  les 
deux  levres ,  car  il  eft  vifible  qu’  iis  ne  font  que  des  gran¬ 
des  trachees  Ac  dO  (  Fig.  XII.  )  qui  fe  ramihent  Sc  don- 
nent  naiflance  a  ces  filets,  c’eft-a-dire  a  des  trachees  plus 


3  1 

petxtes  ,  dont  le  nombre  fur  cbaque  levre  eft  de  5  2.  dans 
\fS  r^a0ns  grande  efpece,  &  de  38.  dans  ceux  de 

efpece  plus  petite ;  les  groffes  mouches  bleues  de  la 
VlancJf  en  °nt  32*  ( Fig«  XI.);  on  en  trouve  feulement 
2  .  dans  d  autres  elpeces  de  grandes  mouches ,  &  moins 
encore  dans  les  Ievres  des  mouches  des  plus  petites  efpe- 
ces.  Au  refte  ces  Ievres  renferment  un  fort  grand  nom- 
re  e  vailTeaux  a  liqueur ,  dont  la  forme  eft  la  meme 
CrA^Ue©^  °n  °^rve  dans  de  femblables  vaifleaux 
e  J11  e  . es  ’  ^  Par  eonfequent  tres-differente  de  cette  ftru- 

YYYlV^  Pr°Pre  aUX  trachdes’ 
nilp  ■  *  ^a  hngulante  que  ces  trachees  nous  offrent,  & 

q  je  ne  dois  pas  omettre  ici  de  rapporrer  ,  eft  qu’elles 
«ous  donnent  la  connoiftance  de  1*  exiltance  de  vaiffeaux 
a  air  form^  Par  une  fnbftance  en  partie  membraneufe  ■& 
en  Part^  ecailleufe  >  qu^  n’  que  roulee  fuivam  fa  lon- 
gueur.  Voici  la  ftru&ure  de  cet  organe  :  les  deux  gran- 
aucim^CheeS,q?1  font  la  ri§e  des  ramifications,ne  prefentent 
fur  la  n?artlC  J'e’  q“e  l\m  ne  Puiffe  °b!«ver  de  meme 
les  Lnl  8  £  Pa/Ue  des  tracWes  des  infeftes,  raais 
fture  hi  rqUVf"  f°nt  Une  continuation  ,  ont  une  flru 

2  j  i  laTl  \F‘8i  X,L  I.  pj£ 

tu  '  i  ,tra'hee  borde  ce  vuide  circulaire  que  les 

crure  t  d’abord  en  deffou*  d^  l?echan- 

(  lS*  XI.)  ,  les  branches  qui  en  partent ,  dont 

DortinlC  raS  tr°P  aSrandir  *a  figure ,  on  ne  donne  qu’une 
fo  nr/  fom|raar^  P-  crf  ds\  O  t ,  mp,  ,  fi 

conviemPare  ?  plece  da”S  Une  £outte  d’  eau  ( l'  hude  "e 
nrim  paS  a  Cette  Preparation  )  &  qu’  on  ne  la  com- 

ohZ  T  Peu,entre  les  deux  lames  qui  fervent  de  porte- 
n  r  ’  CS  lrac^ees  prefenteront  fous  la  forme  de  tuyaux 
lQ  *ltf  c  r  ’  mP‘>  (  XII.  )  5  mais  on  y  obfervera  dans 
eur  i°ngueur  quelque  chofe  d^obfcur  &  de  confus  , 
011  ne  faura  deviner  ce  que  cela  pourroit  bien  etre. 
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Si  entre  les  deux  James  on  met  du  papier  plus  minee,  & 
par  confequent,  ii  Toti  comprime  un  peu  plus  la  prepara- 
tion ,  les  trachees  d  s  commenceront  pour  iors  a  perdre 
leur  forme  de  tuyau  complet >  elles  s^ntrouvriront  &  laii- 
feront  voir  la  dentelure  a ,  a  ,  a  ,  d’  un  de  leurs  bords  r 
&  il  fera  aife  a  imaginer ,  que  ce  que  Fon  voit  d’obfcur 
vers  le  milieu  &  au  long  de  la  piece  ,  doit  etre  la  den¬ 
telure  de  1’  autre  bord.  Enfin  ii  1*  on  comprime  encore 
d’  avantage  Ia  preparation  ,  les  trachees  O  t ,  nq  r  sTouvri- 
ront  entierement  &  prefenteront  a  1’  obfervateur  leur  ftru- 
&ure  tout-a-fait  a  decouvert :  on  voit  donc  que  chacune 
de  ces  trachees  eft  une  membrane  qui  a  Ia  forme  d’  un 
paflement  a  bords  dentel^s  ,  &  qui  eft  croifee  par  des  ii- 
lets  bruns  de  nature  ecailleufe,  dont  Pun  des  bouts  fe  ter¬ 
mine  conflamment  au  haut  de  la  dentelure  i.  i, ,  &  Pautre 
au  plus  profond  de  la  decoupure  i*  a.  il  eft  bon  cepen- 
dant  de  remarquer  que  ces  vaifleaux ,  a  leur  inlertion  dans 
la  grande  trachee ,  font  compofes  d’  anneaux  complets, 
qifon  peut  bien  rompre  a.  a ,  j  mais  que  Pon  ne  iauroit 
developper ,  &  que  leur  extremite  s.  s.  s .  (  Fig,  XI.  )  qui 
aboutit  a  la  face  des  levres  qui  regatde  la  tete  de  la  mouche* 
paroit  entierement  fermee^ 

XXXIII.  Il  me  refte  encore  a  faire  obferver,  fur  la 
compofition  de  cette  piece  ,  un  fait  qui  prouve  combien 
jious  fommes  loin  de  pouvoir  penetrer  les  differentes  vues 
de  la  nature  dans  la  flru&ure  de  fes  organes ,  &  combien 
aifffi  on  devroit  &tre  referve  a  en  imaginer  de  notre  cru 
au  defaut  d’  obfervations  qui  nous  eclairent  fur  la  veriti 
des  faits.  Rien  de  plus  naturel  que  de  penfer,  que  ce  filet 
noiratre  qui  borde  chaeune  des  deux  levres,  depuis  Pechan- 
crure  m.  ( Fig.  XI.  )  ju{qu’  au  bout  infdrieur  a. ,  &  de 
m.  jufqu’  a  leur  extremite  la  plus  ecartee  c.  doit  etre  dans 
toute  fon  etendue  une  fubflance  homogene  ,  arrangee  fui' 
vant  un  mtoe  deffein  &  qui  donrte  naiflance  a  toutes  les 

trachees 


pac  lees  ^ion  un  m£me  plan ;  cependant  cela  n’  eft  pas. 
orarnen^ant  en  r.  r.  vers  le  milien  du  bord  circulaire  , 
°nt  j  ai  deja  dit  un  mot  ci-deffus,  &  defcendant  jufqu’a 
•  ex*remite  a .  Ia  grande  trachee  eft  telle  precifement  que 
viens  de  la  decrire  ,  c’ efl-a-dire  ,  elle  efl:  formee  com- 
me  es  trachees  font  dans  Ies  inferes,  Sc  de  Ia  maniere 
queiie  eft  reprefentee  en  A.O.  (  Fig.  XII.  )■:  ce  font  15. 
branehes  qm  en  partem  depuis  r.  jufqu*en  a.  (Fig.  XI.). 
aai  a  Peu"Pres  Ies  memes  chofes  de  la  portion 

'UVe  anS  Part*e  fuperieure  des  levres  entre  d. 
meauY  n  S  Portlon  tr^chee  ne  donne  que'  8.  ra- 
j  1  ’  r  ?  ervation  nous  apprend  que  Tentre-deux  r. 

*  e  ces  portions  a  une  forme  differente  ,  &  que  9.  ra- 
nieaux  de  trachees  qui  y  prennent  naiflTance ,  en  forrent 
?  une/a9on  qui  eft  bien  diverfe  de  celle  que  V  011  ob- 
erve  ant  es  ramificadons  de  tout  autre  vaifleau  connu. 

un  ran'i  et  ’  i3nS  ^  Port^on  fe  prefente  comme 
tLes  1 I*86’  COl,lleUr  d,e,marron  clair’  dont  Ies  deux  par- 
tion  de  ^  ^ran..e  trac^e  r.  a.  &  d.  c.  font  une  prolonga- 

“1,.  d"id“  ;  «r  i. 

pine  rW  m  e  *  .  un  ou  *  autre  ,  tirant  Ieur  ori- 

plantules  aut^n*'  *  ^  1 °nt  1’  apparence  de 
»e  les  aifT,! lP  d)"6"!  qUa',re  feUllles  °PPpftes  ,  &  c’eft  d’en- 
comme  lf  h  ?**  d£UX  dernl®res  que  fortent  les  trachees, 
fonT  J  b  •  p0r‘ent  d’ entre  les  ftipules.  Ces  tiges 
cartiLe  £  ,e.dire’  une  P-loagarioa  §du 

lemen^r,  '  '  ^  Parol^ent  etre  de  la  mSme  nature;  feu- 
X  lZ  7  V01tu,au  ™lieu  &  da'«  toute  leur  longueur 
ii  v  P  'Sn®  blanche  qui  fe  continue  dans  les  feuilles. 
cree,  ,  ei?core  a  obferver  des  petites  lames  y.y. ,  echan- 
corpc  CUr  extr^mite  •>  qui  prennent  naiifance  aux  deux 
i»eS  r,^eS  X’  X'  ^  ^  *°nt  ^e  nature  du  cartilage 
.p  on  6  vr  Partent »  mais  dont  il  paroit  bien  difficile  que 
eJ:>arvenir  a  connoitre  1’  ufage,  Voila  donc  des 
Taur.  Tom.  IV.  '  5  « 


faits  bien  myfterieux ;  mais  puifque  Ia  plus  grande  diffi- 
cuite  qui  fe  prefente  ,  vient  de  Ia  nature  de  cette  fubftance 
cartilagineufe  O.  B.  qui  ne  paroit  pas  former  un  vaifleau  j 
mais  qui  cependant ,  malgre  1’apparence  contraire,  pourroit 
bien  en  former  un.  Je  ne  pouflerai  pas  plus  loin  cette  ef- 
pece  de  digreffion  ,  dont  je  me  flatte  pourtant  que  le  le- 
6leur  n’  aura  pas  efo  fache.  Toutes  ces  trachees  develop' 
pees  offrent  au  microfcope  ,  furtout  au  folaire  ,  un  fpe&a- 
cle  fort  joli  ;  mais  je  dois  pourtant  avertir  qu’  il  n’  eft 
pas  fi  aife  de  bien  preparer  les  levres  de  la  mouche ,  de 
forte  que  les  deux  grandes  trachees  &  toutes  ieurs  rami' 
fications  fe  prefentent  diftin&ement  &  avec  precifion;  il  eft 
furtout  difficile  d’  avoir  une  bonne  preparation  de  la  par¬ 
de  cartilagineufe  &  de  ces  filets ,  ou  plantales  qui  en  for- 
tent  j  mais  fi  P  on  borne  fa  curiofite  a  voir  fimplement  la 
ftru&ure  des  rameaux  deces  trachees,  la  chofe  fera  d’une 
facile  execution  j  il  n’y  a  qu’  a  obliger  les  levres  a  fe 
gonfler ,  a  en  conper  une  pedte  portion  fur  leur  face 
exterieure  ,  &  la  placer  dans  une  goutte  d’eau  entre  deutf 
laines  de  verre  que  1’  on  fermera  fans  1’  entremife  de  pa- 
pier ;  cette  preparation  ne  manquera  pas  d*  avoir  fon  ef- 
fet,  au  moins  dans  quelques  unes  des  trachees  ,  qui  sfouvri- 
ront  &  offriront  aux  yeux  de  1*  obfervateur  le  beau  £pe- 
£fable  deerit  cy  deffus. 

XXXIV.  La  ftru&ure  des  levres  que  je  viens  de  de- 
tailler ,  fait  affez  voir  que  c’eft  1’air  qui  fait  le  principal 
jeu  de  la  trompe  ;  mais  independamment  de  cela ,  il  eft  fi 
evident  que  la  trompe  des  mouches  qui  ont  ces  grofles 
levres  charnues  ,  elt  du  genre  des  trompes  afpirantes ,  qvfi 
M.  de  Reaumur  a  ete  oblige  d’  avouer  le  fait ,  quoiqu^ 
d’  ailleurs  il  n’  ait  pas  eu  connoiffiance  des  trachees  qu* 
P  operent ;  on  ne  peut  pourtant  ,  dit-il ,  s'  impecher  de  regat' 
der  la  fuccion  comme  la  principale  caufe  qui  fait  monter  fa 
liqueur  dans  la  trompe  j  de  regar  der  cette  trompe  comme  u$ 


'  j  tromPe  ojpirctnte  dans  laquelle  la  liqaeur  eft  poujflee 

par  a  prejjion  de  F  ai r  exterieur ;  quand  on  fait  attentiori  a 
uJlL  Qirconflance ,  c  eft  que  dans  certains  inflans ,  la  portion 
f  a  Soutte  Jur  laquelle  le  bout  de  la  trompe  efl  appliquee  , 
JVLen£  tofe  moujjeufe  ,  parceqdelle  fe  remplit  de  bulles 
air  que  la  trompe  y  introduit.  „  Apres  un  tel  aveu,  ii  nfeft 
pas  aciie  de  deviner  par  quelle  raifon  valable  ce  fameux 
aturai  e  ait  fait  de  Ia  trompe  du  Taon  une  exception 
trnrn ^ttG  re r e  ’  ^  ^  d  ait  penle  que  les  levres  de  fa 
liffe  er'/en1;  ^  a  donner  un  appui  folide  a  la  cou- 

v  a  T  l°TJn  a  partie  comPofee  des  aiguillons.  S’  ii 
Tanti  R?  a  nJ  Gjence  entre  ta  ftru&ure  de  Ia  trompe  du 
aon  &  celle  des  autres  efp^ces  de  mouches  a  levres 
^ufculeufes  ,  &  ii  eft  indubitabie  qu’  ii  y  en  a  ,  cette  dif- 
rerence  ne  regarde  pourtant  pas  le  fond  de  fon  meca- 
ime,  par  rapport  aux  organes  propres,  pour  en  former 
une  trompe  afpirante.  Les  deux  cordons  qui  bordent  i’ in- 
fuperieure  des  deux  levres  de  la 

ne  hL  1  u  'l’  font  Partag®s*  tout  comme  dans  la  trom- 
rions  c7FfSS  V  ,e  Vien$  de  ddcrire>  e"  tro,s  P°r- 

exrr/rn  r  dj  miheu  Paro“  u>'  cartilage,  &  les  deux 
celles  ciVont  f  tl'a^1.f:es  >  mais  ,es  filets  qui  enveloppent 
cm’  iIs  nP  |"  rP  US  IUb“'?  &  Pllls /«res  l’un  contre  1’autre 
cup  T  ,  ont  *|ans  ^es  ttachees  des  levres.  de  la  mou- 
les  deiiY  ^US  n®rande  des  differences  qni  fe  prefente  entre 
vai(T«r  ftruftllres  en  quilon  ,  eft  que  dans  le  Taon  les 
rnm  UX, ^U1  ParEent  deces  cordons  ne  font  pas  formds  , 
va  ,e  3|nS  a  mouc^e  y  Par  des  membranes  roulees  fui- 

ant  ieur  longuepr  j  mais  amant  que  je  F  ai  pu  obferver, 
ont  des  ruyaux  reellement  complets.  Je  ne  puis  affu- 
r  non  plus  que  ceux  d*  entre  ces  rameaux  qui  ont  leur 
igine  dans  la  lame  cartilagineufe  ,  foient  une  prolonga- 
Pe i  CCS  pet*tes  dges  que  Fon  a  obferve  dans  Ia  trom- 
^  e  la  inouche  5  ce  qui  m’  a  empeche  de  me  fatisfaire 
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fur  Ce  poinr,  c’eft,qu’a  leur  origine,  ces  rameaux  font  trop 
pres  les  uns  des  autres  ,  pour  qu’  iis  fe  pr&entent  auffi  di- 
fiin&ement  qu’  il  le  faudroit  pour  s’afTurer  du  fait.  Cepen- 
dant  il  me  paroit  incontefiable  que  ces  petites  differences, 
dans  la  ftru&ure  des  trachees  des  Ievres  du  Taon  ,  par  rap- 
port  a  1’  organization  que  1’  on  obferve  dans  celies  de  la 
mouehe  commune ,  ne  font  aucunement  de  nature  a  faire 
ibup9onner  que  les  Ievres  de  Ia  trompe  de  celui-la  n’ayent 
d’  autre  defiination  que  celle  de  donner  un  appui  folide 
aux  aiguillons ,  pendant  que  Fon  eft  d’  accord  que  dans 
les  autres  mouches  elles  ne  fervent  pas  feulement  a  cet 
appui  ,  mais  auffi  a  vuider  d’  air  Ie  conduit  par  lequel 
doit  monter  la  liqueur  pour  entrer  dans  leurs  corps. 

XXXV.  Mais  quoique  la  ftru&ure  des  Ievres  de  la  trom¬ 
pe  du  Taon  paroiffie  aflez  decifive  pour  qu’on  doive  pla¬ 
cer  celle-ci  dans  le  genre  des  trompes  afpirantes  $  ii  eft 
cependant  a  propos  d’ examiner,  files  pieces  qui  en  com- 
pofent  Faiguillon,  ne  font  pas  fi  differentes  de  celies  qui 
entrent  dans  Ia  compofition  de  F  aiguillon  des  mouches 
communes,  qu’ on  foit  oblige  d’ imaginer  d’ autres  princi¬ 
pes  pour  rendrq  raifon  des  moyens  que  la  nature  a  em* 
ployes  pour  la  nourriture  de  Finfe&e.  Mais  a  la  verite 
F  obfervation  nous  apprend  que ,  malgre  la  diverfite  qui 
fe  montre,  foit  dans  le  nombie  des  pieces  qui  compofent 
Faiguillon  proprement  dit  de  Ia  trompe  du  Taon,  foit  dans 
leur  conformation  comparee  a  celle  qui  fe  fait  voir  dans 
les  aiguillons  des  autres  mouches,  Ia  nature  n’agit  ici  que 
fur  un  meme  modele  ,  qui  n’eft  varie  qu’autant  que  Fexige 
la  maniere  differente  dont  ces  inferes  doiyent  fe  nourrir. 
Pour  piece  de  comparaifon  je  choifis  F  aiguillon  de  la 
mouehe  commune  des  apartements.  11  efl  loge,  de  meme 
que  celui  du  Taon ,  dans  une  coulifie  charnue  qui  eft  fur 
la.  face  fuperieure  de  la  tige  qui  porte  les  Ievres  de  Ia 
trompe  ,  &  cette  coulifie  abom.it  a  Fechancrure  m,  (  Fig.  XI.) 
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que  les  levres  c  cd  laifTent  entre-deux.  11  n1  eft  com- 
po  e  que  de  deux  pieces  ,  dont  la  plus  perite  eft  encadree 
au  ond  de  Ia  coulifle  ,  &  reflemble  tout-a-fait  a  une  pie- 
Ce  analogue  ab  a  (Fig.  XIIL  )  que  Pon  trouve  placee  de 
rner^e  au  f°ncl  d’  une  pareille  coulifle  eharnue  de  la  trom- 
Pe .  Taon,  ayant.  Fune  &  1’autre  fuivant  leur  longueur, 
trois  compartimens  c,  </ ,  c,  divifes  par  deux  cordons 
nln->  mi]  qui  aboutiffent  aux  deux  cotes  de  Ia  pointe  b 
e  a  piece  ,  &  donnent  la  forme  de  coulifTe  au  compar- 
cavtr^  f  mi  leu  d’ailleurs,  ayant  une  petite  con- 

6  rtI0L!Ve  Parda  arrange  en  forme  de  conduitj  la 
1Ce  >a  P  US  rernarquable  qu’  il  y  ait  entre  ces  deux 
Pieces  analogues  eft  que  celle  qui  appartient  au  Taon  eft 
be*°"P  Plu,s  ePai(le  &  d’  «ne  plus  forte  confiftance. 

AaaVI.  La  feconde  piece  qui  entre  dans  la  cotnpo- 
tiuon  de,  1’aiguillon  de  la  mouche  eft  beaucoup  plus  grofle, 
p  us  folide  &  plus  ferme  que  la  premiere ;  elle  paroit 
avotr  une  forme  cylindrique ;  mais  en  1’  obfervant  par 
m.T  ’  u  cold  qu  elle  regarde  la  coulifle  ,  on  decouvre 

vran  laeft  °U ^  ^  £"  VOUte  ;  de  forte  que  «cou- 
nal  oui  FT  P’eCe  ?  e"e  d0it  faire’  avec  «He-ci,  un  ca- 
"aI  CiU1.  f11,  P’fce  entre  ‘u  coulifTe  de  la  petite  piece  &  la 
concav.te  de  la  grande.  Cette  concavite  11’occupe  pas  plus 

U  dG  13  grofcr  de  'a  piece,  ce  qui  faij: 

ou  ^TaT,  Pa  Part‘e  fuperieure  doit  former  un  canal, 
ou  felon  M.  de  Reaumur,  le  fu$oir  de  la  trompe  :  con- 

*  e  qu,e ‘,on  Peut  reellement  appuyer  de  i’obtervation, 
n  ce  qu  elle  nous  donne  plufieurs  indices  de  P  exiflence 
Un  Cana  ’  ^  Pas  un  qui  puifle  nous  faire  foupconner 
que  cette  partie  lbperieure  ne  foit  qu’un  compofe  de  fub- 
ance  o  ice.  Dela  il  s’  en  fu  it  que  i’  afTemblage  des  deux 
pieces  oe  i  aiguilion  de  la  mouche  forme  deux  conduics  , 
ont  un  £ft  dtins  la  grande  piece  ?  &  1’  autre  refulte  de 
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ia  capacite  qui  eft  contenue  entre  Ia  couliffe  de  Ia  petite 
piece  &  Ia  voute  de  la  grande  piece  qui  Ia  recouvrej  of 
il  eft  aife  de  comprendre  que  ces  deux  conduits  peuveiit 
fe  vuider  d’air ;  car  non  feulement  Ies  pieces  qui  Ies  com* 
pofent  font  encadrees  dans  Ia  couliffe  charnue  ,  mais  de  plus 
elles  ont  leurs  bords  exterieurs  recouverts  &  furmontes  par 
les  membranes  de  cette  partie  charnue  d’  oii  il  doit  s’en<* 
fuivre  que  ces  memes  membranes  feront  1’  office  de  fou* 
pape  ,  toutes  les  fois  que  par  la  dilaration  des  levres  Ia 
trompe  fe  vuidera  d’  air.  Av  prefent  ft  Pon  me  demandoit> 
pourquoi  ces  deux  conduits  dans  Ia  trompe  de  Ia  mouche* 
comme  s’ ii  n7  en  etoit  pas  affez  d’un,  &  quelle  peut-etre 
leur  differente  deftination ,  on  me  feroit  des  queftions 
auxqueiles  je  ne  faurois  fatisfaire  qu’en  partie  $  ces  fortes 
d’  infe&es  doivent  pomper  de  la  liqueur  $  une  autre  li- 
queur  doit  fortir  de  leur  corps  par  la  trompe  pour  dela- 
yer  les  matieres  de  leur  nourriture  &  Ies  rendre  propreS 
a  etre  pompees  Y  air  auffi  doit  tantot  fortir  du  corps 
des  aiguillons  &  tantot  y  rentrer  pour  aider  le  jeu  de 
Ia  fuccion  ,  ce  font-la  des  fon&ions  bien  differentes  ,  qui 
pour  leur  execution  ,  ont  apparemment  exige  plus  d’  ufl 
conduit.  Tenons  nous  en  donc  aux  faits  j  ceux-ci  nous  ap- 
prennent  que  les  organes  qui  dans  la  mouche  commune 
ont  part  a  i’  a&ion  de  la  fuccion,  font  les  levres  de  Ia 
trompe ,  les  deux  conduits  formes  par  Y  affemblage  des 
deux  pieces  de  Y  aiguillon  ,  &  la  couliffe  charnue  avec  fes 
bords  membraneux  qui  affujettiffent  Paiguillon ,  &  font  dans 
les  occafions  un  obftacle  a  1’ air  exterieur  de  pouvoir  s^n- 
troduire  entre  les  deux  pieces  qui  le  compofent.  Il  s’agit 
maintenant  de  faire  voir  que  ces  organes  ne  fe  montrent 
pas  moins  dans  Ia  trompe  du  Taon  que  dans  celle  de  la 
mouche  comune. 

XXXVII.  La  trompe  du  Taon  a  deux  levres  a  fon  extre- 
mite ,  &  ces  levres  font  fournies  de  vaiffeaux  a  air  tout 
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c^Ies  de  Ia  mouche  commune  ;  elle  a  auffi  une  cou- 
5  charnue  dans  laquelle  loge  l’aiguillon  ,  dont  Ia  piece 
^1  eft  encadrde  dans  le  fond  (Fig.  XIII.)  a  la  meme 
<!ru  ure  cIue  petite  piece  de  1’  aiguillon  de  Ia  mouche* 
Cv  comme  dans  cette  trompe  Ia  partie  brune  &  luifante 

fUe  /i°?  V°*1  ^  de  ^ace  ^uperieure  de  Ia  coulifc 
e,  elt  Ia  grande  piece  de  Paiguillon  qui  couvre  la  petite, 
c  en  ett  auffi  de  m$me  dans  la  trompe  du  Taon  ,  mais  Ia 
™  ure  en  ~eft  pourtant  differente*  fi  cela  ffetoit  pas,  ii 
n’  exiftpm^1106  ^Ll/  [  e^P^ce  d’  infeftes  qu’  on  appelle  Taon 
curer  1  1  PaS’  ^Ute  d’orSane  C0nvenable  pour  fe  pro< 

orec  3  nc?urrittue  *  car  elle  auroit  bien  les  conduits  pro- 

cmeron^  !\  "TZ  ^  fon  ,corPs  >  elle  man. 
d  inftrumens  fuffifants  pour  Ia  faire  parvenir  dans 

ces  conduits  ,  a  quelques  petites  differences  pres  que^l’ on 
comprendra  aifement  par  la  comparaifon  des  figures  XIII. 
blX  V'„Ce%-pi®ce  (F^  X1V-)  eft  tout-a-faic  fembla- 
liff/  Cr  e,  (J’g'  XIIL)  ^ui  eft  logee  au  fond  de  la  cou- 
&  DC’l?EUe’  elle,.ell.feulemcnt.beauc°up  plus  epaiffe 
etre  ■  -g6  ‘I11®  ce]*e'cl :  )e  «e  fais  pas  comment  il  peut- 
re  Q  .T“  M'  de  Reaumur  ait  manque  cette  ftruflu. 

qu’un  miJmreUrS  7  dfmande  Pour  etre  bien  obfervee 

cette  Zr  kaPl*eS  P!US  m6diocres  i  11  ^  *  paru  que 
cinrr  P  , e  ed  dilhnguee  en  quatre  cannelures  formees  par 
cinq  cordons  qui  aboutiffent  a  fa  pointe  ,  &  dont  l’un  en 
ce.  pe,  ax®  dans  toute  fa  longueur  ;  mais  c’ell  juftement 
...  cor°on  du  mdteu  qui  derange  toute  1’economie  de  la 
a  C  d  ijui  rdellement  n  exifte  point ,  puifque  ce  milieu 
)  a  une  cavite  ,  &  non  pas  un  cor- 


XXVIII,  Si  ces  deux  pieces  s’ ajuftoient  immediate- 
en.r  U1^e  contre  Tautre ,  il  eft  evident  qu’  il  n’en  reful- 
teroit  qu  un  grand  canal  ou  conduit  fait  par  Ia  rencon- 
e  de  ieur  concavite  A.  B.  ( Fig.  XIV. )  b.  d.  ( Fig.  XIII.)* 
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mais  il  y  en  a  deux  autres  qui  doivent  fe  loger  entre 
celles-la  ,  fk  de  cet  emplacement  depend ,  comme  on  va 
le  voir  ,  la  formation  des  deux  conduits.  Ces  deux  pieces - 
ci ,  dit  Mr.  de  Reaumur  ,  font  celles  qui  font  Le  miaux  faites 
en  lancette ,  qui  font  les  plus  minces  ;  &  elles  font  fi  lijfes 
&  di  une  fub (lance  fi  egale  ,  quon  n  y  appercoit  pas  latnoin* 
dre  fibre.  Cela  eft  alfez  conforme  aux  obfervations  quoti 
peut  faire  avec  le  microfcope  ;  feulement  je  ferai  remar- 
quer  que  ces  lames  (  Fig.  XV.  )  ,  du  cote  fur  tout  de  leur 
courbure  a  ,  a  ,  a  ,  ont  un  petit  bord  membraneux  b .  b.  h> 
qui  fe  prolonge  jufqu’  a  bien  pres  de  leur  pointe  c  ,  & 
qu’on  decouvre  dans  cette  membrane  des  fibres  perpendi- 
culaires  a  la  longueur  des  lames  qui  vont  s’  y  inferer  & 
fe  perdre  dans  leur  fubftance  lilfe  &  luifante.  Ii  dit  aufft 
que  leur  Iargeur  eft  a  peu-pres  la  meme  que  celle  de  la 
piece  qui  elt  logee  dans  le  fond  de  la  coulifte  ,  ce  qui 
eft  vrai  de  la  Iargeur  de  ces  lames  a  leur  origine $  mals 
comme  dans  leur  prolongation  elles  fe  retreciftent  bieu 
moins  que  cette  piece-la  ;  il  s’  enfuit  qu’  elles  ont  plus  de 
Iargeur ,  &  ne  peuvent  s’  y  appliquer  fans  deborder  des 
deux  cotes.  Or  ces  cleux  lames  minces-,  liftes  &  faites  en 
forme  de  lancette  fe  croifent  ,  &  s’  appliquent  contre  leS 
cordons  a  ,  m  ,  m  ,  a  (Fig.  XIII.)  de  la  piece  d’en  bas  f 
&  ii  eft  evident  que  de  cette  pofttion  il  refulte  un  coii- 
duit  b.  d.  ,  dont  le  piat  des  lames  (  Fig.  XV.  )  forme  la 
couverture  ,  &  puifque  la  grande  piece  ( Fig.  XIV.)  re- 
comvre  falfemblage  de  celle  d’  en-bas  &:  des  deux  lancet- 
tes,  Sc  que,  par  confequent ,  fes  cordons  ab  y  ab  s’  ap' 
puyent  contre  Ia  fur  face-  fuperieure  des.  lames,  il  en  reful' 
tera  encore  la  formation  d’un  fecond  conduit  fait  a  con- 
tre-fens  du  premier  ,  c’eft-a-dire ,  ou  le  piat  des  lames  eft 
en-bas,  &  la  concavite  AB  en-haut. 

XXXIX,  Cependant  cette  compofition  de  piece  dan$ 
F  aiguillon  du  Taon  doit  neceOairement  iaiflfer  des  interiit' 

ces 

>  1 


fai  ^  °Tn£  ^eS  ^eux  c°^s  de  *eur  )°inture ,  &  on  ne 
ch T01t  P'a^er  cetre  trompe  entre  les  afpirantes ,  fi  la  ma- 
n  Cft  Pfs.  Pourvue  cT  organes  propres  a  empecher 
y  air  exterieur  ne  s’ introduife  par  ces  interftices  dans 
na  ^  S  3  tromPe  j  &  d  eft  vrai  qu’on  ne  comprend 

nenr^U  1  l0t  C0I*lni-em  ^  a*r  exterieur  peut-etre  cmpeche  de 
fam  6r  entre  'es  borc!s  de  la  grande  piece  &  ceux  des 
ftacle  r;,nenaUr°lent  s' ^  appl>quer  exa&ement,  par  l’ob- 
certe  piece  pfl-  rIVenl'  rencontrer  du  cdte  des  cordons  dont 
etoic  reduit  n  °Ur,nie‘  difficulte  feroit  reelle  fi  on  en 

fion  des  bords  a,ch°fe  uniquement  par  la  pref- 

nous  l’avonsd^rU^  rrUX  e  ,a  couliffe  charnue’  ainfi  que 
m'  ‘avons  Ut  «  deffus  en  pariant  de  la  trompe  de  la 

y  “C  CnnlmUrei  Car  *'  faUt  avouer  ^ue  1’  aiguillon  du 
m°vl  A  fi  ,forteme!lt  contre  fa  couliffe  cora- 

cet  aicrnilUn'  a  3  ™°uc^e  >  &  de  plus  il  eft  conffant  que 
audeUes  P  P de  la  couliffe,  &  meme 

fournir  \7  A^fture  complette  de  cet  organe  nous 
elle  nous  apmp?Led,Sou°iir  7Ubudre.  la  d^culte  ,  gou  plul6t 
Taon  a  don^  encorl  dlv  7- *”  *  aUCUne‘  La  tromPe 
au  corps  de  1’aiamlln  Pieces  9U1 »  quoiqu’  excerieures 
efTentielles  qui\^V  °m  P0ui:tant  des  fcnftions  tres- 
ie  fanp*  a  J  7  raPP?rtent:  *«es  fervent  a  faite  couler 
elles  affuiPff-rr eineS  &S  *ames  a  lancette  ont  ouvertes  ; 

de  penetrer  L  f  “  emPecher  l’ait  exterieur 

duifanr  n  ,  a  C°rpS  de  1  aig"Hon  ,  en  s’  y  intro- 
‘erieur  dei  ^  VUjeS  qUl  eXlftent  enIre  ies  lames  &  l’in- 
ferTe  ce  %  ^  P'dce'  M'  de  ^aumur,  qui  n’a  ob- 

aPDtenrl  eU’X  ,r«S  C1U  ?  ^a  l°uPe  i  s’  efi  bornd  a  nous 
qBe'  i  re  tlu  elles  font  faites  en  gouitiere  ( Fig.  XVI.) 

Paicm’ 1^  emP^acement  cft  a  chacun  des  deux  cotes  de 
°  ■  ?1}  ^ue  c'  ed:  dans  gouttiere  de  chacune  de 
Mifc,  Taur.  Tom.  IF.  f 


ces  pieces  que  fe  loge  de  chaque  cote  le  bord  de  Ia  gran¬ 
de  piece  (Fig.  XIV.)  &  le  bord  ext^rieur  de  chacune 
des  lames  ( Fig.  XV. ) ,  ce  qui  eft  exa&ement  conforme 
a  la  verite  $  mais  d’ailleurs  infufifant  pour  nous  faire  com- 
prendre  foit  1’  elegante  ftru&ure  de  ces  pieces  ,  foit  leur 
vraie  deftination.  J’  ai  fait  graver  la  figure  de  ces  pieces 
en  gouttiere,  telle  que  M.de  Reaumur  l’a  donnee  (Fig.  XVI.)> 
feulement  je  Tai  portee’  a  la  proportion  de  mes  trois  fi¬ 
gures  precedentes  ,  &  cela  pour  faire  comprendre  que  Ia 
fimple  loupe  eft  cTun  trop  foible  fecours  pour  obferver  des 
objets  d?une  certaine  petiteffe. 

XL.  La  figure  ( XVII.  )  que  j’  en  donne  fur  mes  pro- 
pres  obfervations  ,  ne  fait  voir  que  cette  portion  de  la 
piece  qui  dans  la  figure  XVI.  eft  marquee  par  a .  b.  b. , 
&  rf  eft  que  -  du  total  de  fa  longueur  *  1’agrandiflement 
dans  ma  figure  eft  de  260.  fois  fon  diametre.  Afin  d’ea 
faire  mieux  obferver  la  ftru&ure  ,  je  fai  reprefentee  ou- 
verte ,  ainfi  la  gouttiere  ne  s’  y  voit  pas  *  mais  on  n’  a 
qu’  a  concevoir  que  la  piece  foit  pliee  felon  fa  longueur 
de  la  fa$on  qu’  elle  1’  eft  dans  Ia  fig,  XVI.  pour  com¬ 
prendre  que  le  fond  de  Ia  gouttiere  eft  forme  par  la  fub- 
ftance  membraneufe  a .  a,  contenue  entre  les  filers  ou  les 
eordons  ecailleux  b.b.b.b.  (Fig.  XVII.)  qui  commencent 
a  1’  origine  de  la  piece,  &  difparoiflent  pres  de  fon  ex- 
tremite.  On  voit  fur  un  des  tranchans  &  a  P  extremit^ 
de  cette  piece  une  forte  dentelure  c.  c,  c.;  ces  dents ,  lorfque 
la  piece  eft  a  fa  place  naturelle  ,  prefentent  leurs  pointes 
vers  1’  interieur  de  la  face  fuperieure  de  la  grande  piece 
(  Fig.  XIV..)  Sa  face  exterieure  eft  auffi  garnie  de  dents; 
mais  plus  petites  que  celles  qui  font  fur  le  tranchant,  & 
leurs  pointes  regardent  la  tere  de  P  infe£le  :  les  dentelu- 
res  du  cote  d  m  s’  etendent  plus  loin  que  du  coie  d  n  i 
celles 4 a  dans  P  aflemblage  des  pieces  qui  forment  Paiguil' 
lon,  furmontent  la  face  fuperieure  de  la  grande  piece# 
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celIes;ci  heriflent  Ia  face  inferieure  de  1’  extremite  des 
ames  faites  en  lancette,  Da  c6te  que  la  fubftance  mem- 
raneufe  qui  forme  cette  piece  s’  «pplique  en  deffous 
contre  ces  James  ,  elle  fe  termine  par  des  appendices  en 
orme  de  mammelons  o.  p.  p.  qui  forment  tout  le  long  de 
on  bord  ,  a  commencer  en  o  ,  pres  de  la  pointe  de  Ia 
piece  ,  comme  une  efpece  de  frange  dont  on  ne  fauroit 
reconnoitre  la  deftination  ,  qui  doit  erre  d’a{Tujettir  les  pie- 
ces  ont  les^  bords  font  enchaffes  dans  le  creux  de  la 
m°pmKere*  '  aPParemme^  pour  la  meme  fin  que  cette 
de  ^nej  COut'Pr^s  du  meme  bord,  a  dans  la  plus  gran- 
partie  de  fa  longueur  une  petite  bande  s.  s.  s.  qui  pa- 
oit  rormee  par  des  petits  filets  ferres  &  comme  entafles 
iCS  uns  (ur  Ies  a^tres.  Cette  frange  de  mammelons  ne  fe 
trouve  pomt  au  bord  de  la  membrane  qui  s’applique  con- 
tre  la  face  fuperieure  de  la  grande  piece ,  mais  depuis  m. 
ou  es  dents  finiflent ;  elle  fe  termine  par  une  bande  fila- 
inenteu  e  u.  u.  femblable ,  mais  plus  large  que  celle  qui 
. !!  Cot<^  en  0CCUPe  P  interieur  s .  s .  s .  Voila  donc 

1 [\r' ldure’  ^  fans  d’  ulterieurs  eclairciffemens,  fait  affra 
mrti em%Par  f™*™*W*  1«  pieces ,  a  qui  elle  ap- 
feaiiv  n\  T11  1deftlne^s  a  faire  couler  le  fang  des  vaif- 
ierbr  1^  e.  eS  ancenes  ont  Perc^s  5  qu’elles  fervent  a  affu- 
f*nmrv  UnCj  a?,X.autres  ^es  pieces  qui  entrent  dans  la 
i  P°  uion  de  l  aiguillon,  qu’  enfin  elles  peuvent,  dans 
•  r  AOU  1  mterieur  de  Ia  trompe  fe  vuide  d’air  ,  faire 
a  tonction  de  foupape  &  empScher  1’air  exterieur  de  s’in- 
oduire  entre  les  jointures  des  pieces. 

1.  De  tout  ce  que  je  viens  d’obferver  fur  Ia  ftru- 
ure  e  la  trompe  du  Taon ,  on  peut  bien  ,  ce  me  fem- 
1  C  \  Urer  ^  Con^<Iuence  qu’elle  doit  £tre  rangbe  dans 
a  clatie  des  trompes  afpirantes  ,  pas  moins  que  la  trompe 
^ouches  communes ,  &  que  meme  elle  y  eft  ',rri- 
*****  par  un  des  pl  *  -  *  7" 


us  jolis  mecanifmes  que 
/* 
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des  infefles  nous  preTente.  Au  Turpius  la  penfee  de  faire 
paffer  la  nourriture  dans  le  corps  d’  un  inTe&e  par  le  me- 
me  meeaniTme  qui  fait  monter  Peau  dans  un  tas  de  Ta- 
ble  ou  dans  le  corps  d’  une  Sponge  ,  peut  paroitre  trop 
finguliere  pour  que  Ton  doive  s’  y  preter  fans  des  preu- 
ves  fuperieures. 

XL1L  Revenons  maintenant  a  la  trompe  du  Coufin  & 
faifons  remarquer  que  P  on  s’  eft  un  peu  trop  preffe  lorfqu 
on  a  affure  ,  quelle  n’  etoit  que  la  trompe  meme  du  Taon 
en  petit ;  la  comparaiTon  qu’  on  peut  faire  des  pieces  qui 
compofent  ces  deux  machines,  eft  plus  que  TuffiTante  pour 
mettre  en  evudence  qu’elles  ne  Te  reffemblent  en  rien  Pune 
a  Pautre,  Ti  ce  n’  eft  qu’on  veuille  y  trouver  de  la  con- 
formite  en  ce  que  toutes  les  deux  ont  deux  pieces  den- 
telees  qui  Tont  egalement  placees  en  dehors  du  corps  de 
leurs  trompes.  Si  en  effet  elles  etoient  d’  une  meme  ftru- 
&ure ,  la  queftion  qui  regarde  Je  meeaniTme  qui  fait 
monter  la  nourriture  dans  le  corps  du  Coufin  ,  Teroit  de- 
cidee  i  car  on  ne  pourroit  s*  empecher  de  tomber  d’  ac- 
cord  ,  que  c’  eft  par  la  force  de  la  Tuccion  que  cet  effet 
s’  exeeute  j  mais  cette  reffemblance  ifexifte  point,  &  Tur- 
tout  la  trompe  du  Coufin  n’  a  pas  ces  levres  charhues  qui 
Tont  dans  celle  du  Taon  &  des  mouches  communes,  Pun 
des  principaux  organes  de  la  Tuccion  *  il  refte  donc  tou- 
jours  a  Tavoir  quelle  peut-etre  la  cauTe  de  P  effet  en  que- 
ftion.  Cependant  je  dois  avquer  que  je  ne  me  Tens  pas 
affez  inftruit  pour  la  reToudre  decifivement ,  car  j’ai  man- 
que  de  reffources  pour  me  procurer  des  connoiffauces  plus 
complettes  Tur  la  ftruffure  de  P  organe  dont  il  s’  agit : 
mais  comme  ,  cette  ignorance  ne  doit  pas  etre  une  raiTort 
pour  nous  permettre  de  donner  P  eflort  a  P  imaginatioii 
en  enfantant  des  pretendues  loix  mecaniques  que  la  na¬ 
ture  deTavoueroit ,  je  me  bornerai  uniquement  a  apianif 
la  difEculte  par  quelques  petites  remarques,  par  lefquel' 


' .  limrai  ce  memoire  ,  qui  eft  deja  bien  plus  &endu 
compof ne  me  ^  ^to*s  propo^  je  commen9ai  a  le 

i  Premierement  les  Naturaliftes  qui  pretendent  que 

ai  ce  au  des  aiguillons  fert  de  conduit  a  la  liqueur  qui 
onte  ans  le  corps  du  Coufin  par  les  interliices  qu’ il 
j  U  ^  avo!r  entre  pieces  &  pieces,  font  obliges  d’accor- 
VI  VIM1"?  que  les  deux  P^ces  dcntelees  (  Pi.  2.  Fig. 
s’  aair  n  , T  P°ur  rien  dans  r  clevation  dont  ii 

la  uompe  OnS  de  f°'n  l?laCdeS  3  *’  cxt^ieur  du  corps  de 

Se'  Ut'1  ®ffemblageC,Uavec& cTautres 

niembraneufes  ( Fio-  1Y  Y  \  „  ■  r  p  r  CS  .  X 
la  natnrp  j»  ^  ^  1X’  mais  **  ^on  &11  atrention  a 

fes  oeutir/65  PreCeS’  &  fuwout  des  deux  membranea- 
eft  ’hors  1  ne  era‘t'on  pas  eloigne  d’  accorder  ,  qu’  il 
eit  hors  de  toute  vrailemblance  que  par  le  (im  !i 

nie  deTmyaJx  cTnill  ^“7  ,,refPetWs  .  elles  ferven. 
riture  dansle  r  P  JirfS  dedm^s  a  faire  monter  la  nour- 

J  ,u'‘' y  ait 

refouians  •  ProPrer  P°^r  en  faire  des  piltons  afpirams  ou 

quer  par  iat  dU  #  qU3nd  mgme  on  P°«*m  expli- 
la  trorn,  ;  1  .l'^r°dua,on  de  la  liqueur  dans  la  parde  de 

fevS  P!rq“  a,r°teC,n„b0Ut’  ‘!  ««eroit  toujours  a 
longueiu  s,^6  &  °,rce  ®  e  Pourro>t  en  parcourir  toute  Ia 
XT  V  V?  .mo?ter  dans  1’ inrerieur  de  ia  bouche  de  ttnfefte. 
on  'a  ■  a|S  ^  C?tte  tromPe  eft  vraiment  alpirante ,  com- 
uoit  le  preiumer  faute  de  preuves  contraires  pour 


rap- 

com- 
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Jors  Ia  fuccioti  pourroit  s*  executer  de  deux  fa$ons  di®' 
rentes ,  fans  pourtant  qae  1’  obfervation  nous  apprenne  la- 
quelle  des  deux  reponde  en  effet  a  Ia  realite.  Car  premit 
rement  il  fe  peut  que  le  Coufin  foit  fourni  d’organes  pro- 
pres  a  vuider  d’  air  le  corps  de  fa  trompe  ,  &  il  eft  aift 
de  comprendre  que  dans  ce  cas,  il  faut  de  toure  necefl® 
'que  1’  emplacement  des  deux  pieces  membraneufes  (  Fig* 
IX.  X.  )  foit  en  dehors  de  Touverture  de  Ia  grande  piece 
(Fig.  V.)  pour  Ia  fermer  en  s’ appuyant  contre  fes  bords 
exterieurs  ,  &  empecher  par-la  1’  introdu&ion  d’ un  nouvel 
air  dans  la  capacite  interieure  de  la  piece. 

XLV1.  Cependanr  il  fe  pourroit  que  le  Cdufin  n’  eut 
pas  d’  organes  deftines  a  vuider  d’  air  fa  rrompe  ,  Sc  que 
neanmoins  fon  jeu  ne  s’  executa  que  par  le  moyen  de  k 
fuccion ;  car  on  ne  peut  pas  douter  que  cela  n*  ait  lien 
dans  les  grands  aniraaux ,  ou  la  force  mufculaire  eft  le 
reffort  dont  la  nature  fe  fert  pour  les  rendre  propres  a 
pomper  des  liqueurs.  On  a  vu  que  le  fond  de  la  grande 
piece  eft  mufculeux  ou  membraneuxj  &  je  ne  vois  pas 
ce  qui  pourroit  empecher  de  fuppofer  que  cette  fubftance 
peut  paffer  de  V  etat  d’  affaiflement  a  celui  d’  une  extern 
fion,  qui  agrandiroit  la  capacite  interieure  de  Ia  piece,  # 
rendroit  en  conlequence  1’  air  qui  y  eft  contenu  plus  rare 
que  1’  exterieur  j  effet  pourtant  qui  fuppofe  toujours  que 
les  deux  pieces  membraneufes  ferment  par  le  dehors  l’ou- 
verture  de  cette  piece.  Mais  enfin  ,  ces  remarquesrnemes 
que  je  viens  de  falre  prouvent  affez  que  fur  ce  point-la 
mes  obfervations  ne  m’ont  rien  appris  de  decide. 


^ur  caufe  de  la  decompojition  du  nitre  &  du 
Jel  mariti  par  les  inter  me  des  terreux. 

Par  M,  Monnet. 

Jrajjr7°fiti°n  du  Nitre  &  du  Sel  roarin  par  les  ter- 

non  imtrmrwl’  ”  ^01t  re8ardde  Par  quelques  chimiftes 

comme1 1*  effefd’  une"'?  -te,s  <Jue  Lemery  »  V* 

ouels  nr'f  "  “  une,  dlvlflon  mecamque  de  ces  Sels;  lef- 

de  Lfr  pnAPar  ‘J  Tyende  «s  intermedes  beaucoup 
fle  lurfaces,  1  aftion  du  feu  en  detachoit  avec  plus  de  fa- 
«lite  leur  acide.  Cette  idee  ne  pourroit  paroitre  euere 
railonnable  a  ceux  qui  adopterent  la  doftrine  du  grand 
©JAI^  Up3*£f-nt  exP^cIu^  premier  d^ne  maniere  claire 
SeisP  1  *  I6110"  de  1,acide  vitrio!lque  fur  la  bafe  de  ces 

me  aux  IA  jau,ouP  Plus  naturei  &  beaucoup  plus  confor- 
terreux  ,el<f  de  3  natU,re  d’  lmaginer  que  ces  imermedes 
a  raifon  d  ,?Ue- ?s  arSlles’  ne  decompofoient  ces  Sels  qu’ 
fit  plus  fr  vna|lde/Url0liqUe  qu’ lls  c°n“«™nt.  Stahl 
avoi  obtL  dU  Ut,  demontrer,  «  qu’  «  «vancoit,  en  difant 
tion  du  t  du  taTe  V1'n°16  d’Un  r^u  d’une  diftilla- 
dSus  on  aVeC  i  ar&*  e  >  &  en  faifant  remarquer  que 
p  it  de  NUSm?'01t, la  dofe  de  1>argille  ,  plus  on  avoit  d’ef- 
fertion  ,, ltre  d  '^en  falloxt  pas  d’ avantage  que  1’  af- 

timent  t  C  f\C<^bre’  Poar  ^  adopter  ce  fen- 

ment  comme  une  chofe  infaillible.  Auffi  on  ne  douta 

^  iul.' ^j1*  divifion  mecaniqua  auroicnt  bien  pu  objefler  i,  Slahlqoe 

nnp1  i»  A'  Dj,  01t  c°ntmie  1'eftet  d’une  plus  grande  quantiie  d*acide,  n*efoit 

mentation  deseres?  div‘fioT1  qu’  ^rouvoient  ces  fels  Par  l'M%’ 
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plus  des  lors  que  Ia  decompofition  du  Nitre  &  du  Sei  ma- 
rin  operes  par  les  argilles  ,  ne  fe  fit  qu’  en  confequentf 
de  T  acide,  vitriolique.  Ce  fentiment  eft  celui  qui  a  pre- 
valu  jufqu’  a  ces  derniers  tems  &  qui  a  ete  confacre  daitf 
I es  differens  ouvrages  de  chimie  qu’on  a  publie  jufqu’ a 
aujourd’hui. 

Depuis  que  Ia  chimie  a  fait  quelques  progres ,  perfort- 
ne  ne  s’  etoit  encore  avife  de  verifier  ces  faits ;  &  peut- 
£tre  que  les  chofes  euffent  refte  la  encore  long-tems ,  & 
que  je  n’  euffe  pas  moi  m£me  entrepris  de  traiter  cette 
qjelHon  fi  un  diftillateur  d’  eau  forte  ,  porte  par  le  defr 
de  faire  un  plus  grand  profit ,  ne  fe  fut  avife ,  d’apres  ce 
qu  il  avoit  oni  dire  ,  de  rerirer  du  tartre  vitriole  des  refi- 
dus  de  Ia  diftillation  de  1’eau  forte.  Mais  ii  eut  beau  lef- 
fiver  des  tonneaux  entiers  de  ces  refidus  ,  il  n’  en  retira 
pas  la  moindre  partie  de  tartre  vitriole.  Ayant  fu  cela» 
aufli  bien  que  plufieurs  autres,’  j’entrepris  de  faire  une  di- 
ftillation  de  nitre  bien  pur  avec  de  fargille  bien  choifie  ,  a 
deffein  d’  en  examiner  plus  particulierement  que  je  n’avois 
fait  toutes'  les  circonliances.  Une  partie  de  nitre  fur  trois 
d’  argille  bien  deffech^es  furent  employees.  L’  operatiori 
ayant  ete  pouffee  fortement,  voici  quel  en  fut  Ie  refultat* 
La  leflive  du  caput  mortuam  arnenee  par  fevaporation  jufqu’& 
fa  fin  ,  ne  me  laiffa  qu’  un  peu  de  nitre  qui  n’  avoit  pu 
etre  decompofe.  Quelque  tems  apres  je  repetai  cette  eX- 
perience  plus  en  grand  :  je  fis  bouillir  ie  teiidu  plus  long- 
tems  6c  dans  une  plus  grande  quantite  d’ eau  j  je  fis  eva¬ 
porer  toutes  mes  eaux  jufqu’  a  plus  de  la  moitie  de  leuf 
volume  ;  alors  je-  voulus  examiner  quel  effet  prefenteroit 
cette  liqueur  avec  la  diffolution  mercurielle,  car  me  difois*je> 
s’  i!  y  a  du  tartre  vitriole  il  doit  fe  manifefter  dans  cette 
occaiion  ,  en  donnant  du  turbith  mineral.  J’eus  effe&ive- 
ment  un  precipite,  qui  me  parut  tel  9  mais  cette  iiqueuf 

verdifloit 


mer  n  U  6  P,roP .  v.i°lat  >  ce  qui  me  pouroit  faire  prefii- 
lique -^Ue  Ce  Pr^c*P*r5  pas  i’  effet  de  Pacide  vitrio- 

e/i’  Car  co®®e  je  me  fuis  convaincu  que  le  turbith 
autrec  C1?^e,.  <3u\un  precipite  mercuriel  comme  les 

fut  occafionnJ°1S  ^  ^  ,fouPSonner  que  ce  precipite  ne 
kali  du  nirrp  1  ^  ?UC  ^  autre  cht>fe,  peut-ecre  par  Pal- 
avec  elle  T  m°difie  par  Ia  terre  ou  combine 

du  firop  P"r  la  COuleur  verte 

J’eus ,  comme  L  evaPorer  Ia  Kqueur  &  criftallifer. 

appercevoir  quelcue  *ere/0ls  ’  Un  ?QU  de  nitre*  Je  Crus 
mais  pour  en  £trp  P*  U  de*artre  vltnole  parmi  ce  nitre: 

«tiondu  fouVe  ejemorif  ^  ’  /en  *S  1Wai  P- Pope- 

fans  un  je  L 

Cela  fait  je  leffiva-  rf  ^  ‘3  “atiire  *  Ia  fonte, 
ayant  filtrVcette  leff  qUl  et0U  ^  dans  le  «eufet  * 
*  fouffre  foible,  ,e  verfafdeff011  tOUte  ‘’°deUr  d’un 
?»«*«  les  marquefoai  accom^  aC‘,de  ?uffit6t 

fouffre.  Je  f|s  une  parejjj  j  ^  Pr^cipirati°n  du 

Je  n  eus  pas  la  moind re  L?‘t ^ ‘°nf  ,d“  fe>  «ais 

^rquai  feulement  que  la  TamS  ^  d,e.  Glauber :  ^  re- 
c°mpofee  **  beJoup  ™  eT  £ 

«  confiddrant.que  ^  ,„kaP°Wlnt  '?t  ““  *«d  «venir  de  ce  p«jug£ 
f  ^oituire  atome  de  fublime  ave  .^u^amment  Iav£  ne  dorrne  pas 
a  Af.  Baume  nui  r  C  6  ^  mann  »  &  ii  convient  de  ren- 
<h&ionaire  de  chimie  narnit  ’/ulv,ant  ce  5U’ en  dit  Je  celebre  auteur  du 
«ou*  detromper  fur  cet^biet  ^  C  prenUer  chil««fte  qui  ait  entrepris  de 

Taur.  Tom.  lvl 
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nitre  ;  ce  qui  fait  voir  que  le  fel  marin  eft  bien  plus  dii' 
ficile  a  f*  decompofer  que  le  nitre. 

D’apres  ces  experiences,  je  ne  pouvois  douter  a  Ia  veritf 
d’une  parr  que  les  argiltes  ou  du  moins  quelques  unes  ri* 
cominflent  un  peu  d’  acide  virriolique  ,  mais  de  i’ a  ut  re  f 
ne  pouvois  rapporrer  ennerement  la  decompofition  de  ce* 
fels  a  ce  peu  d’ acide,  &  ce  qui  me  prouvoit  qu’ il  efl 
failoit  chercher  la  caufe  ailleurs,  c’ etoit  de  voir  que  le 
fel  marin  n’  etoit  poin*t  decompofe  dans  Ia  meme  propof' 
tion  du  nitre  ,  quoique  poaile  auffi  fortement  a  la  diitil" 
lation  ,  ce  qui,  ce  me  femble,  ne  devroit  pas  £tre ,  fl  cettf 
decompofition  n^eroit  due  qu’  a  Pacide  virriolique,  qui  aflure' 
ment  a  autant  de  facilite  de  decompofer  le  fel  marin  qitf 
le  nitre.  D1  un  autre  cote  i’  extreme  violence  du  feu  qu 
on  eft  oblige  de  donner  pour  enlever  ces  acides  par  ce* 
intermedes ,  tandis  qu’avec  beaucoup  moins  de  feu  on  ert' 
leve  ces  acides  par  des  intermedes  qui  contiennent  veri' 
tablement  1’  acide  vitriolique ,  etoit  encore  pour  moi  uii^ 
autre  preuve  de  mon  fentiment  ,  &  j’  y  etois  d’  autant 
plus  determind  ,  que  M.  PoTr  dans  fa  diflertation  fur  le  (d 
marin  expofe  plufieurs  decompofitions  de  ce  fel  par  de* 
intermedes  dans  lefquels  on  ne  peur  pas  raifonnablement 
foup^onner  de  1’  acide  virriolique.  Mais  a  quoi  donc  rap' 
porter  cette  decompofition  ;  ett  ce  feulement  a  la  divifiof1 
mecanique  que  procurent  ces  intermedes  a  ces  fels ,  cofi5' 
me  fonc  cru  quelques  uns  de  nos  anciens  chimiftes  ? 
elt  ce  a  1*  union  que  contracte  Ia  bafe  de  ces  fels  av^ 
ces  intermedes?  je  crois  1*  un  &  I*  autre  de  ces  effets ,  $ 
j’ofe  me  flater  de  le  mettre  ici  en  evidence. 

J’avois  ete  long-tems  comme  ayant  perdu  cet  objet  i* 
yue  ,  lorfque  M.  Le  Veillard  gentilhomme  ordinaire  $ 
Roi  entreprit,  pour  s’ initruire  fur  cela,  une  diitillarion  $ 
uitre  avec  du  labion.  L  employa  une  partie  de  nitre  bi^ 


chnfp  ~~  ™“'  ru,v,u"  '1“*  ■*  ““i4W 

e  que  notre  gres  en  poudre  (  pour  la  nature. )  II  eut 

?  F^aution  de  bien  laver  ce  labio n  &  de  le  bien  faire 
e  cher  auparavant.  II  obtint  un  elprit  de  nirre  fumant, 
yant  enfuite  leffive  Ion  relidu  &  voulant  filtrer  cette  le£- 
fVerLi^U^  Pr^enro^  au  gout  un  cara&ere  d’alkalimte  bien 
&  qui  verdiffoit  le  firoP  violat,  eIi€  &  coagula 
a  or  comme  une  gelee  tranfparente  ,  qui  dans  tres  peu 
Z  folide-  M-  Le  Veillahd  furpris  de  ce  qui 

auffi  bien  cm’  6  ma,lqua  pas  de  m’en  faire  Part 

TrioC,.  a.  Macquer  comme  &  fes  bons  amis. 

tot  rPns  m°i  »eme  de  ce  dernier  efFet ,  je  remis  auffi- 

pIufieiji«eS  '  feSfd-e  Z  C°'®“la  ’  &  j’entrepris  de  faire 
P  ulieurs  effais  a  la  fois  fur  un  fourneau  de  diftdlareur 

eau  fortf  qu  on  apelle  galere.  J’  y  fus  inviti  par  1’offre 
gtaueute  de  M.  Charlard  apoticaire  en  charee  de  Mon- 
tagneur  le  Duc  d’Orieans,  qu.  tient  un  de  ces  ateliers  . 
rin  conf®quence  plulieurs  melanges  du  felma- 

Qui  ^  ,mt;e-  Avec  du  fabl«  *  riviere, 

&  de  I*"":  t°k  «Iue  de«  petits  fragmens  de  caillous 
finguhef  X  m  t?  v  “  ^  P°Ur  °btenir  le  P-da* 

blon  du  borax  &  Z 3f  AveC  du  ve»e,dufa- 
fein  dtoit  d°  &  d  la  lltar§?  a  Par,ie  ^gale.  Mou  def- 

a  la  bafe  d  V°lr  j6  trodl®me  Pr°cede ,  fi  en  donnant 
vitrification  ^  d“  fel  marln  le  moyen  cfentrer  en 

comnnfpr  7  ^  sa  kr04t  Pas  un  bo11  exP^ient  pour  de- 
plus^n  ^  US  ai  ^n^nt  ces  fels  &  d’en  obtenir  leur  acide 
demi  rPrnfC€S  melanges,  qui  «hoient  tous  d’ une 
rent  J  j  ^  fur  Une  llvre  &  demi  df  interm^de ,  fu- 
<JU„ii  lS  ans  des  corimes  propres  a  ces  fourneaux,  aux* 
bipn  l  ?n  *eur  recipient  de  m^rne  mat  ere*  le  tout 

ate,  on  ies  pouffa  a  la  diltillatioit  de  m£me  qu’on  a 
wtuuie  de  laire  pour  1’eau  forte  j  c’eih a  dire  depuis  Ibc 
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heures  da  matin  jufqu*  a  pareille  heure  du  foir,  II  dontie' 
rent :  i.°  Ceux  du  nitre,  une  eau  forte  afiez  bonne  oU 
paflablement  forte  :  a.°  Ceux  du  fel  marin  ,  un  efprit  de 
fel  a  peu-pres  de  la  m&me  force  ,  mais  en  bien  moindrtf 
quantite  $  ce  qui  n’effc  point  etonnant ,  vu  que  le  fel  marirt 
fe  decompole  bien  plus  difficilement  que  le  nitre,  ainfi 
que  nous  1’avons  deja  fait  remarquer,  II  faut  pourtanc  en 
excepter  celui  qui  &oit  provenu  du  melange  du  verre ,  du 
borax  &  de  la  litarge,  qui  etoit  a  peine  aigrelet.  Je 
fus  point  furpris  de  cette  difierence  ,  en  faifant  attentiofl 
que  I’  acide  marin  avoit  bien  pu  s’unir  a  Ia  litarge  &  for¬ 
mer  avec  elle  un  plomb  corne.  Je  crus ,  en  efiet,  en  avoir 
remarque  dans  le  coi  de  la  cornue ,  qui  s’etoit  eleve  par 
la  force  du  feu  en  forme  de  farine;  auffi  le  caput  mor > 
tuum  de  ce  melange  n’etoit-il  point  demeure  rougeatre  com¬ 
me  celui  du  nitre :  il  etoit  blanc. 

Je  me  propofai  auflitot  d’  examiner  ces  refidus  avec  la 
plus  fcrupuleufe  attention.  Je  commen^ai  d’abord  par  celui 
du  nitre  &  du  fable  de  riviere ,  qui  etoit  peu  dur  &  ai$ 
&  brifer.  JVen  fis  la  lefiive  avec  une  f,  q.  d’eau.  Cette  lef- 
five  etoit  fenfiblement  alkaline  &  verdiffoit  promptement 
le  firop  violat,  &meme  faifoit  eftervefcence  avec  les  ad¬ 
des:  preuve  manifefte  de  falkali.  L’  ayant  evaporee  ,  j’  en 
obtins  par  la  crillallifation  une  once  &  demi  de  nitre  & 
deux  onces  d’alkali  fixe ,  qui  n’etoit  point  pur,  car  il  etoit 
gris.  Je  crus  que  cela  venoit  d’  une  portion  de  terre  2 
laquelle  il  $’  etoit  uni  :  j’  avois  preffenti  cette  terre  par 
des  flocons  qu’occalionnoit  1’acide  vitriolique  verse  dafl$ 
cette  lefiive.  Je  laifiai  tornber  cet  alkali  en  deliquium,  * 
deffein  d’  en  feparer  enfuite  cette  terre  par  le  filtre :  mais 
ce  fut  inutilement. 

J’ examinai  enfuite  celui  du  fel  marin  avec  le  meme  in- 
termede.  Il  etoit  beaucoup  plus  dur,  La  lefiive  verdifibi* 


yen  dement  le  firop  violat;  cependant  je  n’ert  pus  pas  avoir 
n  atome  d’alkali  mineral,  j’en  obtins  quatre  onces  de  fel 
”larjn  :  ^  ne  s’  en  etoit  donc  decompole  que  quatre  onces. 

1  ous  voici  arrive  au  phenomene  le  plus  intereflant  que 
nous  prefentent  ces  diftillations  :  c’  eft  1’  experience  de  M. 
f  ki  EIJjLAilD  y  c’eft-a-dire  la  diftillation  du  nitre  par  le 
a  on.  Je  fis  donc  la  leflive  de  ce  caput  mortuum ,  qui 
eroit  rare  ,  fpongieux  &  paroifToit  comme  une  efpece  de 
’ a  ^  ^l11  vers  ^  endroit  qui  touchoit  immediatement 
nuelmmc  a  r  ^ette  ie^lve  prefentoit  au  gout 

dam^-  '  r10r?,^e  ^g^remenc  alJcali  ;  elle  verdiffoit  cepen- 

defrn/eS'ff n  lb  ement  le/iroP  vioIar*  Ayant  voulu  verfer 
dellus  quelques  gouttes  d’  acide  vitriolique  ,  je  fus  agrea- 

blement  furpris  de  voir  s’  y  former  fur  le  champ  unS  c*- 
gutum.  En  faifant  attention  alors  a  ce  qui  etoit  arrive  a 
,  Le  Veillard  ,  je  commei^ai  d’  entrevoir  i’  analogie 
qu  ii  y  avoit  entre  mon  refultat  &  le  fien.  II  faut  remar- 
cpier  que  ce  ccegulum  ne  fe  faifoit  bien  que  pendant  que 
efp Se ‘I?  Chaude*>l>ide  Y  Pr°duifoit  alors  4e 
bloit  u„  n^TeSent  d  effervef«nce  &  la  liqueur  fe  trou- 
moindre  effet  dans^  ’  Ppndanc  clu’*'  ne  produifoit  pas  le 
quoi  devot  i.  ,  i?"6  ‘K|UeUr  lor*clu’elle  etoit  froide.  A' 
C  vS.hu  a'tnb?l“C*^'  ce  n’  etoit  a  la 
1’  attion  du  fe  qUS  l  1  du  mtre  >  devenu  libre  par 
au  lieu  de  fe  n*™”  dlPous’  lacluelle  degagde  par  1’acide, 
reftoit  fufie  A  pre,c'P“e.r  c°mme  beaucoup  d’autres  terres, 
contfturf  ?dUS  d/nSJa,!‘queur  &  1’dpaiffilToit  ainfi?  Cette 
Certitnd  J,‘taifemblable  fut  cbangee  entierement  en 

une  w>par  ^VaP°raUon  de  ««e  leffive ,  qui  me  laifia 
mife  rl  161 6  tout'a'^a't  femblable  a  une  gomme ,  laquelle 
Ver  KinS  Un  Cr^U.^e1t  &  pouffee  a  la  fonte,  me  donna  un 
■  anc  tres  folide.  Je  fus  a  la  verne  fort  furpris  de 
r  qu  une  matture  qui  avoit  <ke  diffoute  dans  1’  eau  eut 


pu  former  tin  verre  fclide.  II  paroir  donc  evident  que  k 
coe)>uium  qu  avoit  eu  M.  Le  Veillard  venoir  de  ce  que 
fa  Jeilive  erotr  tres-concentr^e  lorfqu’  il  la  verfa  fur  Ie 
tre.  Le  me  me  effet  me  feroit  arrive  fansdoute  ,  li  'f  eulfe 
ar-ere  F  evaporation  de  ma  leflive  &  ce  poinr. 

Ii  y  a  lieu  de  croire  auffi  que  dans  tomes  ces  circofi' 
ftances  F  aikali  fe  joint  plus  ou  rnoins  facilement  avec  les 
fubitances  qui  ont  fervi  d’  intermedes  a  la  feparation  de 
ces  acides,  fuivant  Ja  difpofition  de  ces  matieres.  Nou$ 
avons  vu  qu’ on  ne  retire  point  d’ alkaii  des  refidus  de  1* 
diibllation  du  nitre  tk  du  iel  marin  par  les  argiiles  :  qu^ 
devient  donc  cet  alkali  s’  il  ne  demeure  pas  combine  aveC 
la  terre?  Nous  fommes  bien  perfuades  que  la  decompofitiort 
de  ces  fels  ,  fe  fait  d5  autanr  plus  facilement  &  prompte' 
ment  que  leurs  bafes  trouvent  plus  de  facilitd  a  s’unir  £ 
leurs  intermedes.  Peut-etre  ell  ce  par  cette  raifon  que  leS 
argiiles  decompofent  plus  aifement  ces  fels  que  tout  autre 
interinede  de  cette  elpece ,  joint  a  leur  grande  tenuite. 
M  ais  ce  qu’ il  y  a  de  certain  ,  c*  eft  que  on  ne  peut  pa$ 
en  attribuer  Funique  caufe  a  cela,  puifque  nous avons  pour 
exemple  Ia  decompofition  du  nitre  par  le  fable  ,  qui  nous 
a  prefente  F  aikali  a  nud  ,  lequel  vraifemblablement  n’  3 
pu  contra&er  d’  union  avec  le  fable  a  caufe  de  fon  peU 
de  fenuite  ou  bien  a  caufe  de  fon  peu  de  difpofition  pour 
s’  unir  a  Falkali  fixe. 

Lfexamen  du  refidu  de  Ia  diftillation  du  fel  marin  avec 
le  m&rne  intermede  n’  a  prefente  rien  de  different  de  celui 
du  fable ,  a  Fexception  qu’au  heu  de  quatre  onces  de  fel 
marin  je  n’en  ai  eu  que  deux  onces.  Ce  qui  fait  voir quii 
s'  etoit  ici  decompofe  une  plus  grande  quantite  de  fel  ma' 
rin.  En  cela  il  n’y  a  rien  de  furprenant  en  confid^rant  13 
plus  grande  tenuite  du  fablon. 


veri-6  reo!du  ^^tion  du  riltve  p^t*  le  borax  ,  ie 

rre  ,  <k  la  litarge  ne  different  guere  de  celui  dufablonj 
etoit  comme  lui  tres-dur  &  rres  (olide  ,  &  comme  lui 
vers  le  bas ,  c’eff  a-dire  ,  vers  Ia  partie  qui 
uchou  le  fond  de  la  cernue.  Sa  leffive  evaporee  julou’ 
1pC1^e  »  ne  m  a  isilTe  qu’  un  peu  d’  aikali  jaunatre  ,  & 
ne  taiiant  pas  beaucoup  d’  impreffion  fur  la  langue.  11  y 
one  apparence  que  prefque  tout  P  alkali ,  bafe  du 

Le’Darei]mTT  aVCC.les  autres  maufcres. 

fel  non  decnm1  r  ^  ^  marm  ma  donne  trois  onces  de 
que  "a  dtep0ft*  “  eft  tres  -furprenam  ,  attendu 
tage  nnifn  ip  **»n-  G>  *a^on  en  av°b  decompofe  d’avan- 
Par  la  ^  " ! >  avoir  "«iri  que  deux  onces, 

ces  qUC  C’6t0It  inat,'“  que  j’avois  emplove 

Drom  f  r  matiereS  ’  Ce  me  fit  croire  que  la  trop 
»rfiCaT  6t0,t  un  obllacle  a  la  decompofition 
faiinec  Pn  r’  ^Ul  aSIom^rant  troP  promptement  les  parties 
che  nar  Pouf  ain^  dire  les  furfaces  ,  &  empe- 

men^ciue  (Me  eur  .acide  en  Pu;^e  &re  detache  aufii  aife- 
En  feivant  cettePidTeeS  ^ ‘neS  ^T"1  . llbre*  &  ifolees. 
des  qui  s’uniffoienr  a  ’  m|e  Perluadai  que  les  interme- 
fion,  &oiem  Z  *  “*  a'kahs  fanS  les  faire  intrer  en  fu- 

autre.  D’  ou  ie  r  Pr°Pres  Pour  ces  decompofitions  que  tout 
terres  arcrili  r  jU?  VOlr  une  nouve^e  taifon  pourquoi  les 

a  une  dtvtfio^  par  elles  m^mcs  &  cJu’elles  portent 

.^aprescela  ,e  m’ ima- 

une  foJre  de  f  aux  ,eteime  a  I,a,r  pourrou  operer  avec 
PefTai  fnr  b  ^C1  lie  cfne  ^compofirion  :  j’  en  fis  donc 
la  fatisfaftin  "I?016  ga  e  C  °U  j'avolsfait  les  autres,  &  jreus 
nee  afT  i  ■*  V°lr  ^ue  *a  d^compofition  avoit  eie  me- 
bme  a  , Y  CUS  par  la  leffive  des  r^fidus  Palkali  cora, 

tere  Vec  !a  chaux  5  ce  qui  formoit  de  la  pierre  a  cau- 
>  qui  etoit  meme  tres  forte. 
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De  tout  ce  que  nous  venons  de  dire ,  il  r&fulte  bien 
clairement ,  a  ce  que  je  crois,  qu’on  ne  peut  attribuer  la 
decompofmon  du  nitre  &  du  fel  marin  par  les  interme* 
des  terreux  ,  a  autre  chofe  qu’  a  la  divifion  que  leur  font 
dprouver  ces  terres  $  &  que  cette  d^eompofition  a  d’autant 
plus  lieu  aifement  que  1’  inter  mede  a  plus  de  dilpofiuofl 
pour  s’  unir  a  la  bqfe  de  ces  {eis  faus  fe  fondre, 

st  Paris  DUembre  1767» 


ad  agrostographiam 

SCHEUCHZERI 

Supplementum 

ALBERTI  HALLER. 

m,i,r'CHEUCHZERI  8ram*na  a  poffeflore  mecum  com- 
m„m  V  CUm  m61S  conferrem  >  repeti  in  uitimo  potiffi- 
m  volumine  plufculas  fpecies  ,  quae  au:  novae  funt  T 
aut  certe  in  opere  Scheuchzeriano  ,  &  Linnaeano  de- 
jiderantur.  Eas  ergo  vifum  eft  ,  per  fuos  charafteres  defcri- 
Bere  ,  vobifque  fodales  illuftres  has  meas  hiftorias  tranfinit- 
tere  »  ne  memoria  pulchrarum  plantarum  intereat. 

,  andropogon  fpica  fimplici  locuftarum  pauciffimis 
*  atls  ■>  calyce  perforato. 

M&r  daBylZ  aeSyPtiacum  [ficis  ftngularibus  villofif, 
77'  fP-  rau  hort.  Pifan.  p.  75.  J  5  J 

fefquilineam  'lata’  ’  vaglnalia  .  fpicas  continentia  ,  ad 

aut  paulo  alt  ‘  -  cCulmuS  Sracilis  ‘eres  iunceus ,  pedalis 
latens  i,  J  °r:  numerofae ,  i„  fi„u  folii  alicuius 

villofus  alrpr  ‘  T  5  {?uncial.es  r  ftriftae ,  acutae.  Scapus 
calycina  dn  ^  CT0!31Cu!)ls  laevibus.  Locuftae  biflorae.  Folia< 
firma  P\ '■  °  ae<^a^ia  &  Pene  fimilia  ,  fibi  adaptata,  claufa,- 
notahd  i'^k1Ca  ’  ^anceo^ata  r  glabra.  Iu  exteriore  foramen 
Inter  L  r?pi,Ce  ,adParet’  qui  conftanter  purpureus  eft.. 
tenerri  ^  °il°a  duae  §*umae  florales ,  longae  ,  graciles, 
ciue  ^  mtra  eas  fiamina  ?  tuba ,  &  femen.  Plerae- 

cnmi-  nCU  ae  ^  muticae ,  dantur  tamen  in  quaque  fpica  ali- 
De  ores  ariftati;  ex  bafi  glumae  interioris  arifta  longa, 
)?ncialls  mftexa  prodit  aiter  flos  petioiatus ,  petiolo, 
PaPpofo ,  ceterum  fmnlis  gracilior. 

Mif*  Taur .  Tom.  W\  H 
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i.  lolium  locuflis  fexfloris ,  calyce  glabro ,  floribus 
ciliatis. 

Gramen  bromoides  maritimum  annuum  glabrum ,  minus , 
fpica  heteromalla  ,  locuflis  gracilioribus ,  afperis  ,  longius 
ariftatis.  TILLI  /?.  176. 

Ia  Apulia  haud  longe  Baria. 

Radix  fibrofa,  culmi  cubitales,  folia  vaginofa,  quae 
convolvi  ament ,  adufque  fefquilineam  lata.  Haec  omnia 
glabra.  Panicula  fpicata  pauciflora  ,  neque  ullum  ramofum 
petiolum  reperi.  Locutiae  grandes  fex,  &  feptiflorae.  Calix 
floribus  fimilis  &  maior ,  uniflorus  ,  comprefliis  compli¬ 
catus  ,  ariftatus :  arifta  lineam  longa  ,  &  triplo  quam  flo¬ 
ribus  longior.  Flores  alterne ,  diftantes.  Florum  gluma  in¬ 
terior  brevior ,  acuminata  ,  glabra. 

3 .  festuca  panicula  fpicata ,  locuflis  trifloris ,  arifta 
flore  longiori. 

Gramen  anguflifolium  glabrum  paniculatum  ,  panicula 
denflori ,  &  frequenter  ariflata  ,  villofa.  SCHEUCHZERI  inter 
plantas  pofthumas  ficcas ,  nullo  loco  natali  addito. 

Culmi  iuncei  fefquipedales ,  geniculis  nigris.  Folia  ad 
lineam  lata.  Panicula  obfoleta  e  viridi  lutefcens ,  contra¬ 
ria  ,  pene  fpicata ,  ramofa  &  multiflora ,  pene  heteromalla. 
Calycis  folia  valde  inaequalia ,  denfo  mucrone ,  maius 
^lorali  aequale ,  pene  ariftatum.  Locufta  biflora  j  flores 
graciles  ftri&i ,  ex  fummo  dorfo  in  ariflam  duram  &  li¬ 
nearem  continuati. 

4.  poa  glabra  panicula  pauciflora  ,  locuflis  praelongis , 
oflifloris. 

Gramen  maritimum  annuum  minus ,  panicula  ramofa  fo* 
liacea  locuflis  ftrigofloribus ,  unciam  longis .  michel,  Hort* 
Pifp-7*' 

Circa  Terracinam,  &  in  Infulis  prope  Venetias. 

Radices  durae  ,  praegrandes  ,  longae  $  in  imo  caule 
fqualiemes  vaginae  albae ,  nitentes.  Culmus  inferius  geni- 


euh^r’  ln^exus  9  inde  re&us  *  gracilis*  iunceus ,  pedalis, 
ua  is.  Folia  glabra,  lineam  lata.  Panicula  Angularis , 
picata,  pauciflora,  ad  duodecim  locuftas.  Hie  in  parva 
P  anta  magnae ,  omnino  unciales  ,  o&iflorae,  floribus  al- 
rms.  Calix  inaequalis  ,  lanceolatus ,  dorfc  eminente  ,  fle 
gla^6  ^°ra  CS  exteri°res  i  omnia  viridia  ,  oris  albis  & 

JL*  POA  Pan^cu^a  Patnla ,  verticillata  ,  Iocuftis  teretibus 
lexflons  ,  glumis  fubobtulis. 

NFFn^r  ortenta^e  pamculatum  portulacae  femine.  TOUR- 
neport  Corel  I.  p.  39.  a  michelio  miffiim. 

„/  •  Lra  Pamcu^a  oblonga  jecunda  mutica  imbricata  ,  foliis 

planis,  linn.  p.  95.  non  poreit  eadem  efle.  J 

Culmus  firmus  tripedalis.  Folia  glabra  in  exemplo  ad 
«neam  lata.  Panicula  iemipedalis  &  ultra  ,  reda  ,  firma  , 
fevfl  ClUata  ’  Pet!olis  ’  Patu,.is  gracilibus.  Locuftae  teretes , 
fufca°  aS-  §^limae  inaequales,  minor  fufea ,  maior 

fled  nn  ad  aP^em.  aurea  »  utraque  ex  ovato-lanceolata  ,, 
exterioresarfurr!pSll?lleS  CalyCinae  mai°ri  g!umae  floraies 
imbricatae.  ’  mediae  acuminatae  » 

Iocuftis  ndri<^a  ’  kdi°  calycino  altero  fetaceo 

natis.  nS  5  ^ora^bus  glumis  glabris  ,  acute  mucro- 

Vaniculnamm  ¥a™’cu^atum  9  nemorofum  ,  latifolium ,  glabrum 
P  niCt  **  anftata.  micheli  Hon.  Pf.  p.  75. 

oas  icas  additur  vox  alpinum.  Ad  lacum  agnanum. 
&  ner  U  1SrTriP,edabs  ,  toha  duas  &  tres  lineas  lata  ,  ora 
quam  V°  a  Pe^rimis.  Panicula  parum  iparfa ,  pauciflora, 
diftich  A  nut,are  dicit  ,  inelegans  caeterum.  Locuila 

ftulin  d  r  Xd°ra*  ^a**CiS  duo  folia  inaequalia,  alterum  itri- 
ext  ■  e  ctaceutri>  flofculi  etiam  graciles,  longi,  glumae 
beii  10fr  muCrone  adeo  longo,  ut  pene  po  arifta  ha- 
P°ui,  minori  tamen  quam  afperae  Feftucae  hetero- 

h  2. 
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mallae  scheuzeri  interior  gluma  etiam  longa  8c  mucro¬ 
nata. 

7.  poa  foliis  iunceis loeuflis  quinquefloris ,  petiolis 
villofis  dorfaii  linea  eminente  fubafpera. 

Gramen  paniculatum  iuncoides  alpinum  ,  panicula  purpu¬ 
reo  ,  &  viridi  variegata ,  locufiis  parvis  muticis .  MICHEL1  hor. 

Pif.  p.  7 5. 

In  Brutiis ,  prope  Caftellum  ad  montem  in  colle  Cac* 
ciano .  Radix  fibrillis  craffis  implexis.  Caules  imi  vagi  noti  V 
vaginis  vetufiis  in  fila  diflblutis ,  ceterum  bipedales  ,  .&  ul¬ 
tra  geniculis  nigris.  Folia  gracilia  convoluta  ,  ut  iuncea  vi¬ 
deantur.  Panicula  quatuor  unciarum  ,  parum  fparfa.  Locu- 
flae  quinquefiorae.  Calix  fubfufcus ,  glumis  ovato  lanceo- 
latis,  argute  mucronatis,  aequalibus.  Flores  alterni,  ovato 
lanceolati,  nitentes,  in  ficca  planta  ex  purpureo  &  albo  va¬ 
rii.  Petioli  fubvillofi  ,  qua  nota  ad  Poas  pratenfes  acce¬ 
dit.  Dorfum  glumae  exterioris  eminente  linea  notatum,  pau¬ 
lum  dentata. 

8.  poa  foliis  iunceis,  panicula  Aridfia ,  locufiis  quadri- 
floris ,  calycibus  flore  brevioribus. 

Gramen  arundinaceum  alpinum  radice  crajjijjima  ,  foliis 
rigidis  friatis ,  &  afperis ,  panicula  fufca  &  non  arifata 
MiCHELi  hor .  Pif.  p.  75.  in  herbis  ficcis  arundinaceum  le¬ 
gimus  ,  in  horto  paniculatum . 

In  M.  nur finis  ,  etrufcis  ,  &  mutinenfibus . 

Culmi  duri,  trepidales  ,  imi  longe  vaginofi ,  quafi  bul- 
bofi.  Folia  iuncea  fe  convolventia.  Panicula  ftritfa ,  pauci- 
flora  ,  pene  heteromalla.  Locuftae  magnae  ,  quadriflorae. 
Calix  floribus  brevior  ,  ovato  lanceolatus  ,  carinatus  * 
parum  inaequalis.  Flores  cartilaginei ,  hinc  convexi ,  in 
mucronem  firmuium  produci.  Gluma  interior  cava  ovat o 
lanceolata.  Haec  omnia  lignei  coloris  ,  &  glabra.  Flores 
maiores ,  quam  graminibus  SCHEUCHZERIANIS  heteromallis, 
&  toti  mutici. 


P0A  panicuta  ftridla,  foliis  glaucis  fulcatis  9  locuftis 
4ua  rifloris  argute  mucronatis,  glaberrimis. 
t  •  Gramen  p  articulatum  ,  folio  Latiore  glauco  ,  panicula  aU 
Kante  pene  ariftata .  MICHELI  hort.  Pif.  p.  75. 

In  montibus  falernitanis  ,  &  amelphitanis , 
t  Culmus  tripedalis ,  foliis  fulcatis  glabris ,  ad  lineam 
,at.ls ,  glaucis.  Panicula  parum  lata  ,  triuncialis  ,  &  qua- 
tmncialis.  Locuftae  paieacei  coloris,  fubcartilagineae , 
ceterum  quadriflorae.  Calix  inaequalis  ovatolanceolatus , 
pene  ariftatus.  Folliculi  pariter  peracuti  utraque  gluma 
,  mucronata  ,  interiori  tamen  breviori.  Nihil  pappofi. 
teteromalla  scheuchzeri  accedit,  non  tamen  vere 
beteromallum. 

1  o.  poa  minima  ,  panicula  patula  ,  locullis  quadrifloris 
glaberrimis. 

Gramen  maritimum  annuum  apulum  minimum  ,  elegans  , 
capillare  panicula  loliacea  ,  ramof 1 ,  rigidiufcula.  MICHELI  horu 


In  Apuliae  Ultoribus. 

f-  exiSua ,  culmo  femipedali ,  foliis  unam  ter- 

meae  partem  latis  ,  panicula  tamen  laxa ,  ramis  fere 
ls  *  repetito  ramofis ,  patulis,  rigidiufculis.  Flores 
9\lycis  ^uae  g^umae  5  inaequales,  acu- 
fn  o  ’  0Cu^a  ditocha  ,  floribus  diftin&is  ,  quadriflora  , 
Omni  Pa^lor^us  floribus.  Flores  cylindrici ,  flaventes. 


lvrl *  1  P°A  panicula  ftricla,  locuftis  trifloris.ca- 

yce  longioribus  glaberrimis. 

bo  Prft,men  paniculatum  iuncoid.es  alpinum  ,  panicula  ex  al- 
CentC  ^  nonnillil  purpurafcente  ,  diftinBa ,  locuftis 
iribus  muticis.  MiCHEL.W  Pif.  p.  75. 

bofi  • ^rae  durae,  teretes  ,  nigrae.  Caules  imi  bul- 
fefcuncem  lata ,  glabra.  Panicula 
a  7  pauciflora,  Locuftae  triflorae.  Calycis  folia  lan- 


ceofata  ,  inaequalia.  Flores  laxi ,  {friati ,  gluma  exterior» 
elliptica,  cava,  carinata,  interiori  aequali  plana.  Ima  re¬ 
tinet  petiolum  villofum  flori. 

In  flccis  omnia  paleacea ,  praeter  aureum  glumae  ex¬ 
terioris  apicem. 

Multo  maiori  flore  eft  quam  locuflae  paniculata- 
rum  poarum  pratenflum. 

i  x.  poa  locuflis  bifloris ,  calyce  breviflimo  ,  glumis  ova* 
tis  ,  obtufe  acuminatis. 

Gramen  paniculatum  maritimum  ,  gramini  pr at  en  fi  pani - 
culato  medio  C.  B.  aliquatenus  Jimile ,  locuflis  flrigofloribus> 
M1CHEEI  hort.  Pif. 

In  lflria  prope  civitatem  Infulae  ,  loco  falfo. 

Fafcicuii  foliorum  durorum  femilineam  latorum ,.  eX 
radice  prodeuntium.  Culmus  re&us ,  firmus,  pedalis,  & 
cubiralis.  Panicula  ramis  rigentibus  reftis  >  binatis  aut  ver- 
ticillatis  ,  parum  ramolis.  Locuflae  breviter  petiolatae,  pe¬ 
rexiguae  ,  ovatae ,  mucronatae.  Calix  brevifiimus ,  alteri 
gluma  ovata  ,  obtufa ,  altera  acuminata.  Flores  bini  calyce 
longiores  ,  ad  lineam  longi ,  gluma  exteriori  ovata  ,  acu¬ 
minata  ,  interiori  graciliori.  Haec  viridia  cum  aliquo  li¬ 
vore  &  glabra, 

13.  poa  diantha,  calycis  glumis  ovatis,  floribus  villofls- 

Gramen  avenaceum  annuum  minimum  ,  degant tjjimum  r 
panicula  contracla  ,  &  velati  fpicata  ,  locuflis  ghbofls  ,  puf' 
purafcentihus  muticis.  M1CHEU  hort .  Pif.  p.  74.. 

In  Er  icet  is  ,  &  M.  Ape/ mina. 

Omnino  elegans. 

Culmus  vix  femipedalis,  folia  fetacea. 

Panicula  fpicata  ,  uncialis. 

Folia  calycina  bina  ,  cava,  ovata  ,  obtufa  pallida,  & 
fub’ivida.  Inter  ea  folia  congruentia  duo  flofculi  aequales? 
ovati,  fubhirfuti,  flavelcentes.  Haec  minima  capite  acicula^ 
non  maiora. 
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re  m*  P°-A  monant^a  5  calyce  ovato ,  cavo  inaequali ,  flo- 
tninori ,  fulcata. 

p-;7/m ^ran}.enr  avenaceum  montanum  angujlifolium  ,  p labrum 
lUCHa 2.’p^5"“a“  W“r<«»  *  /plodentibus. 

In  M,  More  Ilo. 

!ata  ^!rapL tota  g!abra  , neque  in  gluma  villi.  Folia  lineam 
cuftae^obefap^3 ’■  *3amCU  3  ramoPa  >  !°nga  ,  rariufcula.  Lo- 
ceterumbGrlm/n"e/teS/?  nUnC  albae ’  muticae  >  &  uniflorae, 
calycinis  com  A*  ocuflLS , r^r(J  fimiles ,  minores,  glumis 
inaequales  Flos  fS’  n°ndlftlcllls-  Ovatae  funt,  mucronatae, 
minoT  n  J»tiln!aU‘anS’  8Iumis  fimil‘bus,  altera  maiori) 
fulcata  .T  ?nna  conSruente  Utraque  lineata ,  & 

iSrrJsr  ius  floris  umbemfer‘  *  °ra 

«vidL\7embeiflnite„te.,yCiS  8'UmiS  °Vat°  'anC£olatis  *  fub* 

iS<lXatlle  anSuMolium  glabrum  pe - 

-P//  p,  73,  ^  ™i>ro  Splendente.  M1CHEL.  /wrf. 

flores  gerunt.  Locutiae'*  USfl  Fparb  ’  pauciflon,  ad  ofto 
tae  ex  paleaceo  Re  r  .jllldorae  »  °befae,  ovato  lanceola- 

gluma  catcina  r  ,•  ariae‘  Flos  unicus  > 

nigro  acuta  h'™*  *S  ovato  ianceolara  ;  femine  nitidiffimo. 
Non  "  ‘nC  COnrX°  ’  inde  bnea  divifo. 
error  fubefl^poffm  ^  *  fuerunt  5  ut  in  numer0  florum 

poa  monantha  panicula  denta  Ipicata,  foliis  patulis. 
humifn  ra7?€n  JPlcatum  aquaticum  ramofum  annuum  ,  glabrum 
p.  mWarM  ,  /pica  cylindracea  breviori,  ukhmu /Sn.  P/. 


Jn  alveo,  &  falicetis  Arni  fl. 

Caulis  infraftus  pedalis,  folia  arundinacea,  patula, li¬ 
neam  ,  &  ultra  lara  ,  hirfuta.  Spica  uncia  longior com- 
paCliffima  ,  fubeaerulea  ,  pene  paniculata  ,  petiolis  ramofis. 
Gramini  acjuatico  geniculato  {picato  iinnlis ,.  fed  diverla., 
glumis  iam  eminus  acutioribus»  Locufta  exigua  ,  umflora.. 
Calix  floris  magnitudine,  glumis  binis ,  ovato  lanceolatis 
hirfutis ,  viridibus.  Folliculus  unicus  glumis  duabus  acumi- 
natis  ,  cavis  &  intermedio  femine  fpadiceo  ovato; 

17!  Avena  foliis  radicalibus  gracillimis,.  caulinis  .  latio¬ 
ribus',  fpica  &  ariflis  breviflimis  ,  locuftis  quadrifloris. 

Gramen  avenaceum  ,  foliis,  inferioribus,  gracilibus  ,-  fupe.- 
noribus  latioribus.  TOURNEF. 

In  herbis  Accis.  J.  B. 

Folia  radicalia  ubique  gracillima  ,  tertiam  ,  &  quar¬ 
tam  lineae  partem  lata,  mollia  ,  glabra  ,  non  fetacea  ;  folia,, 
ca ulina  ad  lineam  lata.  Spica  breviffima  facie  grammis  glumis 
variis.  Caulis  gracilis ,  pedalis  &  fefquipedalis.  Glumae  ca- 
lycinae  duae,  muticae  ,  ovato  lanceolatae,  carinatae,  latae 
&  obefae.  Locufta  brevis  ,  lata  ,  quadnflora.  Gluma  exte¬ 
rior  latior  tridentata  medio  dente  in  ariftam  linea  bre¬ 
viorem  exeunte;  interior  gluma  longiufcula  mucronata. 

Haec  ex  perpaucis  locuftis  defcribo., 

18  avena  foliis  hirfutis,,  panicula  ftnfta  ,  locuftis  tri- 
floris  ’  gluma  interiori  bifida  ,  anlia  exterioris,  floris  longi¬ 
tudine.  r  ■  1  •  r 

Gramen- /picatum  maritimum  Jerotinum  htrjutum  minus , 

fpica  brevi ,  molli  &  Uxa ,  locuflis  ex.  albo ,  &  viridi  vaner 
gatis.  michel.  hon.  Pif,  p.  7X*  adfcnpht  scheuchzerus 
eiTe  typhoides  molle  C.  B. 

Pifas  inter  Liburnum  ,  &  Liburni 
Tenera  planta  pedali  minor ,  foliis  ad  lineam  latis  r 
hirfutis,  panicula  ttri&a  quafi.  {picata,.  ramofa,.fed  ramis 
brevibus ,  totis  floribus  teftis ,  nitida  ceterum  &  virente. 

Locuftae 
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Locuftae  imbricatae  triflorae  ,  exiguae.  Calycis  folia  inae¬ 
qualia  ,  alrerum  gracile ,  utraque  flore  breviora  ,  viridia. 
Florum  gluma  exterior  viridis  apice  albo  trifido ,  cuius  me¬ 
dia  arifta  flori  aequalis  eft  j  &  plerumque  inflexa.  Gluma 
minor  alba  ,  bifida. 

Avenam  a  Bromo  vix  diftingui  haec  planta  confir¬ 


mat, 

19.  avena  diantha  ,  petiolis  pappofis  ,  gluma  floraJi 
fubhirfuta  ,  ariftis  praelongis. 

Gramen  avenaceum  [ive  Avena  fytveflris ,  locuftis  duplo 
minoribus. ,  feminibus  nonnihil  hirfutis  MICHEL.  Catal.  piant,, 
agr .  florent,  accedit  ad  aegilopem  avenaceum  hifl.  flirp . 
helv..  Panicula  laxa  ,  &  fparfa  ,  petiolis  renuibus  praelongis, 
bifloris  ,  quadrifloris.  Calycis  glumae  florem  excedunt  ma¬ 
ximae,  complicatae,  virides,  lineatae,  apice  albo.  Flores  al¬ 
terni  petiolis  bafi  pappofis.  Gluma  exterior  flava  ,  ad  nu- 
dum  oculum  glabra,  ad  lentem  vitream  vifa  brevi  villo 
adfperla  ,  mucrone  praelongo ,  tenero,  bipartita.  Arifta  ex 
media,  prima  parte  flavefcente,.  valida ,  tunc  geniculo  fa&o 
reliqua  parte  gracilior  ,  lubbirfuta  ,  violacea.  Tota  arifta  un¬ 
ciae  longirudinem  fuperat.  Gluma  interior  paulo  brevior 
flava  ,,  glabra  lanceolata.  Gluma  floris  exterior  tota  villofa 
$ft  ,  ea  nota  ab  aegilope  differt. 

20.  avena  diantha,  gluma  florali  exteriori  apice  lacera, 


petiolis  pappofis. 

Gramen  avenaceum  alpinum ,  minimum ,  perenne ,  capillaceis 
foliis ,  caule  lanuginofo ,  canefcente  ,  panicula  argentea  fplendenter 
glumis  vdlofis  cum  arifiis  longioribus ,  tortilibus ,  MICHEL.. 

Pif.  p .  64. 

In  alpibus  Hetrufcis  ,  &  in  Brutiis  fupra  Caftruna  a 
Montem  in  loco  dido  il  Mocco  di  Camisia. 

Accedit  ad  noftram  avenam  arundinaceam.  Hifl-  fir?* 
Hclvet.  fed  differt  foliis.  Ea  neque  lata  funt ,  neque  1  ma» 
arundinacea  ,  fed  radicalia  &  caulina  perangufta  ,  convo 
Mifc.  Taur.  Tom .  1K.  * 
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luta  caulina  quidem  &  latiufcula  vagina  nata.  Panicula 
fuicam  uncialis ,  in  caule  dodrantali.  Locuftae  biflorae , 
in  exemplo  diftichae.  Calycis  folia  argentea  cum  flavore 
inaequalia,  alterum  minus,  acute  mucronatum,  pene  ari- 
ftatum  :  maius  alterum  etiam  acute  mucronatum,  rlores  al¬ 
terni.  Gluma  exterior  longe  lanceolata ,  argentea,  fublace- 
ro  apice  arifta  fere  fex  Irnearum,  plus  duplo  flore  longior, 
initio  fufca  hirfuta ,  tunc  geniculo  flexa,  &  ultra  id  geni¬ 
culum  alba  ,  debilis ,  &  levis.  Gluma  interior  argentea , 
pertenera ,  quafi  plumofa  i  petioli  pappo  fericeo  plumofi. 
Quando  ftamina  fuperfunt  addunt  ad  colorum  varietatem  , 
cum  fature  violacea  fint. 

21.  avena  diantha,  calyce  flore  maiori,  gluma  florali 
villofa  arifta  ex  bafi ,  elevata ,  bicolore. 

Gramen  avenaceum  maritimum  annuum ,  minus  ,  locujta 
fparfa ,  paniculis  fparfa ,  argenteis  ,  arifiis  erectis  ad  extre¬ 
mitatem  latescentibus*  MICHEL.  hort.  Pif  p.  74. 

Pijis  &  alibi  in  arenofis  ad  mare  mediterraneum. 

Radiculae  albae.  Culmus  tripedalis,  geniculis  nigris.  Fo¬ 
lia  ex  latis  vaginis  lineam  lata ,  glabra  ,  dura.  Panicula 
valde  multiflora  fparfa ,  gramini  iunceo  radice  alba  flmilis , 
pediceltis  perfubtilibus.  Locufta  biflorae.  Calycis  glumae  ova¬ 
to  lanceolatae  ,  argenteae  fubiividae  ,  paulum  inaequales, 
floribus  maiores.  Flores  bini,  gluma  exteriori  fubflava , 
villofa,  apice  albo  tenero.  Ad  bafin  eius  glumae  ,  arifta 
nigra  ,  refla  ,  flori  aequalis ,  ex  fummo  &  latiore  apice 
emittit  filum  multo  fe  ipfa  tenuius ,  fenfim  ad  modum  cla¬ 
vae  latefcens,  album,  iterum  floris  longitudine.  (  Valde  ac¬ 
cedit  ad  iunceum  radice  alba ,  foliis  vero  differt  minime 
tunceis. 

21.  avena  locuftis  bifloris,  flofculis  ftriflis ,  breviffime 
incifis. 

Gramen  paniculatum  ,  arvenfe ,  latifolium  hirfutum  ,  an¬ 
nuum  locuflis  tenuijfimis  viridibus  ,  &  arijlatis ,  MICHEL.  horu 

Pif  p .  75. 
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ora  retrorfum  dufto  digito  afperrima.  amcu  a  J3  ,, 

&  ultra  denfiffima  &  confertiffima.  Flores  _  minum,  locute» 
hiantes ,  biflorae.  Calycis  glumae  duae  '"aequales  ,  acu 
mucronatae,  altera  pergracili.  Flores  m  loclI'la  ^u°; 
ciles,  gluma  exteriori  educente  m  bidentatum  apicem  ar 
ftam  bilinearem  ,  debilem  ,  incerti  duftus.  Haec  ornn*  . 
ridia  cum  admifto  argenteo  nitore.  Ab  herba  venu  g 
differt,  quae  locuffis  fit  unifloris. 

23.  BROMUS  hirfutus  locullis  fexfloris  fpicatis. 

Gramen  bromoides  murorum  ,  lanuginofum ,  eredum ,  Uh 
cujlis  amplioribus  ari/latis  in  panicula  compada ,  &  propem^ 
dum  f picata ,  &  vdm  alopecurovde  difpofms.  MICHELI  horu 

Pifan.  p .  7  <5* 

Pifae  in  moeniis.  . 

Radix  exilis  ,  fibrarum  principiis  incifis.  Culmus  cu¬ 
bitalis.  Folia  fiibhirfuta ,  lineam  lata.  Summus  culmus  in 
noftris  flexuofus ,  locullis  imis  diftinftis  ,  luperne  congeftis 
in  craflam  ,  &  obtufam  fpicam  ,  compaftis.  Calix  floribus 
minor  altera  gluma  hirfuta ,  mucronata,  pene  anltata } 
altera  gracili ,  breviori ,  ftipulae  fimili.  Loculta  uncia  is , 
teres ,  tota  hirfuta ,  ceterum  fexflora.  Gluma  floralis  ex¬ 
terior  hirfuta  ,  acumine  in  duas  fetas  fiffo  ,  inter  quas  ari- 
fta  prodit ,  a  fefquilinea  ad  tres  lineas  longa.  Interior  glu¬ 
ma  longitudine  eadem,  fed  gracilior,  plana,  mutica  mre 
eminentes  exterioris  margines  adaptata.  .  • 

14.  bromus  fpicatus,  locullis  biflons ,  calycis 
bus  praelongis  florum  ariltis  breviffimis. 

Gramen  /picatum  alpinwn  faxaxih ,  craffa  radice  , 

triunciali ,  verficobre.  MICHELI  .  „„„n|,ribus  infi- 

Caulis  degenerans  in  radicem  rugi*' anmflar^« 

gnem,  longis  fibris  capillatam  Cu  m“s  ‘P  pefafperis, 
Folia,  fefquilineam  lata  ,  glabra ,  ora  nervoq  ,1-1 
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Spica  gracilis  fuperne  tamen  confertior,  coloribus  nunc 
e  marcidis  ,  Calycis  duo  foliola  locultae  aequalia  ,  longo 
mucrone ,  quali  arifia  locufiae  biflorae.  Gluma  exterior 
ventr-icofa  ,  lineata  fub  bifido  apice  arifiam  vix  femilinea- 
rem  emittit.  Interior  gracilis  eit  St  emarginata  ,  St  ipfa 
arifiam  fubinde  inter  duo  cornicula  emittens. 

Z5.  BROM0S  locufiis  bifloris  ,  arifia  flore  breviori. 

Gramen  hromoides  annuum  minus  ,  capillaceo  folio  gla* 
brum  panicula  contractiore ,  locujlis  minimis  arifiatis.  MICHel» 
hort.  Pif.  p.  76. 

In  Fefulario  Monte  ,  Liburni  ,  St  in  infulis  frenetis. 

Radix  inutilis  ,  culmi  cubitales  ,  geniculis  nigris.  Fo¬ 
lia  mature  emarcefcentia  ,  ad  lineam  lata ,  glabra.  Pani¬ 
cula  erefla ,  ftrifla  multiflora,  ex  viridi  fublutea.  Locuftae 
biflorae.  Calycis  duo  folia  valde  inaequalia  ,  alterum  ma¬ 
gnum  ,  complicatum  ,  florem  amplexum ,  dorfo  breviter 
dentato:  minimum  alterum  &  gracile.  Folliculus  habex  glu¬ 
mam  exteriorem  gracilem  ,  pene  cylindricam  ,  apice  in- 
cifam  ,  ex  incifura  emittentem  arifiam  linea  breviorem  \ 
altera  gluma  brevior  eft  ,  alba ,  iimplex. 

26.  bromus  locufiis  in  fpica  pauciflimis ,  trifloris,  ca¬ 
lyci  aequalibus  ^  glumis  fubciliatis  ,  breviflime  arifiatis. 

Gramen  f picatum  alpinum  fax  at  ile  ,  crajfa  radice ,  foliis 
iunceis  fpica  brevijfima  &  verficolore  MICHEL,  hort.  Pif \ 
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In  M.  amalphitanis  &  petris  apenninnis. 

Radix  peculiaris  ,  crafla  ,  rugofa  ,  bafi  foliis  St  cau¬ 
lis  teneris  vaginis  obdu6Ia.  Folia  gracilia,  iuncea.  Culmus 
nudus ,  pene  cubitalis.  Spica  breviflima  locufiarum  conge- 
ftarum  quinque  vel  fex.  Locufiae  breves ,  pene  ovatae  , 
triflorae.  Calycis  foliola  ovata  lanceolata  ,  inaequalia  ,  lo-» 
cuftae  longitudine,  Florum  gluma  exterior  dorfo  St  late¬ 
ribus  ciliata ,  trifida ,  medio  nervo  in  arifiam  brevem  , 
linea  breviorem  exeunte.  Gluma  interior  euam  acuta,  mu« 
cronata» 
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i7*  arundo  locuftis  bifloris  muticis ,  pappo  aa  bafm 
breviffimo. 

'Gramen  paniculatum  autumnale  minus  *  Arundinis  folio , 
&  facie  >  panicula  ex  viridi  nigricante .  MiCHEL.  piant,  agr. 
Florent .  hort .  Pifan.  p.  75. 

In  M.  i?o/20. 

Utique  elegans  planta  differt  ab  arundine  enodi.  Ra¬ 
dicis  fibrae  durae  ,  &  dolones  pene  bulbofi.  Culmi  tripe¬ 
dales.  Folia  patula  etiam  retroverfa  ,  lineam  &  paulo  ul¬ 
tra  lata  ,  non  multum  uncia  longiora  ,  crebra  tamen.  Pa¬ 
nicula  brevis  ,  vix  biuncialis ,  petiolis  flexuofis.  Calix  bi- 
fchus  ,  inaequalis  ,  argenteus  ,  flore  multo  brevior  ,  utra¬ 
que  gluma  ovato  lanceolata ,  mucronata ,  pene  ariflata. 
Flores  bini  longe  elliptici ,  ftri&i ,  acute  mucronati ,  pene 
nigri ,  ad  bafln  breviffimo  pappo  excepti.  Ita  variegata 
fit  panicula  ex  albo  calyce  &  folliculis  nigris, 
z8.  arundo  monantha  altero  flofculo  abortivo. 

Gramen  arenarium  /picatum  J pica  &  ima  parte  caulis 
lanuginofa  ,  fpica  divifa.  MICHEL.  hort .  Pifan.  p .  75. 

In  muris  Urbis  Florentiae. 

Culmus  tripedalis ,  firmus  ;  foliis  glabris  ,  ad  lineam 
latis.  Panicula  femipedalis ,  ramofa ,  nitida  ,  fublutea.  Ca¬ 
lycis  duae  glumae  inaequales,  flore  maiores,  glabrae,  & 
nitidae ,  acute  mucronatae.  Floris  gluma  utraque  flava  , 
maior  tota  pappo  fericeo  per  dorfum  nitens ,  minor  gla¬ 
bra.  Alter  flofculus  imperfectus. 

29.  arundo  monantha  flore  hirfuto,  arifta  longiffima. 

Gramen  fparteum  faxalite  anguflijfimis  ,  &  longiffimis 
foliis  panicula  firigojiore  ,  femine  glabro  ,  in  uncialem  ariflatn 
dejinente.  MICHEL.  hort.  Pifan.  p .  75. 

In  monte  Bono  prope  Florentiam.  . 

Caules  imi  bulbofi,  ceterum  firmi,  teretes,  tripeda¬ 
les.  Folia  radicalia  glauca,  paulo  linea  angufliora  ,  aePe 
convoluta ,  dodrantalia ,  ad  caulem  perpauca.  Panicula  e- 


7° 

mipedalls ,  Ari£a  ,  ut  flores  parum  a  caule  recedant ,  ei- 
que  paralleli  adfcendant.  Locuftae  calyx  biglumis  ,  vix  in¬ 
aequalis  ,  lineatus,  vere  ariftatus.  Nempe  apex  glumae  cu- 
jufque  ariftam  femilinearem  ,  multo  graciliorem  edit.  Flos 
unicus,  durus,  villofus ,  ellipticus,  acuminatus,  gracilis  y 
flmili  femine  fa£us  valde  adhaerente ,  bafi  pappofa.  Ob 
pauca  exempla  interiorem  glumam  videre  nequivi.  Ariftae 
omnes  defra&ae. 

3  o.  phalaris  calyce  divaricato ,  plano ,  ovato  ,  ciliato, 
gluma  florali  interiori  bidentata. 

Gramen  /picatum  maritimum  tomento fum  ,  /pica  cylindri - 
ca  crajjiore.  michel. 

Gramen  typhinum  maritimum  longius  j picatum .  BARRE- 
LIER.  icon.  717. 

Fibrillae  radicis  longae,  multae  &  graciles.  Folia  hir- 
futa  ,  mollia  duas  lineas  lata.  Culmi  ad  terram  proftrati 
inde  ere&i  ,  pedales  ,  fefquidelales.  Spica  varia  ,  denfa  , 
cylindrica  ,  biuncialis  fpica  varia  locuftae  patulae  ,  uniflorae;, 
calycis  glumae  duae ,  ovato  lanceolatae  planae  ,  aequales, 
longis  pilis  hirfutae  ,  flore  longioribus.  Flores  bini  aequa¬ 
les  ,  exteriori  gluma  colorata  ,  hic  fublignea  modice  mu¬ 
cronata  ,  linea  dorfali  valida ,  quae  in  breviflxmum  dentem; 
exit  interirori  alba  ,  bifida  paulo  brevior.. 


Lettre  de  M.'  Monnet  a  M.‘  de  Saluces 
au  fujet  du  Miniunu 
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MONSIEUR 

Vous  ferez  peut-£tre  bien  aife  que  je  vous  fafle  part  de 
1’eflai  que  }  ai  fait  pour  faire  le  Minium.  Cette  prepara- 
iion,  qui  nous  eft  fournie  entierement  paries  Hollandois , 
a  toujours  ete  pour  nous  autres  fran^ais,  Cinon  un  miliere, 
du  moins  une  chofe  aflez  problematique.  Chacun  en  rai- 
fonnoit  a  fa  fa$on.  Les  uns  vouloient ,  d’  apr£s  M.  Geof- 
froy ,  que  la  reuflite  du  Minium  ne  dependit  que  d’  une 
reverberation  de  la  flamme  qu’  il  falloit  faire  ^prouver 
continuellement  a  la  chaux  de  plomb.  D’  autres  pretendo- 
ient  y  avoir  reufli  fans  cela.  Cet  objet  etoit  refle  la  long- 
tems  lorsqu’  il  reveilla  de  nouveau  f  attention  de  quel- 
ques  tetes  chimiques,  Car  quoique  chez  nous  nous  ayons 
des  idees  de  tems  comme  de  modes  ,  neanmoins  il  y  en 
a  quelques*unes  qui  reviennent  a  la  charge  ,  iurtout  en 
chimie  $  fience  qui  n’  eft  guere  au  dela  de  retat  d’  enfan- 
ce ,  mais  que  quelques-uns  de  nos  gens  a  fyfteme  ofent 
croire  fort  avancee.  Je  m’embarquai  donc  dans  la  recher- 
che  du  procede  pour  faire  le  Minium .  Cela^  ne  pouvoit 
venir  plus  a  propos  que  dans  un  tems  ou  j  etois  occupe 
au  cours  de  chimie  de  Vaugirard.  Nous  commen^ames 
d*abord  par  faire  un  eflai  dans  une  coupelle  fojt  la!ge» 
ou  nous  fimes  reverberer  la  flamme.  Quand  le 
fut  reduit  en  chaux ,  bien  loin  de  le  voir  pafler  a  e 
de  Minium  ,  nous  vimes  qu’  il  fe  changeoit  en  ujic  e  pec 
de  litarge.  Enfln  ,  pour  ne  pas  entrer  dans  un  e 
tile,  je  vous  diri  que  nous  ne  pumes  en  vemr  a  bout. 


Nous  abandonnames  cet  eflfai ,  &  nous  nous  mimes  a  en 
faire  un  autre  beaucoup  plu-s  fimple  &  beaucoup  moins 
penible.  Le  voici:  Nous  pla^omes  une  large  coupelle  fur 
un  fourneau  dont  le  diametre  fembloit  etre  fait  expres 
pour  prendre  juftemenr  le  fond  de  ce  vafe.  Nous  mimes 
dans  cette  coupelle  trois  livres  de  plomb ,  lequel  ayant 
perdu  fa  forme  metallique ,  y  faifoit  une  epaifleur  d’  un 
demi  pouce.  Nous  foutinmes  un  feu  propre  feulement  a 
entretenir  legerement  le  fond  du  vaifleau  rouge.  Nous 
remuames  de  tems  en  tems  Ia  matiere  ayec  une  fpatule 
de  fer.  Nous  vimes  avec  plaifir  que  la  chaux  de  plomb, 
qui  fut  en  tres  peu  de  tems  jaunatre  ,  tournoit  infenfible- 
ment  au  rouge.  Au  bout  de  14»  heures  le  Minium  parui 
fe  iixer  a  un  rouge  affez  eeiatant ,  mais,  a  la  verite  ,  un 
peu  plus  pale  que  celui  des  Hollandais.  Ce  fut  inutile- 
ment  que  nous  tentames  de  lui  faire  prendre  une  plus 
grande  intenfite  :  il  reda  abfolument  au  meme  etat. 

Aprea  cet  eflai  nous  en  flmes  un  autre  ;  roais  ayant 
voui-u  augmenter  le  degre  d,e  chaleur  7  enforte  que  le 
fond.  de  Ia  coupelle  etoit  tres* rouge  r  nous  vimes  que  la 
chaux  de  plomb  r  bien  loin  de  pafler  etf  Terat  de  Minium , 
fe  tournoit  au  meme  etat  que  nous-  T  avoit  donne  le  pre- 
mier  eflai.  11  y  a  plus  :  du  Minium  deja  fait ,  expofe  a  un 
degre  de  chaleur  au  defliis  de  celui  que  nous  avions  en> 
ploye  pour  le  faire,  le  changea  en  tres  peu  de  tems  en 
maflicqt. 

II  paroit  dpnc  ,  que  fi  on  iT  a  pu  r-eufllr  a  faire  duM- 
,nium  ,  cela  vient  de  T  illufion  qu7  on  $’ell  faire  fur  le  de¬ 
gre  de  chaleur  qifon  a  employe  trop  fort  &  fur  cette 
reverberation  de  ia  flamme  donton  fe  fervoit  fort  inutile- 
ment. 

Pour  tout  dire  y  mon  amour  propre  fe  flattoit  de  recueil- 
lir  le  fruit  de  cette  maniere  de  faire  le  Minium  ,  lorfque 
M.  Macquer  ,  qui  avoit  vu  repeter  plufieurs  fois  ce  procedi 

m’ ea  ivit 


nfecrivit  que  Boerhaave  avoit  fait  Ia  meme  chofe  que  moi. 
Voici  uu  extrait  de  la  lettre  de  M.  Macquer  fur  i  objet 
en  queftion. 

,,  Je  fuis  tombe  fur  la  chimie  de  Boerhaave ,  dans  la- 
„  quelle  )'  ai  trouve  un  procede  qui  ne  differe  en  rien  du 
„  votre  pour  faire  le  Minium .  Ce  procede  eft  dans  le  tome 
„  fecond  page  188.  de  1’edition  latine  in  4.0  a  Paris  chds 
„  Cavelier  1735.  je  vais  vous  le  traduire  mot-a-mot.  L’au- 
„  teur,'apres  avoir  deerit  le  procede  pour  faire  la  cerufe, 
„  ajoute  „  On  voit  par  la  avec  quelle  facilite  le  plomb  perd 
fa  for  me  metallique  &  fe  change  en  chaux.  Cela  arrive  de 
plujieurs  manieres.  On  fait  fondre  du  plomb  bien  pur  dans 
un  vaiffeau  de  terre  non  vernijfe.  Ce  metal  fondu  eft  cT abord 
comme  du  vif  argent  j  mais  bientot  il  fe  forme  a  fa  furface 
une  pellicule  terne  qui  ejl  une  efpece  de  chaux ♦  Si  on  enleve 
cette  pellicule  avec  un  inftrument  de  fer  ,  la  furface  du  plomb 
'redevient  brillante  comme  auparavant  5  mais  une  nouvelle 
pellicule  s  y  reforme  aujjitot ,  il  faut  P  enlever  comme  la 
premiere .  De  cette  maniere  tout  le  plomb  fe  convertit  en 
cette  efpece  de  chaux  ,  qui  n  eft  pas  moins  malfaifante  que 
la  ce  rufe.  Cette  chaux  ,  ou  meme  la  cerufe  calcinee  ou  remuee 
long-tems  fur  le  feu  ,  augmente  de  poids9  &  devient  peu  d 
peu  dPun  rouge  eclatant  j  c  eft  ce  qu  on  nomme  Minium, 
On  peut  en  faire  aufji  en  calcinant  de  mime  la  mine  de 
plomb. 

,,  A'  ces  dernieres  paroles ,  ajoute  M.  Macquer ,  vous 
„  devez  reconnoitre  exa&ement  vorre  procede  pour  faire 
„  le  Minium  j  ainft  voyez  ce  qu’  il  faut  que  je  fafle  a  ce 
5»  fojet- 

Je  ne  crus  pas  devoir  parier  d’avantage  de  mon  Mi¬ 
nium  $  car  on  n’eut  pas  manque,  comme  c’eft  1’ufage,  de 
me  traiter  de  plagiaire.  Vous  remarquerez  que  nous  avons 
des  gens  dont  tout  le  merite  conftfte  a  faire  ces  fortes  de 
confrontations,  &  a  publier  enfuite  qu’on  n’a  rien  fait  que 
Mifc.  Taur »  Torn,  IV.  & 


copier.  Av  ce  fujet  je  ne  faurois  nfempecher  de  vous  citer 
im1  exemple  frappant  de  la  bonte  d’ame  qifon  a  pour  ceux 
qui  s’  avifent  de  faire  des  experiences.  M.  Beaume  ,  dont 
la  reputation  vous  eft  connue  en  travaillant  fur  1’  Ether , 
avoit  reconnu  que  cette  liqueur  appliquee  fur  un  corps  , 
en  s’ evaporant,  y  occafionnoit  un  froid  beaucoup  plus 
confide  rabie  que  toutes  les  liqueurs  evaporables  connues. 
II  eut  le  malheur  de  publier  fes  experiences  en  m£me 
tems  que  M.  de  Cullen  publia  les  fiennes  en  Angtaterre 
fur  le  meme  fujet:  auditor  on  cria  au  plagiaire.  M.  Tabbe 
Nollet  eut  beau  le  juftifier  dans  fes  le^ons  publiques  ;  il 
demeura  pour  conflant  que  M.  Beaume  avoit  copie  M. 
de  Cullen ;  comme  s’  il  n’  etoit  pas  dans  1’ordre  de  la 
nature  >  que  deux  hommes  fe  rencontrent  a  avoir  les  m£- 
mes  idees  &  a  faire  la  meme  chofe. 

Vous  etes  trop  philofophe  ,  Monfieur  ,  pour  n’avoir  pas 
pitie  de  ces  hommes  a  qui  cet  efprit  de  vertige  fait  faire 
tant  d’  injuflices. 


Je  fuis  &c. 


Monnet, 
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memoire 

Sur  la  rectification ,  &  purijication  de  l'  alkali  volatil 
obienu  des  fubjlances  animales. 

Par  M.1  Monnet. 


On  fait  que  1’  alkali  volatil  ,  en  fe  degageant  des  fub- 
{lances  animales  ,  n’ elt  point  pur,  a  beaucoup  pres.  II  fe 
trouve  toujours  uni  intimement  avec  une  matiere  que  pres- 
que  tous  les  Chimifles  ont  regardee  comme  une  huile 
groffiere.  C’  eft  dequoi  on  ne  peut  pas  douter  en  vo- 
yant  ces  alkalis  volatils ,  mais  ce  a  quoi  on  n’ a  pas  fait 
attention  elt,  que  ce  n’  elt  pas  feulement  cette  huile  qui 
les  rend  impurs ,  il  s’  y  trouve  auffi  une  matiere  fuligi- 
neufe,  laquelle  eft  intimement  unie  avec  cette  meme  huile. 
Cette  matiere  peut-etre  confideree  comme  le  refte  des  lietis 
qui  tenoient  1’  huile  enchainee  ,  laquelle  a  ete  enlevee  ,  tant 
a  caule  de  la  grande  volatili  re  de  T  huile,  que  de  Ion  sdhe- 
rence  avec  elle  :  elle  contient  une  tres-grande  quantite  de 
cette  meme  matiere  fuligineufe  ,  qui  lui  donne  cette  cou- 
leur  jaune  &  cette  confiilance  epaifle  qu’on  lui  connoit. 
C’  eft  cette  meme  matiere  fuligineufe ,  qui  eft  la  caule 
auffi  de  la  mauvaife  odeur  qu’ont  ces  huiles  &  ces  alkalis 
volatils.  Plus  on  les  debarrafle  de  cette  matiere  ,  plus  on 
les  rend  volatils  &  agreables.  Nous  montrerons  par  ^  la 
fuite  Ja  methode  la  plus  prompte  &  la  meilleure  que  Ion 
puifle  employer  pour  debarrafler  ces  huiles  de  cette  ma¬ 
tiere  fuligineufe. 

Pour  puriher  les  alkalis  volatils  &  les  avoir  parfaitement 
purs  ,  non  feulement  il  faut  les  depouiller  de  cette 
matiere  fuligineufe  ,  mais  meme  il  faut  leur  ^njfver  lu  clu 
au  dernier  atome  de  1’ huile  i  ce  qui  eft  tres-diffiale ,  com¬ 
me  on  va  le  voir,  ^  z 
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De  tous  les  Chimiftes  qui  ont  tente  jufqu’  ici  la  puri- 
fication  des  alkalis  volatils,  aucim  n’  eft  encore  parvenu  a 
les  obtenir  abfolument  purs.  Les  uns  ont  eftaye  de  les 
faire  fublimer  ,  apres  les  avoir  meles  avec  des  terres  ab- 
forbantes  j  d’a  utres  ont  fait  paller  plufieurs  fois  de  Fefprit 
de  vin  defliis  j  mais  ces  moyens  ,  les  meilleurs  qu’  on  ait 
employe  jufqu’  a  prefent ,  n’  ont  point  opere  une  purifica- 
tion  parfaite  ,  quelque  grand  nombre  de  fois  qu’  iis  ayent 
ete  reiteres.  Ces  alkalis  volatils,  quoique  tres-blancs  d’abord , 
jauniffoient  toujours  par  la  fuite ,  en  meme  tems  qu’  iis 
confervoient  une  forte  odeur  d’  empyreume.  C’  eft  cette 
eonftderation  qui  nous  determina  ,  M.  Poulletier  de  la  Salle 
&:  moi ,  de  mettre  en  oeuvre  toutes  les  reflburces  que  la 
chimie  nous  oifroit  pour  obtenir ,  s’  il  etoit  poflible  ,  ces 
fortes  d’  alkalis  volatils  abfolument  purs  &  entierement 
femblables  a  1*  alkali  volati!  qu’  on  retire  du  fel  ammoniac. 

Nous  commen^ames  d’  abord  par  faire  une  diftillation 
d’  une  tres-grande  quantite  de  corne  de  cerf.  Apres  eu 
avoir  obtenu  le  produit ,  nous  fepat&mes  d’abord  le  mieux 
qu’  il  nous  fuc  polTible  ,  1’  huile  d’avec  1’alkali  volatil.  Nous 
ne  nous  amusames  pas  a  re&ifier  cet  alkali  volatil  com¬ 
me  c’  eft  1’  ufage.  Nous  le  fimes  difloudre  dans  fuffifante 
quantite  d’eau  ,  Sc  nous  verfames  deflus  de  1’acide  vitrio- 
lique  jufqu’  a  une  parfaite  laturation.  Nous  iiltrames  ,  & 
nous  eumes  une  liqueur  faline  extremement  foncee  en 
couleur.  11  refta  fur  le  filtre  beaucoup  de  matiere  fuligi- 
neufe.  Nous  fimes  evaporer  jufqu’a  ficcite.  Il  nous  refta  une 
matiere  faline  noiratre  ,  fentant  extremement  1’empyreume. 
Voici  les  experiences  que  nous  fimes  fur  cette  matiere. 

I.°  Nous  en  piimes  une  partie  que  nous  triturames 
avec  partie  ^gale  d’alkali  fixe  bien  pur  &  bien  blanc. 
Nous  exposames  ce  melange  dans  une  cucurbite  de  verre, 
Fayant  furmontee  de  fou  chapiteau  &  lute  les  jointures ; 
nous  fimes  fublimer ,  par  un  degre  de  feu  modere ,  1’alkali 


volatil.  Par  cette  operation ,  nous  1’  obtinmes  affez  blanc , 
mais  il  fentoit  encore  1’  empyreume.  Nous  vimes  cepen- 
dant  avec  plaifir,  que  cet  alkali  volatil  ne  jaunifloit  ni  ne 
changeoit  en  veilliflant  comme  font  les  alkalis  volatils  pu- 
rifies  felon  Ja  coutume  ordinaire. 

2.°  Une  autre  partie  de  notre  matiere  faline  fut  melee 
avec  deux  parties  de  chaux  eteintes  a  l’air,  Ce  melange 
mis  dans  une  cornue  ,  fut  pouffe  a  la  diftillation.  II  paffa 
dans  le  balon  un  efprit  volatil  affez  fort  ,  mais  il  etoit 
un  peu  colore  &  fentoit  1’empyreume. 

3.0  Ces  deux  efTais  ne  nous  ayant  pas  donne  1’  alkali 
volatil  abfolument  pur  ,  nous  nous  determinames  a  paffer 
de  l’  efprit  de  vin  fur  1’autre  partie  de  la  matiere  faline 
qui  nous  refloit ,  jufqu’  a  ce  que  1’  efprit  de  vin  ne  s’  y 
colorat  plus»  Pour  cela,  nous  immes  notre  matiere  dans 
un  matras ;  ayant  verfe  defTus  de  1’  efprit  de  vin  jufqu’  a 
Ia  hauteur  de  deux  doigts,  nous  le  fimes  bouillir  au  bain 
de  fable  ,  puis  nous  le  feparames  pour  en  mettre  de 
nouveau.  L’ efprit  de  vin  fe  colora  dabord  fortementj  mais 
y  en  ayant  mis  une  troifieme  fois ,  il  refta  clair  &  blanc. 
Cependant  cette  matiere  faline  n’  etoit  pas  blanche  a  beau- 
coup  pres.  Nous  la  fimes  difToudre  dans  de  l’eau  j  nous  fil- 
trames.  La  liqueur  qui  palla  etoit  tres-claire  &  nullement 
coloree  j  d’oii  nous  augurames  que  nous  avions  f^pare  en- 
tierement  les  parties  fuligineufes  &  huileufes  de  ce  fel. 
Nous  fimes  evaporer  cette  liqueur.  Nous  obtinmes  ,  par  la 
crillallifation  des  crif)aux,de  ce  fel,  c’eft-a-dire ,  du  fel  fe- 
cret  de  Glauber  affez  beau.  Ayant  evapore  tout  ce  qifil 
y  avoit  d^umidite,  nous  primes  ce  fel,  que  nous  decom- 
posames  avec  de  1’alkali  ,  de  la  inerae  maniere  que  nous 
venons  de  le  dire  plus  haut.  Nous  obtinmes  cette  fois 
un  alkali  volatil  abfolument  pur.  La  portion  de  cet  alkali 
qui  monta  en  liqueur ,  fe  crillallila  dans  le  flacon ,  en 
beaux  criftaux  tranfparens. 
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Qn  voit  que  ce  moyen  d’  obtenir  1’  alkali  volati! ,  qui 
eft  un  peu  difpendieux  &:  p^nible,  confide  a  enlever 
premierement  1’  huile  qui  unit  Ia  matiere  fuligineufe  avec 
Falkali  volatil.  D7un  autre  cote  ,  cette  matiere  n’  etant  pas 
volatile  par  elle  meme,  n’ a  pas  de  difpolition  pour  s7ele- 
ver  dans  la  fublimation  de  falkali  volatil.  Cependant  il  eft 
bon  de  Ia  feparer  par  Ia  diffolution  &  filtration  de  notre 
matiere  faline ,  comme  nous  1’  avons  fait  avant  la  fubli¬ 
mation  de  I’  alkali  volatil ,  autrement  nous  avons  eprouVe 
que  falkali  volatil  n’  eft  point  aufli  beau  ,  ni  auifi  pur.  IL 
y  a  apparence  que  F  alkali  volatil  en  enleve  quelques  par¬ 
ties ,  ou  ,  ce  qui  paroitroit  aflez  vraifemblable ,  que  cette 
meme  matiere  fuligineufe  ,  eprouvant  f a&ion  du  feti ,  fe  de- 
compofe  &  fournit  de  nouveau  de  Lhuile  &  de  falkali 
volatil  ,  qui  alterent  la  purete  de  celui  ci, 

Pour  parvenir  a  re&ifier  &  a  purifier  f  huile  animale, 
il  faut  Ia  depouiIler.de  fon  fuligineux.  La  plus  part  des 
artiftes  n’ont  point  employe  d’autre  moyen,  pour  parvenir 
a  re&ifier  Leur  huile  &  a  Ia  rendre  blanche  ,  que  la  di- 
ftillation  ,  qu’  iis  ont  reiteree  jufqu7  a  trente  fois.  Chacun  fenc 
fuffifamment  combien  une  pareille  manoeuvre  eft  ennuyeufe 
&  difpendieufe.  Cependant  cette  maniere  de  purifier  cette 
huile ,  a  ete  regardee  fans  examen ,  comme  celle  que  fon 
devoit  fuivre  neceflairement  pour  avoir  cette  huile  do- 
uee  de  toutes  les  qualites  qu’  on  y  defire.  Quelques  uns 
rebutes  de  ce  travail  ont  cherche  a  abreger  cette  opera- 
tion  ,  en  fe  fervant  des  intermedes  :  iis  ont  employ^  pour 
rela  les  terres  abforbantes  ,  mais  fans  fucces.  Pour  ne  pas 
entrer  dans  un  decail  inutile  fur  ce  fujet,  nous  dirons  qu’ 
il  n’y  a  que  les  acides ,  qui,  meles  avec  ces  huiles  em- 
pyreumatiques ,  retiennent  la  matiere  fuligineufe ,  la  fixent 
en  lui  donnant  plus  de  confiftance ,  &  procurent  f  huile, 
des  la  premiere  diftillation  ,  tres-claire  &  tresdimpide.  Il 
ne  s7  agit  pour  cela  que  de  verier  goutte  a  goutte  fur 
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cette  huile ,  d’  un  acide  etendu  dans  de  1’  eau  jufqu’  a  ce 
qu’elle  ait  aequis  beaucoup  de  condftance  ,  la  diftiller  en- 
luite  a  une  foible  chaleur ,  foutenir  le  feu  toujours  au 
meme  degrd.  L’  huile  qui  montera  fera  tres-claire  &  tres- 
blanche,  &  tres- volatile.  II  fe  peut  audi  qu’on  foit  obli- 
g&  de  re&ifier  une  autre  fois  cette  huile  ,  comme  il  nfeft 
arrive  de  le  faire  plufxeurs  fois;  mais  je  puis  afliirer  que 
par  cette  feconde  re&idcation  ,  cette  huile  fe  trouve  audi 
belle  qu’  il  eft  podible  de  favoir. 

Paris  ce  15  Avril  1768 


THERMARUM  VINADIENSIUM 

Encheireticae  Jyntaxis  Jpecimen  primum 

Joannis  Antonii  Marini. 

Et  aliud  quidem  alii  affecuti  funt ,  verum  totum  nullus 
adhuc  ex  prioribus,  (i)  Immerito  autem  nullus  aliquis 
ipforum  reprehendatur ,  propterea  quod  invenire  non  po¬ 
tuerunt.  Imo  laudandi  potius  omnes  ,  quod  inveftigare  co¬ 
nati  funt.  Hip. 


§.  I. 

Convallis,  in  qua  fcaturiunt  thermarum  fontes ,  in  regione 
Vinadienfi  efl ;  Yinadium,  a  quo  diflat  millia  quatuor  pe- 
demontana  Cuneenfis  provincia  pagus  eft  ,  Taurinenfis 
nunc  Dioecefis ,  iuxta  torrentem  fturam  politus,  Via  pri¬ 
mum  fatis  ampla  per  Jlurae  vallem  ,  mox  ad  radicem  de¬ 
clivis  montis  olivae  circumiens  arfla  ,  faxofa  ,  Sc  inflabilis 
erat  j  fed  quae  a  provida  clementiffimi  Regis  auftoritate, 
&  benignitate ,  fuorum  commodis ,  falutique  confulturi ,  nunc 
translata',  &  emendata  reperitur.  Semilunarem  convallem 
extenfionis  femimilliaris  formant  duo  altiflimi  montes  mi¬ 
noribus  aliis  interfe£li  convallibus.  Qui  boream,  &  aqui¬ 
lonem  fpeftat  vulgo  e f claudas  nominatur  ,  qui  vero  orien¬ 
tem  folem  ,  &  aullrum,  oliva  dicitur.  Ille  filvis ,  &  pratis 
virefcitj  ifle  fere  nudus  confpicitur. 


(  i)  Qui  de  thermis  Vinadienfibus  fcripferunt,  funti.  Bartholomaeus  Viotti  a 
Cliviolo  anno  1552.  2.  Andreas  Bacci  1571.  3.  Francifcus  Gallina  157*» 
4.  Spiritus  Rainaudus  1681.  3.  tandem  Johannes  Fantonus  1747* 

Mifc.  Taur .  Tom.  IV*  l 
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II.  Silvas  ornant  abies ,  larix  ,  fraxinus ,  tilia  ,  forbus  ,  ce- 
rafus ,  &  frangula  nigra.  Prata  luxuriant  rhapontico  ,  bi- 
ftorta  ,  orchidum  ,  lycnidum  ,  &:  liliorum  fpeciebus  variis  j 
tum  huc  illucque  invenias  ftirpium  plurimarum ,  rario- 
rumque  varias ,  &  elegantes  Ipecies  (  i ).  Regio  haec  al- 
peftris  fundit  ex  fe  paftus  ingentibus  gregibus ,  &  exiguae 
boum  copiae.  Rupicapra  ,  lepus  candidus  ,  &  mus  alpinus 
folivagus  hic  eft.  Volucrum  genus  perrarum.  Aft  phafia- 
nus ,  &  perdix  cum  perpaucis  aliis  nidulantur.  Torrens  If* 
dator  ,  qui  convallem  irrigat,  farione  abundat.  Foffilia  va¬ 
ria  tum  ad  verticem  ,  tum  ad  radicem  montis  olivae  fpar- 
fim  inveniuntur  ,  quae  inter  diftingui  merentur  Pyrites  ful- 
phureae,  marcaflitae  ,  haemarites  ,  &  ocra  ferrea  modo  fpato, 
modo  quartzo  contenta ,  quorum  fmgulares  fpecies  enu¬ 
merare  ,  &  diftinguere  ad  me  non  pertinet,  ceteraque  non 
perfequar. 

Ili.  „  Loci  illius  aerem  fatis  temperatum  ferunt,  praefertim 
vere  ,  &  autumno ,  etiamft  vallis  rota  ventis  a  meridie 
„  fere  femper  agitetur  praecipue  fereno  tempore:  Ita  Rarthol. 
a  Cliv.  de  baln.  nat.  virib.  cap.  3  4. ,  quod  verum :  atta¬ 
men  ventorum  dire&io ,  ut  folis  profpeftus  ,  variat ;  hinc 
mane  decumanus ,  aufter  meridie ,  libs  vefpertino  tempore 
valide  fufflant.  Occafo  verum  fole  placidus  Favonius  vix 
fpirat.  No&e  hydrargirus  in  reaumuriano  thermometro  ple¬ 
rumque  ftat  ad  gr.  7.  fuper  0,  mane  fudo  caelo  inter  gr. 
10.,  &  11.,  cumque  pluit,  vel  caliginofum  eft  caelum 
inter  gr.  7.  ,  &  8.  conftat  meridie  ardente  fole  gr.  15. 
vix  afcendit  haec  fubdio  :  domi  vero  temperiei  gradus  eft 
a  gr.  12.  ad  15.  neque  unquam  17.  fuperat. 

(  1  ■)  Achillea  foliis  integris ,  odoratis ,  cuneiformibus ,  in  apice  dentatis  flore 
V  J  ptarmicae.  Carol.  Aliion.  ftirp.  rar.  ped. 

Ablyntium  alpinum  fpicatum  foliis  petiolatis  biftrifidis ,  &  abfyntium  al- 
pinum  candidum ,  humile  foliis  caulinis  pinnatis  Gafp.  Bau  Ah. 

Cardamine  Caefajri  folio  Iin4 
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IV.  Ad  montis  radicem  huc,  illucque  fparfa  inveniuntur 
paftorum  tuguriola  trabibus  fere  cilindricis  incardinatis ,  ut 
plurimum  contexta,  ftramento  ,  aut  ligneis  tabulis  te&a 
in  fitu  a  nivium ,  faxorumque  ruina  tutiore  fita ,  quae 
tamen  notabili  tra&u  a  thermis  diftanr.  Quare  ad  infirmos  reci¬ 
piendos  commodiori ,  propinquiorique  receptaculo  opus  erat 
Varia  prifcis  olim  temporibus  conftru&a  fuere  ,  quorum  ve- 
ftigia  nec  dum  adhuc  confpiciuntur  ,  quia  vel  fubtus  prae¬ 
rupto  declive  monte  fita  a  faxorum ,  niviumque  ruinis 
everfa ,  vel  in  humiliori  convalle  pofita  a  torrentis  turge- 
fcentis  impetu  divulfa  fuerunt  Quae  vero  nunc  fagaciter 
aedificata  domus  eft  ad  ipforum  fontium  fcaturiginem  fatis 
ampla  ,  commoda  ,  ftabilifque  manet  multiplicibus  undique 
lavacris ,  &  laconicis  munita. 

V.  Ad  angulum  eminentiffimi  montis  olivae  meridiem 
verfus  inclinantis ,  ubi  convallis  dilatari  incipit  faluberrimi 
fontes  fCaturiunt ,  quos  ftc  enumerare ,  &  diftinguere  lu- 
bet  (3). 

Primus ,  qui  veteris  luti  cifternam  format,  congeries  vi¬ 
detur  plurimarum  fcatebrarum  ex  imo  exilientium  ,  lutaque 
perfodiendum.  Huic  veteres  luti  nomen  dedere  vulgo  l& 
fanghe.  Caloris  gradus  erat  a  40.  ad  41.  (4). 

Secundus  ab  elatiori  faxi  rima  profluens  paflus  triginta 
a  primo  diftans  fere  fub  facello  domeftico  divae  Magda- 
lenae  dicato  pofitus  potionibus  dumtaxat  inferviens  a  qui- 


(3)  Fontium  diftinftio,  eorumque  denominatio  debetur  eximio»  follertique 

viro  Giavclli  medicinae  do&ori  thermarum  domino ,  &  moderatori. 

(4)  Quae  de  caloris  gradu  tentavi  experimenta  ,  repetita  fuere  annis  1763- » 

1764.,  1766.,  &  1768.  in  omnibus  fontibus  abfque  cfifcrimine,  primo 
excepto,  ubi  Jutorum  veterum  receptaculum  adeft,  in  quo  notabiliter 
variabat  aquarum  calor  pro  ut  maior,  aut  minor  frigidae  aquae  copia 
thermalibus  aJmifcebatur ;  prope  thermas  enim  nafcentes  frigidiUimi 
fontes ,  huc  nondum  quamdiu  adfui ,  conftanter  omnino  fegregati  fue¬ 
rant ,  quod  nunc  factum  i  unde  caloris  gradus  eiufdera  fere  ad  50.  ad- 
fcendit. 

I  1 
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bufdam  diureticus  appellatur  ,  &  vulgo  la  Maddalena .  Ca¬ 
loris  gradum  habet  a  34.  ad  36. 

Pone  balneariam  domum  ad  angulum  eiufdem  monte 
ipfo  connexum  ex  quamplurimis  rimulis  numerofi  fparfim 
exiliunt  fonticuli ,  quorum  unus  ,  alterve  arte  fimul  colle¬ 
ctus  in  tres  diftin&os  rivulos  diftinguitur. 

Horum  primus  ordine  tertius  militibus  lavacra  praebens, 
ad  quorum  diverforium  per  ligneum  teCtum  canalem  per¬ 
fluit  aqua,  caloris  gradu  fovetur  a  44.  ad  46.  cuique  la 
militare  nomen  impolitum  eft. 

Poft  hunc  quartus  rivulus  lavacra  fuperiora  miniftrans 
temperato  gaudet  caloris  gradu  a  29.  ad  30.  huic  idcirco 
temperati,  vulgo  la  temperata  confentaneum  videtur. 

Quintus  ad  inferiora  balnea  diffluens ,  quo  numerofa  plebs 
immergitur  ,  &  calens  eft  ad  gr.  4 6.  la  paefana  nuncupatur. 

Praeter  haec,  novus  nuperrime  rivulus  ex  variis,  mini- 
nvifque  temperatarum  aquarum  fcatebris  confeCtus  eft , 
quique  lavacris  fuperioris  domus ,  &  nobilioris  recenter 
aedificatae  replendis  infervit ,  qui  calet  a  gr,  32.  ad  33., 
&  la  nobile  fontana  dicitur. 

Numerofi  praeterea  furculi  nullo  ufui  infervientes  aqua¬ 
rum  aliunde  paftim  fcaturiunt ,  quorum  nonnullorum  calor 
exploratus  erat  a  gr.  25.  ad  27.,  &  le  lagrime  nominan¬ 
tur.  Quae  demum  lutis  fovendis  in  fuperiori  nova  cifterna 
inferviunt  aquae,  &  le  polle  de  fanghi  dicuntur,  eumdem 
fere  ,  ac  illae  lutorum  veterum  caloris  gradum  habent. 

VI.  Perenne  aequale  diametro  calentes  omnes  gradu  fuo 
vario  fcaturiunt  thermales  Vinadienfes  aquae  in  direCHone 
lineae  diagonalis  afcendentis ,  fpatio  paflus  vix  centum. 

Vapores  hepatis  fulfurei  odoris  ab  illis  perfluentibus  , 
aut  ftagnantibus  continuo  manant ,  denfiflimi  caliginofo 
coelo  ,  minus  fereno  (  5  ).  Color  thermalium  a  frigidarum 

(  5  )  Varietates  caloris  gradus  adnoratae  referri  debent  ad  varium  coeli  ftatum; 
maior  enim  caior  exploratur  nubilo  cocio ,  minor  fereno. 


aquarum  colore  nullo  modo  differt.  Sapor  fere  nullus  pri¬ 
mum  ,  fed  qui  brevi  foedatur ,  dum  calidae  potantur ,  ab 
halitu  Angulari  nidorofo  ovis  co&is  induratis  fimiliimo. 
Hydrometro  probatae  pondere  grani  unius  ,  vel  alterius 
fuperant  ceteras  vicinas  frigidiores.  Ta&u  faponaceae  per- 
fentiuntur.  Ex  latice  ipfarum  fponte  varia  fecedunt ,  & 
primum  curfu  paulifper  declivi  gelatinofa  cinerei  coloris 
fpermatis  ranarum  {imillima  fubftantia  arenulis  adhaerens  fe- 
gregatur ,  quae  fub  dio  confidentia  tenaciori ,  &  craffitu- 
dine  au&a  ,  colore  mutato  fenfim  diftinguitur  in  corpus , 
quod  vulgo  muffa  nuncupatur.  Secundo  ,  ubi  ftagnant ,  & 
praecipue  in  lutorum  foveis  terram  cineream  fubpinguem 
deponunt.  Tertio  ad  fontium  ,  rivularumque  margines  ,  & 
ad  faxorum  contingentium  latera  fal  quidam  ,  feu  podus 
falino-tormis  terra  ab  illis  in  grumulos  fecernitur. 

VII.  Calorem  diu  fuftinet  ex  fontibus  hauftae  ,  igni  vero 
ad  ebullitionem  expofitae  ,  non  eam  brevioris  temporis 
fpatio  concipere  valent ,  quam  quo  frigidae  communes 
aquae.  Vafe  vitreo  ferventes  receptae  numerofas  elaftici 
aeris  bullulas  emittunt ,  ex  quo  fit,  quod  fi  calentibus  adhuc 
ipfis  praecoci  vafis  obturatione  coerceri  experiatur ,  vas 
quandoque  cum  fragore  difrumpatur.  Argentum  tum  im- 
merfione  ,  tum  vapore  primum  colore  aureo  tingunt ,  mox 
violaceo ,  &  tandem  nigro.  Moderata  dofi  epotae  nullum 
in  plerifque  fenfibilem  effe&um  praeftant :  acuta  vero  in 
nonnullos  fpeciem  quamdam  temulentae  hilariratis  indu¬ 
cunt  ,  quofdam  per  alvum  valenter  purgant  ,  faecefque  ni¬ 
gro  colore  tingunt ,  permultis  diureflm  copiofam  movent , 
omnibus  infenfibilem  perfpirationem  augent,  unde  indufia 
nliginofa  apparent.  Lac  nullomodo  coagulant ,  bilem  in 
flocculos  turbant,  fanguini  humano  extra 6lo ,  &:  tepenti 
mixtae  ,  eum  diutius  fluidum  fervant,  rutilioremque  reddunt, 
cruftam  pleuriticam  emolliunt,  ejufque  inferius  cruorofum 
tomentum  in  liquamen  fundunt,  calculorum  fragmenta  longa 
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immerfione  folvunt.  Aptiflimae  ad  fapidi  panis  confeftio- 
nem  probantur.  Evaporatione  ab  iis  fubfidet  terreo-falina 
fubftantia ,  quae  habetur  ad  grana  quinque  ex  quaque 
aquae  libra  eiufdem  ferme  naturae  ,  ac  quae  fponte  ab  illis 
perfluentibus  feparatur.  Tranfve6tae ,  clarae,  limpidae,  & 
incorruptae  per  annos  fervantur  abfque  fedimento  ,  floccu¬ 
lis  ,  aut  pellicula.  Tepefa&ae  poft  longum  rempus  nidoro- 
fum  halitum  rurfus  emittunt,  faporemque  foedum. 

VIII.  Ab  affufione  fyrupi  violarum  recenter  parati  pul¬ 
cherrimum  viridem  colorem  oftendunt ,  ab  eodem  vetufto 
citrinus  color  apparet.  A  gallarum  pulvere  tarde  rubicun¬ 
dae  fiunt  (  6  ).  Solutio  faturni  acida  eas  turbat  colore  fufco. 
A  folutione  mercurii  fublimati  corrofivi  obfcurantur  ,  mox 
praecipitato  aurantio  pulvere  falino-formi ,  vitri  dilute  ru¬ 
bri  colorem  mentiuntur.  Ab  inftillata  folutione  argenti  la- 
fliginofae  fiunt ,  &  cinereo-violaceum  fedimentum  depo¬ 
nunt.  Ab  affufione  olei  tartari  per  deliquium  in  niveos 
flocculos  perturbantur.  Quae  omnia  eodem  ,  afl:  minus  in- 
tenfo  modo  accidunt  in  iifdem  tranfve&is  caute  fervatis. 

IX.  Corpus  ,  quod  vulgo  muffa  dicitur  ,  fubftantia  efl: 
fungofo-gelatinofae  texturae  (  7  )  coloris  modo  obfcure  vi- 
ridefcentis  ,  modo  cinerei  ,  quandoque  flavi ,  faepius ,  & 
diutius  rofei  (  8  )  dimenfionis  variae  ,  ut  extenfionis , 

(  6r)  Quod  negatur  a  Fantono.  Aft  experimenti  habiti  ratio  ex  alterius  relatu 
falfa  efle  poterat  abfque  iniuria  viri  celeberrimi ,  quum  ipfe  nunquam 
thermis  adfuerit.  Confer,  comm.  eiufd.  de  Ther.  Vinad. 

(  7  )  Subftantia  haec  a  Botanicis  regno  vegetabili  adfcribitur  ,  eamque  referunt 
ad  Clafiem  XXIV  Cryptogamiae  algarum  fift.  natur.  Carol.  lin.  n.  1067. 
Tremella  fru&ificationi  vix  manifeftae  in  corpore  g  e  lati  nofo.  Afl  ad  nul¬ 
las  praeclari  au&oris  fpecies  fpe£lare  videtur,  nec  cara&eribus  infigni- 
tur  tremcllae  Ther  malis  clanUimi  Vandelli.  Coufer.  Domin.  VandeJ. 
diflert.  prima  de  thermis  aponi. 

(  8  )  An  colorum  varietas  a  vario  fruflificationis  tempore  pendet  ?  Nuper 
anno  1768;  menfe  augufto  omnes  coloris  rubefcentis  omnino  confbi- 
ciebantur  9  dum  anno  1766.  menfe  Iulio  fere  omnes  fufcae  ,  8t  virkfe- 
fcemes  apparebant.  Verum  color  totam  intimam  penetrat  fubftantiam 
dum  plantae  vegetatio ,  &  fru&ifkatio  folain  fuperficiem  fternere  vi¬ 
detur,  An  a  varia  foffilium  vario  tempore  per  falia  abrafione } 
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craffitiei  undique  rivulorum  imae  parti  adherens ,  ab  iifque 
quandoque  pendula.  Tepens  nares  ferit  odore  pulveris  pirii 
accenfi  fapor  eius  vix  fubfalfus ,  &  naufeofus.  Ta&u  ex¬ 
peritur  ponderofa  ,  lubrica  ,  nullo  modo  glutinofa ,  mollis 
verum  ,  elaftica  ,  &  ad  difruptionem  tenax.  Calorem  in 
rivulis  eundem  fufcipit ,  quem  habent  aquae  matrices.  Vafe 
claufa  aqua  repleto  incorrupta  per  annos,  &  inodora  fer¬ 
vatur  pallido  colore  rofeo  omnimode  ,  &;  folo  praedita , 
quae  tandem  in  fimbrias  fponte  feparatur.  Muffae  extra 
aquam  ardenti  foli  expolitae  brevi  temporis  fpatio  corru¬ 
gantur ,  extenuantur,  breviantur,  &  exficcantur,  colorque 
varius  tunc  mutatur  in  cinereo-obfcurum  nonnullis  tan¬ 
tummodo  viridefcentibus  fuperftitis  maculis.  Accenfae  can¬ 
delae  admotae  odorem  fpargunt  illi  proximum  ,  quem  dat 
agaricus  ad  efcam  paratus  accenfus.  Flamma  caeruleo-rubra 
fcintillant ,  leviter  crepitant,  donec  exuftae  in  cinerem  ni¬ 
gerrimum  abeunt ,  qui  ferri  magnetici  probatione  contenti 
martis  figna  praebet.  Aqua  communi  maceratae  unguinem 
violaceum  fupernatantem  oftendunt ,  augentur  mole ,  & 
emolliunrur. 

X.  Terra,  quae  per  thermales  aquas  vehitur  diverfae 

naturae  effe  reperitur.  Nam  i.°,  quae  inter  lamellas  exfic- 
catarum  muffarum  invenitur  levis ,  cinerea  ,  &  lubrica  eft, 
quae  cum  acidis  effervefcit ,  ut  ea ,  quae  lutorum  bafim 
format.  2.0  Quae  ex  falina  fubfiamia  praecipitatur  fulvo 
colore  lintea  tingit ,  tin&uram  gallarum  ,  &  helitropii  vio¬ 
laceo  colore  afficit ,  crucibulo  exufia  in  martis  crocum 
convertitur.  3.0  Creta  fluida  ghur  fimillima  ,  vel  Ia£li  lunae 
betlemitico  analoga  identidem  ex  faxi  rimis  delabi  cernere 
mihi  contigit.  _ 

XI.  Salmo- terrae  fubftantiae  fpontaneam  fecretionem  a 
thermalibus  Vinadii  aquis  triplici  pariter  modo  confiderare 
praeftar.  Nam  i.°  ad  latera  arenacea,  &  faxofa  rivulorum 
albae  farinae  adinftar  parva  copia  feparatur ,  &  tarde  in 
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minimos  acervulos  excrefcit  ( 9  ).  2.0  Circum  ftagnantes 
ipfas  aquas  in  lutorum  praecipue  veteri  cifterna  ad  Taxeum 
marginem  citrino  plerumque  colore  praedita  maiori  copia 
fegregatur  (10).  3.0  ex  fola  aquarum  vaporofa  exhalatio¬ 
ne  in  hypocauftis  facillime  ,  &  uberrime  faxorum  afperis 
fuperficiebus  adhaerefcit  ,  &  in  grumulos  incruftatur  (11). 
Sapor  non  omnium  idem  j  primae  enim  acute  falfus  eft  ; 
i.ae  ,  &  3”  praecipue  falfo-aufterus  ,  quae  ad  ignem  vix 
crepitant ,  nunquam  difllliunt,  &  in  vefliculas  inflantur ; 
contra  falina  prima  fubflantia  ,  ut  ea ,  quae  per  arte  fa¬ 
llam  evaporationem  habetur  ,  falfanuvriatica  videtur  ,  ad 
ignem  crepitat,  &  diflilit  (12). 

XII.  Salia  haec  nullo-  modo  cum  acidis  vegetabilium 
effervefcunt  $  fpiritui  falis  ,  nitri  ,  &  vitrioli  mixta  vix  fen- 
fibilem  fibilum  edunt.  Aqua  communis  hifce  fatura  ,  a  fl- 
rupo  violarum  in  viridem  intenfe  herbaceum  (13)  protinus 

(  9  )  Solus  fecretlonis  fpontaneae  modus  ab  eximio  Fantotio  ex  relatione  co¬ 
gnitus  ,  cui  favere  fecretioni  putat  „  alpinam  illam  regionem  per  diu 
frigidam,  &  brumalem  tempeftatern  vid.  ibid.  fol.  8.  Aft  omni  tera- 
peftate  ,  &  quolibet  tempore  falia  &  confparfa  exiflunt. 

(10)  Quod  nunc  etiam  fit  in  recenti  lutorum  fovea.  Ita  mihi  nuperrime  re¬ 

ferebat  D.  Giavelli. 

(11)  Simillima  falina  fpontanea  concretio  ex  ipfa  fola  aquarum  evaporatione 

ad  latera  cavernae  fafta  ,  per  quam  in  imo  fluit  rivulus  aquarum  ther- 
malium  de  baguere i  recenter  obfervata  eft  annis  1765.,  &  1766.  ab 
eximio  Pharmacopola  Campmartin.  confer.  Diar.  Gallic.  an.  1768, 
menfe  April. 

(12)  Quod  difcrimen  pendere  videtur  ex  eo,  quod  vapor  flogifto,  &  acido 

vitriolico  fcateus  difperiatur  tum  aquarum  evaporatione ,  tum  longa  li- 
xiviatione :  lixivium  enitn  primum  falis  fodae  odorem  haepatis  fulphu- 
lis  dabat ,  qui  fenfim  in  vapores  difperdebatur ,  &  aberat  in  fecundo , 
&  tertio.  Ita  experiebatur  celeber.  GottlotKal.  Journal,  de  M6dec.  &c. 
par  M.  de  Vanderm.  tom.  X.  an.  1759,  fol.  42. 

(13)  Mutatio  coloris  fyrapi  violarum  in  viridem  per  aquas  fale  faturas  ab  om¬ 

nibus  hucufque  aquarum  medicatarum  analyfim  experientibus ,  ut  ab 
ipfis  celeberrimis  HofFmanno  ,  Valerio  ,  &  Shaw  pro  cara&eriftico  figno 
aixalefcentiae  contenti  falis  habita  eft.  Aft  nuperrime  in  dubium  revo¬ 
cabatur  ab  illuftri  M.  Creumanno  ,  &  tandem  plurimis ,  firmiftimifque 
experimentis  falfuin  demonftrabatur  ab  eximio  Comite  de  Salus  in  a£fc, 
foc.  reg.  Taurin.  tom.  3.  pag.  153.,  8c  feq. 
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mutatur  colorem  ,  qui  paullatim  ,  &  tarde  ruber  evadit. 
Carta  caerulea  in  eam  immerfa ,  &:  exficcata  pallidior  fit 
colore  ad  luteo-rubrum  vergente.  Ab  infufione  pulveris  gal¬ 
larum  ftatim  violacea  fit ,  mox  nigra.  A  folutione  faturni 
turbatur  fufco  colore.  A  folutione  mercurii  fublimati  cor- 
rofivi  rubra  efficitur  mercurio  praecipitato  fub  forma  au- 
rantii  pulveris.  Ab  oleo  tartari  per  deliquium  in  niveos 
floc<?uIos  perturbatur  ,  quod  idem  evenit  cum  argenti  fo- 
lutione.  Soluta  falia  in  lixivio  alkalino  cum  ultramarino  ani¬ 
mali  vulgo  bleu  de  prujfe  hypoftafim  praebent  caeruleo-pal- 
lidam.  Sedimina  omnia  dant  luteum  colorem  lintea  tin¬ 
gentem.  Ab  infufione  huiufce  fubftantiae  terreo-falinae  drag- 
mae  unius  cum  femiffie  in  fpiritu  vini  re&ificati  unciis  tri¬ 
bus  color  mutatur  in  leoninum  ,  pelluciditas  fpiritus  non 
evanefcit,  a ft  poft  ebullitionem  la&iginofus  fit.  Flamma 
eiufdem  in  cocleari  argenteo  accenfa  erat  primum  alta, 
elata  ,  &  cerulea ,  mox  in  medio  rubra  cum  fuccedente 
leviffima  crepitatione  ,  &  intermixta  fcintiliatione  (14). 
extin&a  fponce  flamma  ,  &  quod  adhuc  aquofum  fupererat 
evaporatum  reliquit  grana  duo  terrae  cirrini  coloris,  fa- 
poris  falfo-acerbiffimo. 

XIII,. Verum  purus  thermarum  fal  facillime  haberi  po- 
tefl:  folutioriis  ope  eiufdem  fubflantiae  terreo-falinae  in  aqua 
communi  diftillata  ,  repetitae  deinde  filtrationis,  evaporatio¬ 
nis  ,  &  criflallizationis.  Ab  eiufdem  enim  uncia  una  probe 
exficcata  in  unciis  06I0  aquae  folura  habui  primo  terrae 
arenaceae ,  infipidae  per  decantationem  fubfidentis  ,  &  fic- 
catae  dragmas  tres  fecundo  a  filtrationibus  repetitis  ter¬ 
rae  impalpabilis  luteae  ,  fub  aufterae  rinSuram  gallarum 
nigro  colore  afficientis  dragmam  unam  cum  femifle  :  tertio 

(14)  Quo  experimento  ex  celeberrimi  Maquer  fententia  probatur  falis  medii 

maior,  aut  minor  folubilitas,  Conf.  ejufdem  exp.  in  Mifcel.  Taurin. 

tom.  3.  pag.  1.  &  feq. 

MlJc.  Taur .  Tom,  IK*  m 


tandem  poft  evaporationem  ad  cuticulam  falis  puriflimt , 
criftallizati  ,  albidi ,  lucentis  fere  dragmas  tres. 

XIV.  Enixi  fales  varias  figuras  oitendunt,  quarum  duae 
evidentiores  manifeftantur.  Alii  enim  oblongi  funt ,  ftriati , 
modo  truncati ,  modo  in  apice  prifmatici,  vel  cuneformes  f 
quos  inter  quadrangula  confpiciuntur  nonnulla.  Saporem 
falfum  linguae  praebent  non  peracutum ,  acidulo-amariuf- 
culum  ,  &  paulifper  frigefcentem ,  ad  ignem  ebulliunt ,  in¬ 
flantur  ,  leviter  fcintillant  *  crepitant ,  &  difiliunt  ;  aeri 
expofiti  luciditatem  amittunt,  farinaceo  pulvere  albiffimo 
velantur,  &  tarde  deliquefcunt.  Cum  folutione  fyrupi  vio¬ 
larum  intenfe  viridem  colorem  praebent ,  cum  tin&ura  gal¬ 
larum  ruffum  (15}.  Praeterea  ex  renovato  experimento 
femel  contigit  obfervare  albidas  efHorefcentias  acinaci- 
formes  pediculis  fuis  connexas  faporis  acute  falfi ,  frigi- 
diufculi ,  ad  ignem  non  crepitantes ,  nec  difilientes  ,  ve¬ 
rum  ebullientes  cum  inflatione  in  vefficulas  ,  &  levi  fcin- 
tillatione  ,  quaeque  cum  fyrupo  violarum  citrinum  colo*» 
rem  praebebant. 

COROLLARIUM. 

Haec  funt ,  quae  ex  iteratis  obfervationibus ,  &  experi¬ 
mentis  de  thermarum  Vinadienfium  natura ,  qualitatibus^ 

& 

(15)  Sufpicatus  efl  Rainaudus  de  praefentia  nitri,  vitrioli ,  &  aluminis  inther- 
mis  Vinadienfibus  :  Aft  experimenta ,  &  rationes  quas  profert ,  ut 
futiles  rejecit  Fantonus  pag.  9.  Comment.  Confer,  Trattaio  de *  Bagai 
di  Vinagliv  di  Spirit.  Rain.  i68r.  cap .  4.  trat.  2.  pag.  32.  Qua  diverfa 
quantitate  turgeant  faliuae  huiufce  fubflantiae  thermarum  aquae  cx  va¬ 
riis  fontibus  hauftae  ,  &  qua  varia  terrae  copia  mixtae ,  nondum  ia 
fingulis  experiri  ©tium  datum  eft.  Verum  ex  nonnullis  obfervationibus 
conflare  videtur  terrae,  &  unguinis  maiori  copia  fcatere  calidiores 
prae  ceteris »  falis  vero  quantitatem  fere  eamdem  in  omnibus  adefle  : 
nec  reticendum  praeterea  me  in  criftalli satione  probanda  ufum  fuiffc 
terreo-falina  fubflantia  fecundae,  &  tertiae  fpontaneae  fecretionis ,  quae 
maiori  copia ,  &  facilius  colligi  potefl. 
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&  proprietatibus  mihi  conftanr.  Plura  adhuc  ac!  illuftran- 
dam  earum  analyfim ,  &  ad  contentorum  elementorum 
fpecificam  naturam  ,  nexum  ,  combinationem ,  &  calculum 
determinandum,  deficere  reor  ,  quae  fi  otium,  &  occafio 
rurfum  favet,  renovato  ad  thermas  itinere ,  attentiori  ,  ib- 
lertiorique  examine  excerpturum  me  fpero. 

Ex  his  tamen ,  quae  prolata  funt  conie£lare  licet  ther- 
males  Yinadienfes  fcatere  primum  fiogiftico  hepatis  tul- 
furis  vapore ,  tum  fpiritu  aethereo  elaftico  ,  mox  fale  me¬ 
dio  ex  bafi  alkalina  marini  falis,  &  acido  vitrioli  multa 
terra  folubili  variae  naturae ,  &  praecipue  argillofae  ,  fe- 
leniticae  ,  &  ocraceae  martialis  contaminato ,  nitrum  fin- 
gulare  Ipatofum  folitarium  fufpicari  pofTe ,  vitriolum  mar¬ 
tialis  naturae  reperiri. 

Hinc  fufficit ,  quod  thermales  iftae  hifce  principiis  di¬ 
vites  faluberrimos  in  oeconomia  animali  morbofa  valeant 
effe&us  praeftare  mucidos ,  vifcidofque  humores  incidendo, 
acres  condiendo  ,  &  demulcendo  ,  folida  nervofo  membra¬ 
naceo- mufculofa  blande  ftimulando  *  abftergendo ,  &  im¬ 
pervios  meatus  referando ,  &  fimilia. 

Epotae  idcirco  facultatem  habent  ventriculum ,  &  in- 
teftina  detergendi ,  eorumque  fibras  roborandi  j  acidum 
abforbendi,  &  immutandi  5  inertes  falivas  acuendi,  fan- 
guinis  circuitum  incitandi  *  fecretiones  »  excretionefque  uri¬ 
nae  potiffimum ,  &  perfpirationis  infenfibilis  promovendi. 
Unde  humorum  inquilinorum  dilutio  ,  immutatio  ,  co&io , 
&  excretio. 

Per  temperatum  balneum  cutem  abluunt,  abftergunt, 
emolliunrj  fanguinem  diluunt,  ftagnanti  limphae  fluidita- 
tem  conciliant ,  &  fudorem  movent.  Per  hypocaufturn  uni- 
verfi  corporis  fuperficiei ,  &  per  irrigationem  fingulis  par¬ 
tibus  concitatiorem  ofcilationem ,  vividioremque  motum 
impertiendo  febrem  concitant ,  per  quam  co-ngeftorum , 
vifcidorumque  humorum  difgregatio ,  refolutio ,  aut  fuppu- 


ratio  confequitur.  Tandem,  quod  per  illutationem ,  aut 
muffarum  fotum  infirmis  partibus  comparatur  levamen  ab 
aftione  balneis  ,  irrigationi ,  &:  vaporationi  analoga  pendere 
videtur  ,  quae  moderatur  paregorica  muffarum  virtute ,  aut 
augetur  lutorum  firma  adhaefione. 
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MEMOIRE 

Sur  la  combinaifon  du  Mercure  avec  le  tartre. 

Par  M.1  Monnet. 

M.r  Margraf  nous  ayant  fair  connoitre  que  Ie  mercure 
precipite  de  1*  acide  mtreux  ou  ii  a  ete  diflfous,  etoit  fu- 
fceptible  de  fe  rediffoudre  dans  1’  acide  du  vinaigre ,  auffi 
bien  que  plufieurs  autres  fubllances  meralliques  traitees  de 
m^me,  II  etoit  tout  naturel,en  partant  de  ce  point,  d’ exa¬ 
miner  ii  Ia  ereme  de  tartre  ,  le  plus  foible  de  tous  les 
acides ,  ne  pourroit  pas  operer  la  m£me  diffolution.  C’eft 
en  efFet  de  quoi  j’  ai  eu  Heu  d’  etre  fatisfait ,  tant  par  la 
reuffite  de  cette  diffolution ,  que  par  plufieurs  autres  ob- 
fervations  que  jr  ai  eu  occafion  de  faire  fur  cet  objet,  Voila 
ce  que  je  me  propofe  d’  expofer  dans  ce  mdmoire. 

Pour  avoir  un  precipite  de  mercure  pour  faire  mes 
exp^riences ,  je  pris  fix  onces  de  mercure  que  je  mis  a 
diftbudre  dans  f.  q,  d’  eau  forte  ;  lorfqu  il  fut  parfaite- 
ment  diilous ,  je  verfai  deflus  autant  d’  alkali-fixe  en  delt - 
quium  qu’  il  en  falloit  pour  precipiter  enuerement  le  mer¬ 
cure.  Je  verfai  ce  precipite  fur  un  filtre  ,  &  }  y  paffai 
plufieurs  fois  de  1*  eau  chaude  pour  1’  edulcorer  partane- 
ment.  Je  fis  fecher  ce  precipite  ,  &  il  ne  fe  trouva  rout 
jultement  que  du  me  me  poids  du  mercure  que  jVvois  era- 
ploye.  Je  ne  fus  point  furpris  de  ne  point  trouver  de  Taug- 
mentation  de  poids  dans  ce  precipite ,  puifque  j’avois  deja 
^proave  qu’  il  etoit  bien  difficile  d’  empecher  qu1  ii  ne  refte 
toujours  quelque  peu  de  mercure  diffous  dans  f  eau  des 
lavages,  a  caufe  de  la  difficulie  d’attraper  le  veritable  pomi 
Mifc,  Taur,  Tom .  IF,  & 


6e  ne  fafarer  juflement  que  1’  adde  qm  efl  uni  au  mer¬ 
care  }  car  fi  f  on  ourrepafFe  Ia  dole  cPalkali,  cet  excedent 
tiendra  un  peu  de  mercure  en  diiTofunon  dans  f  eau ;  de 
meme  que  fi  on  ne  met  pas  afTez  dT  alkali ,  T excedent  de 
lr  acide  ,  comme  on  fait ,  gardera  une  porlion  de  mercure. 
Le  dechet  que  jTeus ,  fut  d’environ  2,  gros,  que  j’obtins  de 
mes  eaux  de  Iavages  en  les  faifant  evaporer. 

Je  ne  marque  ici  la  maniere  dont  f  ai  fait  ce  precipite, 
que  parcequ’  ii  efl  effentiel  de  faire  connoitre  la  quantitd 
de  mercure  qui  sTeft  unie  a  la  ereme  de  tartre  &  com¬ 
me  on  ne  peuc  1’  evaluer  que  par  le  precipite  ,  il  efl  ne- 
ceflaire  de  montrer  Ia  quamite  de  precipite  que  j’  ai  ob¬ 
tenti  d’  une  quantite  donnee  de  mercure. 

Premier  procede.  Je  pris  deux  onces  de  cr£me  de  tar¬ 
tre  bien  pulverifee  que  je  mis  dans  une  terrine  de  gres  , 
qui  contenoit  environ  trois  pintes  d’  eau  ,  je  plaqai  cette 
terrine  fur  un  bain  de  fable ,  &  lorfque  Ia  ereme  de  tar¬ 
tre  fut  diffoute,j’y  mis  une  once  de  mon  precipite  mercurie! 
en  remuant  conrinuellement  j  il  fe  fit  auffitot  une  petite 
dbullition ,  qui  fe  foutint  pendant  quelque  minutes  avec 
beaucoup  de  bulles  qui  venoient  fe  crever  a  la  furface  j 
prefage  de  la  diffolution  du  mercure.  La  couleur  briquee 
ciu  precipite  mercuriel  difparut ,  &  il  fe  fit  un  precipite 
blanchatre  au  fond  du  vaiffeau ,  beaucoup  plus  confidera- 
ble  que  le  volu.me  du  precipite  mercuriel  que  j’  y  avois 
mis.  Je  filtrai  alors  la  liqueur  a  travers  le  papier  gris ,  & 
j’  ajoutai  &  ce  precipite ,  qui  avoit  refle  non  diffous  au 
fond  de  la  terrine  ,  une  autre  once  de  ereme  de  tartre  ; 
je  verfai  deflus  autant  d’eau  que  la  premiere  fois.  Je  laifTai 
encore  le  tout  le  meme  efpace  de  tems ,  c’eft*a«dire,  une 
bonne  heure.  Cette  fois  je  n’eus  point  d’  ebnllition.  Je  fil¬ 
trai  ,  &  j’ajoutai  de  nouvelle  eau  bouillante  fur  ce  qui  etoit 
refle  au  fond  du  vafe.  Je  repetai  plufieurs  fois  ia  meme 
chofe:  mais  il  me  refla  encore  beaucoup  de  ce  precipite, 
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qui  me  paroifToit  infoluble.  Je  fis  evaporer  enfemble  toutes 
ces  eaux  falines  au  bain  de  fable  ;  lorfque  Ia  liqueur  fut 
evaporee  d’  un  bon  quart  ,  il  commenda  a  paroitre  a  Ia 
furface  des  petits  criltaux  femblables  au  tartre  vitriole.  Je 
Iaiffai  refroidir  le  vaifTeau  de  lui  m£me  fur  le  bain  de  fa¬ 
ble;  ces  petits  criftaux  s’ erant  multiplies,  toute  Ia  furface 
de  r  eau  en  fut  couverte  comme  d’  une  pellicule.  Je  de- 
cantai ,  &  enlevai  ce  fel ,  qui  etoit  jaunatre :  ayant  voulu 
1*  expofer  au  foleil  pour  le  faire  fecher  plus  promptemenr, 
je  fus  fort  furpris.  de  1'  y  voir  devenir  noiratre  ;  mais  me 
rappelant  que  plufieurs  prdparations  mercurielles,  telles  que 
le  mercure  fublime  doux,  le  precipite  blanc ,  eprouvent  le 
meme  changement  de  couleur  etant  expofees  au  foleil ;  ce 
fut  pour  moi  une  nouvelle  confirmation  de  la  combinaifon 
du  mercure  avec  1’  acide  du  tartre.  Je  fis  aufixtot  une  au- 
tre  experience  qui  me  prouvat  Ia  meme  chofe  :  ce  fut  de 
frotrer  ce  fel  fur  du  cuivre,qui  lui  laiffa  une  trace  blanche: 
d’ailleurs  ce  fel  annon^oit  au  gout  quelque  chofe  de  mer- 
curiel;  j’ achevai  d’ evaporer  Ia  liqueur,  &  il  me  refta  un 
fel  qui  me  parut  beaucoup  moins  mercurie!  que  le  pre- 
mier.  J’  examinai  enfuite  ce  qui  avoit  refie  fur  le  filtre  & 
dans  le  fond  de  la  terrine  ,  je  trouvai  que  c’  etoit  egale- 
ment  une  combinaifon  du  tartre  avec  le  mercure.  Les  ex* 
periences  que  je  fis  pour  m’en  afiurer ,  furent :  premiere- 
ment  de  1’  expofer  au  foleil ,  il  y  noircit ;  fecondement 
d’ en  expofer  fur  les  charbons  ardens,  il  en  partit  des  va- 
peurs  qui  fentoient  F  huile  de  tartre  ;  troifiemement,  de  le 
frotter  fur  du  cuivre,  qu’  il  blanchit  encore  mieux  que  celui 
que  j’  avois  obtenu  par  la  criftallifation.  Son  gout  etoit 
auffi  plus  neutre ,  c’eft-a-dire  ,  qu’  on  y  fentoit  moins  le 
gout  aigrelet  du  tartre, 

Je  commen$ai  des-lors  a  comprendre  plufieurs  verites 
tres-importantes  que  je  detaillerai  par  la  fuite.  Premieremenr, 
que  le  tartre  devient  d’  autant  pius  difficile  a  &  difloudre 

n  a 
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qu  il  fe  combine  avec  une  plus  grande  quantitd  de  mer- 
cure.  Secondement,  que  la  portion  de  cette  combinaifon 
qui  approche  le  plus  de  1’  exces  d’  acide ,  eft  la  premiere 
qui  fe  diflbut  dans  l’eau.  Troifiemement,  qu’ileft  poffible, 
cn  fuivant  ce  principe,  de  changer  cette  combinaifon  par 
de  (imples  Iotions ,  qui  en  enlevant  d’abord  fa  portion  la 
plus  acide  ,  laifleront  en  arriere  le  mercure  avec  le  moins 
d’  acide  poffible ;  &  qui  enfin  le  depouilleront  totalement 
de  fon  cara&ere  falin.  Quatriemement,  qu’  il  eft  poffible  de 
remettre  les  chofes  telles  qu’  elles  etoient  .auparavant ,  en 
reftituant  au  mercure  le  tartre  qu’  on  lui  a  enleve. 

Avant-  d’  en  venir  aux  preuves  de  ces  quatre  propofi- 
tions ,  je  crus  qu’  il  convenoit  de  m’  afTurer  ,  avant  toute 
chofe  ,  de  la  meilleure  fa^on  de  faire  cette  combinaifon  , 
que  je  n’appelerai  plus,  deformais,  que  tartre  inercuriel  ,  a 
1’  imitation  de  la  combinaifon  du  tartre  avec  le  fer  & 
avec  i’  amimoine  ,  a  qui  on  a  donne  les  noms  de  tartre 
martial ,  &  de  tartre  emetique. 

Second  procede.  Je  pris  deux  onces  de  mon  precipit^ 
inercuriel  que  je  melai  avec  quatre  onces  de  ereme  de 
tartre.  Je  jettai  ce  melange  tout  a  la  fois  dans  une  grande 
quanti  te  d’  eau  bouillantej  je  foutins  ce  melange  quelque 
tems  fur  le  feu  ,  en  remuant  continuellement  :  je  fdtrai  & 
procedai  comme  ci-devant  j  il  refta  beaucoup  de  pr^cipite 
au  fond  du  vaifleau  ,  tout-a  fait  femblable  a  celui  de  l’ex- 
perience  precedente.  Le  tartre  mercuriel  que  j’obtins  cette 
fois-ci ,  ne  me  parut  pas  differer  en  rien  de  1’autre. 

Je  m’  arrete  ici  pour  faire  remarquer  5  que  quoique  le 
vaifleau  dans  lequel  j’  avois  fait  cet  eflai  n’  eut  pu  tenir 
aflez  d’  eau  pour  diffoudre  toute  la  ereme  de  tartre ,  le 
mercure  ne  laifla  pas  neanmoins  d’  £tre  entierement  dif- 
fous :  ce  qui  fait  voir  que  la  ereme  de  tartre  n’  a  pas 
befoin  d’  etre  diftoute  pour  agir  fur  le  precipite  mercuriel 
On  remarque  aulfl  la  meme  chofe  a  1’  egard  du  fer  & 


97 

da  cuivre  j  le  tartre  agit  fur  Ces  metaux,  &  s’y  unit  fans 
etre  diflous. 

Troifieme  procede.  Enfin,  apres  plufieurs  eflais,  je  trou- 
vai  que  le  meilleur  procede  etoit  celui-ci.  Prenez  une  once 
de  precipite  mercuriel  ,  triturez-le  avec  trois  onces  de  ere¬ 
me  de  tartre  ,  divifez  ce  melange  en  quatre  parts  ,  proje- 
tez-en  une  fur  deux  pintes  d’  eau  bouillante  dans  une  ter- 
rine  placee  au  bain  de  fable.  Des  que  P  ebullition  aura 
pafiee  ,  c’eft-a-dire,  apres  un  demi' quart  d’ heure  ,  filtrez , 
&  verfez  fur  ce  qui  reftera  au  fond  de  la  terrine  autant 
cY  eau  bouillante  que  la  premiere  fois.  Apres  un  momenr, 
filtrez  comme  auparavant ,  &  mettez  une  autre  part  du 
melange  dans  le  vaifTeau  •,  verfez  y  de  merae  deux  pintes 
d’eau  bouillante  ,  Sc  traitez  la  ainfi  que  la  premiere  ,  & 
iucceflivement  les  autres  de  la  meme  maniere ;  mettez 
toutes  vos  liqueurs  enfemble  &  faites  les  evaporer ,  pour 
en  obtenir,  par  criftallifation,  le  tartre  mercuriel.  De  cette 
maniere,  on  aura  cette  combinaifon  aufli  parfaite  qu5  il 
eft  poflible  de  Y  avoir. 

Malgre  cela  ,  ii  reftera  encore  au  fond  de  la  terrine  un 
peu  de  precipire  ,  que  j’  appelerois  volontiers  Panacee  ve- 
getal ,  par  rapport  a  /on  indiflolubilite  ,  mais  qui,  je  crois, 
n’  en  feroit  pas  moins  bonne  a  etre  employee  interieure- 
ment. 

Le  tartre  mercuriel  prepare  de  cette  derniere  maniere, 
a  vraiment  un  gout  mercuriel ;  il  noircit  aufli  d’  avantage 
au  foleil.  Je  n’oublierai  pas  quun  des  principaux  cara&e- 
res  de  cette  mariere  faline  eft  de  verdir  ie  firop  violat  j 
c’ eft  a  dire  ,  lorfqu’elle  eft  difloute  dans  l’eau.  Elie  fe  de- 
compofe  avec  la  plus  grande  facilire  par  1’  alkali  fixe,  qui 
sy  empare  du  tartre ,  &  le  mercure  fe  precipite  en  blanc : 
je  ferai  encore  obferver,  que  lorfqu’on  fait  cette  decom- 
pofuion  au  feu  ,  ce  precipite  devient  couleur  de  brique 
foncee. 
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II  ne  faut  pas  tant  de  ereme  de  tartre  a  ia  verite  pour 
difloudre  une  once  de  precipite  mercuriel ;  mais  comme  ce 
fel  n  eft  foluble  qu’  autant  qu’  il  fe  trouve  uni  &  une  plus 
grande  quandte  de  ereme  de  tartre  ,  ii  n’  eft  guere  pofli- 
ble  d  en  employer  moins  ,  Iorqu’on  veut  avoir  Ie  tartre 
mercuriel  par  Ia  criftallifadon.  Si  on  jugeoit  a  propos  d’en 
avoir  un  qui  fut  plus  charge  de  mercure  ,  deux  parties 
de  ereme  de  tartre  contre  une  de  mercure  fufiiroit ;  mais 
on  en  auroit  tres-peu  par  la  criftallifadon ;  ii  en  refteroit 
trop  en  precipite  au  fond  du  vaiflfeau  ,  a  moins  d’  emplo¬ 
yer  des  quantites  d’  eau  immenfesj  c’  eft  ce  qu’on  va  voir 
par  i’  expofition  que  je  vais  faire  du  peu  de  folubilite  de 
cette  madere  faline. 

Je  fis  pafler  fur  un  refidu  provenant  de  deux  parties  de 
ereme  de  tartre  &  d ’  une  de  mercure  ,  huit  pintes  d’  eau 
bouillante  i’  une  apres  1’  autre.  Ces  huit  pintes ,  evaporees 
jufqu’  a  ficcite  ,  n’  ont  donne  que  7.  gros  de  madere  ;  ce 
qui  ne  revient  qu’  a  foixante-trois  grains  pour  chaque  pinte; 
au  lieu  qu’une  pinte  d’  eau  diffout  prefque  deux  gros  de 
tartre  mercuriel  criftallife,  obtenu  par  Ie  procede  que  je 
viens  de  propofer  :  qu’  elle  difference. 

Ce  tartre  mercuriel ,  qui  avoit  refte  non  foluble  au 
fond  du  vafe  fur  lequei  j’ avois  fait  pafler  huit  pintes 
d’eau  bouillante ,  fe  trouvoit  bien  different  de  ce  qu’  ii 
etoit  auparavant  ;  de  blanc  qu’  il  etoit  d’  abord ,  ii  (e  trou¬ 
voit  noiratre  ;  il  paroiffoit  moins  falin  au  gout ,  &  il  fe 
diflfolvoit  parfaitement ,  &  promptement  dans  1’  acide  ni- 
treux,  ce  qui  me  Ie  fit  regarder  comme  n’etant  uni  qu’ 
a  tres-peu  de  tartre. 

D’ou Je  conclus  que  j’ avois  enleve  a  chaque  fois  que 
}  y  avois  verie  de  1  eau ,  la  portion  de  mon  tartre  mer¬ 
curiel  qui  etoit  la  plus  acide  ,  &  que  je  1’  avois  amene 
au  point  011  l’on  pouvoit  Ie  compofer  avec  le  turbith  mi- 
nerai.  En  effet ,  on  va  voir  que  c’  eft  une  propriete  re- 
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marquable  du  mercure  dans  toutes  les  corabmaifotis  qu’  il 
eontra&e  avec  les  addes  (aPexception  de  Paride  marin) 
de  fe  depouifler  de  fes  arides  de  plus  en  plus  par  les 
Ia  vages. 

Pour  me  confirmer  la-defTus ,  je  pris  quatre  onces  de 
tartre  mercuriel  criftallift  r^duit  en  poudre  j  je  les  mis 
dans  une  petite  terrine  ,  &  je  fis  paffer  defifus  fucceffive- 
ment  dix  pintes  d’eau  bouillante ,  ayant  eu  foin  de  bien 
decanter  P  eau  a  chaque  fois.  II  me  refta  a  la  fin  une  poudre 
grife  noiratre  ,  tout  a  fait  femblable  a  celle  qui  avoit  refte 
dans  la  terrine  dont  je  viens  de  parier.  Je  fis  enfuite 

evaporer  toutes  mes  eaux ,  pour  en  obtenir  ce  qu’  elles 

contenoient  de  mon  tartre  mercuriel.  La  premiere  criftalli- 
fation  que  j’  en  obtins  ,  fut  une  ereme  de  rartre  aflez  char- 
g£e  de  mercure  *  la  feconde  ne  fut  prefque  que  de  la 
ereme  de  tartre  pure.  Ceci  fuit  P  ordre  general  de  la 
criftallifation  des  fels.  Le  fel  le  plus  difficile  a  fe  diffoudre, 
elb  le  premier  a  fe  criftallifer.  Le  tartre  mercuriel  eft  in- 
comparablement  plus  difficile  a  fe  difloudre  que  Ia  ereme 

de  tartre  pure  ;  car  comme  je  P  ai  deja  fait  voir  Je  tar¬ 

tre  mercuriel  eft  d’  autant  moins  foluble,  qu’  ii  eft  charge 
d’  une  plus  grande  quantite  de  mercure.  En  cela  on 
voit  encore  une  parfaite  reffemblance  entre  le  tartre  mer¬ 
curiel  ,  &  toutes  les  autres  combinaifons  du  mercure  avec 
les  acides.  Le  fublime  corrofif  fe  diiTout  dans  Peau  deu¬ 
rant  plus  facilement ,  qu’ tl  comient  une  plus  grande  quan¬ 
tite  d’  acide  marin  ;  mais  le  mercure  doux,  &  la  panacee 
mercurielle  font  infolubles ,  parceque  ces  preparations  con- 
tiennent  trop  de  mercure. 

Si  les  fels  mercuriels  fe  depouillent ,  ainfi  que  nous  le 
voyons ,  de  leur  acides  par  les  lavages  ,  iis  ont  auffi  la 
propriete  de  fe  retablir  ,  lorfqu’on  leur  reftitue  Ia  quan¬ 
tite  d’acide  qu’on  leur  a  enleve.  Auffi  fis-je  pafter  peu 
a  peu  une  once  de  ce  tartre  mercuriel  indiflbiuble  a  tra- 
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vers  le  filtre  t  en  Ia  faifant  bouillir  fuccefiivement  avec 
des  demi  onces  de  cr£me  de  tartre  &  trots  pmtes  d’eau 
a  chaque  fois.  J’  employai  de  cette  maniere  quatre  onces 
de  ereme  de  tartre  $  &  Ie  tartre  mercurie!  que  j’  en  ob- 
tins ,  me  parut  tout  auiii  charge  de  mercure  que  les  au* 
tres  que  j’avois  obtenu  par  la  crifiallifation.  Ce  qui  fait 
voir  que  Ie  tartre  mercuriel  criitallife  ,  confient  bien  peu 
de  mercure  ,  pendant  que  celui  qui  rede  au  fond  du  vaifleau, 
apres  cetre  combiuaifon,  en  eft  furcharge. 

D’  apres  ces  proprieies  du  tartre  mercuriel  ,  je  devois 
£tre  porte  naturellement  a  examiner ,  fi  dans  la  combinai- 
fon  du  mercure  avec  Ie  vinaigre  j’ y  trouverois  les  ‘me- 
mes  cara&eres  de  reflemblanee.  En  effet ,  me  rappellant 
tout  ce  que  1’ expenence  rrTavoit  appris  la  defTus ,  je  vis 
avec  planir  cette  analogie  j  c’  eit  ce  que  je  confirmai  par 
de  nouveiles  experiences,  Je  eommengat  d’abord  par  met- 
tre  deux  onces  de  mon  precipite  mercuriel  en  diffolu- 
tion  avec  une  pinte  &  demi  de  bon  vinaigre  diftille  dans 
un  marras.  Je  fis  chaufier  ce  melange  a  un  bon  feu  de 
fable.  Le  precipite  mercuriel  ne  tarda  pas  a  etre  attaque, 
&  dans  tres-peu  de  tems  ,  je  vis  fe  former  a  la  furface 
de  la  liqueur  une  pellicule  criftalline  tres-confiderable  ;  j’y 
verfai  une  rres  grande  quantite  d’eau  chaude  a  defiein  de 
la  faire  dilToudre  ;  elle  difparut  effefclivement  *  mais  il  fe 
forma  au  boat  de  quelque  tems  au  fond  du  vafe  un  pre¬ 
cipite  beaucoup  plus  confiderable  que  celui  qui  y  etoit  au- 
paravant  la  difparition  de  cette  pellicule.  Ce  qui  me  don- 
na  lieu  de  croire  qu’  ii  s’etoit  fait  une  decompofition  de 
ce  fel  j  c’eft.a-dire,  qu’ ii  s’etoit  fait  une  feparation  de  la 
portion  la  plus  faline  d’avec  celle  qui  i’  etoit  moins  ■,  & 
cette  derniere  ne  pouvant  fe  tenir  en  difiolution  s1  etoit 
predpitee  au  fond  du  vafe.  Ainfi,  bien  lom  de  le  regar* 
der  comme  un  limple  precipite  mercuriel  qui  reftoit  tou- 
jours  indiffoiuble  dans  ,  cette  occafion,  comme  je  1’avois  cm 

avec 
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avec  bien  cT  autres  ,  je  le  regardai  au  contraire  ,  comme 
le  fel  mercuriel  de  vinaigre  avec  le  moins  d’  acide  poifi- 
Me.  C’eft  de  quoi  je  me  cotivainquis ,  en  en  faifant  la  fepa- 
ration  par  un  filtre  ,  fur  lequel  reda  ce  fel  mercuriel.  11 
etoit  jaunatre ,  au  lieu  que  la  pellicule  criftalline ,  qui 
avoit  difparu  par  F  addition  de  1’  eau  ,  6toit  blanche.  Je 
pris  ce  precipite  reffe  fur  le  filtre  lorfqu’ il  fut  fecj  je  le 
di vifai  en  deux, parties  j  j’ en  mis  une  dans  une  grande  ter- 
rine  ,  fur  laquelie  je  paffai  une  tres-grande  quandte  d’  eau 
bouillante  a  differentes  fois.  L’ eau  s’etant  chargee  de  Ia 
partie  la  plus  faline  de  ce  precipite ,  il  ne  reda  en  arriere 
qu’  une  poudre  noiratre  ,  que  je  comparai  a  celle  qui  avoit 
reffe  apres  les  lavages  du  tartre  mercuriel.  Je  remis  Fautre 
partie  de  mon  fel  mercuriel  de  vinaigre  dans  un  vafe  pla¬ 
ce  au  bain  de  fable ;  j’  y  verfai  a  pluiieurs  reprifes  du  vi¬ 
naigre  didille.  Je  parvins  a  en  diffoudre  beaucoup,  je  dis 
beaucoup  ,  car  je  ne  pus  empioyer  tout  le  vinaigre  qu* 
auroit  exige  fa  diffolution  radicale.  Apres  cela  je  fis  eva¬ 
porer  la  liqueur  qui  avoit  paffe  au  travers  du  filtre.  Lorfque 
j’en  eus  evapore  plus  de  la  moitie  ,  j’  en  obdns  une  cri- 
dalliiadon  en  forme  de  feuillets  talqueux  jaunatre ,  avec 
une  furabondance  de  vinaigre  \  mais  F  ayant  expofee  a 
fecher  fur  du  papier  a  filtrer ,  ce  fel  y  devint  bientot  par- 
faitement  neutre. 

On  voit  donc  ici,  que  tout  fe  prefente  de  meffle  que  dans 
d’  autres  combiuaifons  du  mercure  avec  les  acides  j  meme 
indiffolubilite  de  ce  fel  a  mefure  qu’  il  contient  d’avantage  de 
mercure  ■,  meme  tendance  a  fe  deeompofer  lorfqu’on  y 
fait  paffer  de  F  eau.  On  voit  encore  que  fans  cette  con- 
noiffance ,  on  rifque  de  travailler  en  aveugle  fur  cette 
combinaifon.  Et  il  ne  faut  pas  &tre  furpris  fi  ceux  qui  ont 
entrepris  de  faire  cette  combinaifon,  d’apres  M.  Margraf ,  ont 
rencontre,  en  la  faifant,  des  obftacles  qui  leur  ont  donne  ce 
fel  fous  differentes  formes  &.  fous  differentes  qualires.  Ceft  ce 
Mifc.  Taur.  Toni.  IV,  o 
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qui  m’  engage  a  propofer  un  moyen  d’avoir  cette  cora- 
binaifon  conflamment  de  Ia  meme  qualite.  Cela  ne  con- 
flfle  qu’  a  ne  pas  ntettre  de  1*  eau  fur  cette  diflblution  , 
ni  avant ,  ni  apres  qu’  elle  eft  faite  ,  &  a  enlever  !a  pel- 
licule  criftalline  lorfqffelle  eft  formee;  car  s’obftiner  a  la 
faire  difloudre  avec  de  Peau,  pour  la  faire  pafler  a  tra- 
vers  le  filtre  ,  c’  eft  vouloir  la  decompofer.  On  doit  en- 
fuite  ajouter  du  nouveau  vinaigre  fur  ce  qui  refte  au  fond 
du  vaiffeau  jufqu’  a  ce  qu’  on  ait  tout  diflous ;  ce  qui 
exige,  a  la  vbrite,  une  tres-grande  quantis  de  vinaigre.  Le 
fel  qu’  on  obtiendra  par  P  evaporation  de  toutes  ces  dif- 
folutions  raflemblees ,  diff^rera  de  beaucoup  de  celui  dont 
je  viens  de  parier  ,  en  ce  qu’  il  contiendra  plus  unifor- 
mement  de  mercure  ,  &  en  ce  qu’  il  fera  plus  criftallin  r 
&  plus  blanc  j  mais  aufli  il  fera  avec  un  exces  d’acide  t 
qui  peut  cependant  s’  en  feparer  aifement  par  les  papiers, 
Il  me  convient  pour  completer  toutes  ces  analogies  des 
differentes  combinaifons  du  mercure  avec  les  acides ,  de 
faire  voir  que  P  union  de  P  acide  nitreux  avec  le  mer¬ 
cure  ,  prefente  les  memes  phenomenes.  Il  eft  bien  £tonnant 
que  les  artiftes  qui  font  fi  familiers  avec  cette  diffolution 
depuis  tant  de  tems  n’  en  n’aient  pas  fait  mention  :  il  fem- 
ble  que  nous  foyonS  condamnes  a  ignorer  perpetuellement 
ce  qu’ il  y  a  de  plus  flmple  &  de  plus  commun  j  cepen¬ 
dant  rien  de  ft  aife  que  de  $’appercevoir  de  cette  proprie- 
te  dans  Punion  du  mercure  avec  P  acide  nitreux.  Si  oh 
lave  ,  foit  dans  Peau  chaude,  foit  dans  Peau  froide  des  cri- 
ftaUx  provenant  de  cette  diffolution  ,  on  voit  qu’  iis  fe 
decompofent,  iis  jauniffent  j  la  portion  Ia  plus  acide  fe  difc 
fout ,  pendant  qu’  il  fe  precipite  une  poudre  d’  un  jaune 
citron,  qu’on  peut  appeler  le  turbith  nitreux.  Mais  fi  au 
lieu  de  verfer  de  P  eair  tout  ftmplement  fur  ces  criftaux, 
on  y  verfe  en  meme  tems  quelque  gouttes  d’  acide  ni¬ 
treux  ,  bien  loin  qu’  il  s’  en  precipite  quelque  chofe,  tout 
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fe  diffout  au  contraire  avec  la  plus  grande  facilia ;  &  i  1 
riy  a  pas  m6me  d’ autre  moyen  de  pouvoir  diffoudre  ce 
fel.  J’ajouterai  de  plus,  que  j’  ai  obtenu  un  beau  turbith 
nitreux  par  une  maniere  bien  plus  firople ;  c’  efl  en  no- 
yanr  dans  de  1’  eau  chaude ,  une  diffolution  mercurielle 
ifaturee  autant  qu’  il  etoit  poflible  de  mercure  ,  &  con- 
centree  par  1’  evaporation. 

PREMI  ER  E  EXPERIENCE. 

Apres  cet  examen  ,  je  fis  plufieurs  autres  experiences  , 
a  deffein  de  combiner  differemment  le  mercure  avec  1’acide 
du  tartre.  La  premiere  que  je  fis  ,  fut  de  triturer  tres- 
long-tems  un  gros  de  mercure  avec  trois  gros  de  ereme 
de  tartre  dans  un  mortier  de  marbre.  Le  mercure  difpa- 
rut  a  la  verite  ,  mais  ce  n’ etoit  qu’une  fimple  divifion* 
■car  en  ayant  fait  bouillir  ce  melange  dans  de  1*  eau  ,  le 
mercure  refla  au  fond  du  vafe  fans  qu’  il  en  parut  le 
moindre  veflige  uni  a  cette  ereme  de  tartre. 

SECONDE  EXPERIENCE. 

Je  fus  plus  heureux  dans  la  feconde  experience ,  en 
imaginant  de  decompofer  le  fel  vegetal  fait  avec  la  cra- 
ye  par  une  diffolution  mercurielle  ,  pour  unir,  par  la  vo-* 
ye  des  doubles  affinites,  Tacide  du  tartre  avec  le  mercu¬ 
re.  J’ avois  .deja  eprouve  que  les  acides  purs  n’agiffent  que 
difficilement  fur  les  fels  qui  ont  pour  acide  la  ereme  de 
tartre  ,  ou  du  moins  qu’  iis  n’  en  degagent  pas  facilement 
la  ereme  de  tartre.,  comme  on  devroit  s’y  attendre:  tres- 
fouvent  les  liqueurs  reflent  claires  &  tranfparentes  lorfqu’ 
on  fait  ces  melanges :  ainfi  j’  etois  curieux  de  voir  ce  qu’il 
en  arriveroit  dans  cette  occafion,  Un  autre  motif  fe  joi, 
gnit  encore  a  celui-la  j  ce  fut  de  verifier  en  meme  tems 
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un  fait  tres-intereffant  du  memoire  du  crebre  M.  Margraf 
infere  dans  le  XX.C  volume  que  FAcademie  Royale  de  Berlin 
vient  de  publier.  Dans  ce  memoire  ,  qui  a  pour  titre :  Demon - 
ftration  de  la  pojjlbilite  de  tirer  Les  fels  alkaiis  fixes  du  tartre  par 
le  moyen  des  acides  ,  Jans  employer  Faci  ion  d\m  feu  vehement, 
M.  Margraf  rapporte,  qu’  il  a  obtenu  un  vrai  nitre  en 
verfant  de  1’  adde  nitreux  fur  le  fel  vegetal  fait  avec  la 
craye.  Je  pouvois  donc  efperer  de  voir  ici  d’une  part 
1’  acide  clu  tartre  s’  unir  au  mercure  ,  &  de  fautre ,  1’acide 
nitreux  s’  unir  a  la  bafe  de  ce  fel  telle  quelle  fut.  Je  pris , 
en  confjkjuence ,  une  certaine  quantite  de  ce  fel  diffous  dans 
1’eau;  j’ y  verfai  peu  a  peu  de  la  diffolution  mercuriellej 
il  s’  y  forma  auffitot  un  precipite  jaunatre  tres  confidera- 
ble.  Je  filtrai  la  liqueur  $  je  fis  pafler  de  1*  eau  fur  le  pre¬ 
cipite  refte  fur'  le  filtre  ,  &  je  mis  a  evaporer  cette  li¬ 
queur  fur  un  bain  de  lable.  Je  ne  pus  en  obtenir  des  cri- 
ftaux  diftin&s  ,  ce  qui  m’  obligea  a  la  faire  evaporer 
jufqu’  a  ficcite.  1 

Uayant  fait.,  je  paffai  de  1’ eau  chaude  fur  ce  refidujje 
filtrai  de  nouveau.  Il  refla  fur  le  filtre,  un  fel  que  je  ?ne 
pus  meconnoitre  pour  du  tartre  mercuriel ,  auffi  bien  que 
ce  qui  avoit  refte  fur  le  premier  filtre.  Je  fis  enfuite  eva¬ 
porer  la  liqueur  ,  laquelle  me  donna  un  vrai  nitre ,  mele 
avec  un  autre  nitre  a  bafe  de  craye.  Ce  dernier  s’  y  de- 
cela  par  1’  alkali  fixe  ,  qui  en  precipita  la  terre.  Voila 
donc  T  experience  de  M.  Margraf  bxen  confirmee,  en  me- 
me  tems  que  j’  obdens  la  combinaifon  du  mercure  avec 
F  acide  du  tartre. 


TROISIEME  EX  PERI  EN  CE. 
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Je  fus  conduit  par  la  a  operer  fur  la  ereme  de  tartre 
elle  meme  avec  la  diflblurion  mercurielle  ,  ce  qui,fuivant 
moi ,  devoit  en  meme  tems  jetrer  un  grand  jour  fur  la 
queftion ,  favoir  :  fi  1'alkali  fixe  exifie  tout  forme  dans 
la  ereme  de  tartre  ,  ou  s\  il  a  ite  produit  dans  /’  experien - 
ce  que  je  viens  de  rapporter.  Pour  cet  eflet ,  je  pris  trois 
onces  de  ereme  de  tartre  ,  que  je  fis  difloudre  dans  une 
fuffifante  quantite  d’  eau  ;  je  verfai  deflus  peu  a  peu  une 
difiolution  d’ une  once  de  mercure  dans  relprit.de  nitre : 
il  s’  y  fit  un  precipite  blanc  rres-abondant  :  je  filtrai  apres 
cela  la  liqueur  ,  je  la  mis  enfuite  a-  evaporer  ,  &  j’en  ob- 
tins,  en  premier  lieu,  des  criftaux  qui  etoient  du  tartre  mer- 
curiel  ,  &  a  la  fin  un  vrai  nitre  parfaitement  criflallife. 
Le  precipite  qui  etoit  refte  fur  le  filtre,  bien  examine ,  fe 
trouvoit  etre  egalement  une  combinaifon  de  1’  acide  du 
tartre  avec  le  mercure. 

11  eft  bon  d’  obferver  que  le  fel  de  nitre  qu’  on  ob- 
tient  dans  cette  experience  garde  conflamment  un  exces 
d’  acide  ,  qu’  il  n’  efl  pas  poflible  de  lui  enlever  autrement 
qu’  en  le  faturant ,  foit  avec  quelqu’alkali  ou  avec  quelque 
terre  abforbante. 

QUATR1EME  EXPERIENCE. 

Je  me  determinai  enfuite  a  faire  une  autre  experience 
fur  le  fel  de  feignette  ,  pour  voir  s’  il  y  auroit  quelque 
diflerence  dans  les  refultats.  Pour  cela  ,  je  pris  fix  gros 
de  fel  de  feignette  ;  les  ayant  fait  difloudre  dans  une  fuf¬ 
fifante  quantite  d’  eau  ,  je  verfai  deflus  une  diflolution  de 
trois  gros  de  mercure  }  j’  eus  un  precipite  tout  pareil  a 
celui  que  j'  avois  obtenu  par  la  derniere  experience  ,  & 
enfuite  quelque  criftaux  de  tartre  mercuriel ,  &  fur  la  fin 
du  nitre  quadranguLure, 
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Les  combinaifons  da  mercure  avec  Tacide  da  tartre  qui 
re  fu  Itent  dans  toutes  ces  experiences  different  de  beaucoup 
de  celles  ou  je  n’  avois  employe  d’  autres  moyens  que  Ia 
combinaifdn  immediate  de  Ia  ereme  de  tartre  avee  le  pre- 
cipite  mercuriel.  La  premiere  difference  qui  s’  y  trouve , 
c  eft  que  Ie  tartre  mercuriel  qui  en  rbfulte  eft  d’  une 
grande  blancheur ,  pendant  qu’il  eft  prefque  impoffible  de 
conferver  V  autre  blanc ;  i!  eft  toujours  plus  ou  moins  gris. 
La  feconde  ,  c’  eft:  qu’  il  fe  diffout  radicalement  dans 
Feau  ,  quoique  il  ibit  tres-difficile  a  fe  diffoudre,  puifque 
fix  pintes  cT  eau  n  en  ont  pu  diffoudre  que  demi  once. 
Enfin  une  autre  difference;  c’efl  qu’  il  fait  une  impreffion 
plus  vive  fur  la  langue  :  il  faut  cependant  obferver  que 
ce  fel  jaunit,  lorfque  ayant  ete  une  fois  difibus  dans  Teau,f 
on  en  obtient  des  criftaux. 

Les  differences  que  m1  offrit  ce  fel  ne  me  furprirent 
point  ?  au  contraire  je  m’y  attendois.  En  envifageant  dans 
Ia  ereme  de  tartre  une  bafe  alkaline,  il  eft  tout  a-fait 
probable  dans  ce  cas-ci  ,  ou  cette  bafe  a  ete  enle- 
vee ,  puisqffelle  s’  eft  unie  k  T  acide  qui  tenoit  le  mer¬ 
cure  en  diffolution ,  la  combinaifbn  mercurielle  qui  s’  y 
eft  faite  n’ a  du  T  etre  que  par  T  acide  pur  de  Ia  ereme 
de  tartre.  Au  lieu  que  dans  le  tartre  mercuriel  ordinaire 
que  j’  ai  deerit ,  toute  Ia  fubftance  de  la  ereme  de  tartre 
ie  trouve  unie  au  mercure.  D’ apr£s  ceia  je  fus  ^urieux 
d’  examiner  la  partie  acide  du  tartre  qui  s’etoit  unie  dans 
cette  occafion-ci  avec  le  mercure^  ce  qui  devoit  jetter 
un  grand  jour  fur  T  analyfe  du  tartre. 

T  ai  dit  ailleurs  que  le  tartre  mercuriel  eft  decompofe 
-avec  la  plus  grande  facilite  par  T  alkali  .fixe  :  je  refolus 
de  me  fervir  de  ce  moyen  pour  reconnoitre  la  nature  de 
T  acide  de  la  ereme  de  tartre.  Je  pris  pour  cela  des  pre- 
cipites  qui  s’ <£toient  formas,  tant  dans  le  tems  quej’avois 
decompofe  le  fel  vegeta!  &  de  feignette  par  la  diffolution 
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mercurielle ,  que  de  celui  que  j’  avois  obtenu  de  la  ere¬ 
me  de  tartre  pure  j  je  Jes  mis  dans  une  terrine  avec  de 
1*  eau  bouillante  que  j’  expofai  fur  un  bain  de  fable  chauf- 
fe ;  je  verlai  deflus  de  1’  alkali  fixe  refous  en  liqueur  s  la 
couleur  blanche  difparut  bientot ,  &  il  s’  y  forma  un 
precipite  de  mercure  couleur  de  brique  fonc^e.  Quand  je 
m’ appercus  qu’  ii  y  avoit  tout  autant  d’alkali  fixe  qu’ il 
en  falloit  pour  d^compofer  mon  fei  mercuriel,  je  filtrai 
la  liqueur,  &  je  1’evaporai.  J’en  obtins  une  efpece  de 
fel  vegeral ,  que  je  ne  pus  pas  faire  eriftallifer :  il  me  pa- 
rut  tenir  le  milieu  entre  le  fei  veg&ai  ordinaire  &  la 
terre  foliee  de  tartre.  Pour  acquerir  quelques  connoififan- 
ces  de  plus  fur  la  nature  de  1’ acide  qui  conftituoit  ce 
fel ,  je  r^folus  de  le  f^parer  de  nouveau  de  la  bale  que 
je  lui  avois  donn^  par  le  moyen  de  1’  huile  de  vitriol,  & 
de  1’enlever  s*  il  etoit  polfible  par  la  diftillation.  Je  mis 
en  con&quence  mon  fel  hien  deffeche  dans  une  petite 
cornue  de  verre  tubulae  $  j’  y  iutai  un  petit  balon  ,  &  je 
verfai  par  la  tubulure  la  moitid  de  Ion  poids  d’  huile  de 
vitriol  delayee  dans  un  peu  d’  eau  j  je  pouflai  le  tout  a 
Ia  diftillation.  Il  monta  un  Flegme  acidule,  lentant  fodeur 
d^fagr^able  du  tartre  lorfqtfon  le  bfule.  Je  fatura!  ce  Fleg¬ 
me  acide  avec  un  peu  d’alkali  fixe  $  il  devint  auflitot  d’une 
couleur  jaune  verdatre.  L’ayant  fait  evaporer  dans  une 
petite  capfule  de  verre  $  il  me  refta  un  peu  de  fel  fi  de- 
fagreable  au  gout  ,  qu7  il  me  fembloit  qu7  on  mettoit  du 
tartre  brule  fur  la  langue.  Voila  tout  ce  que  je  puis  dire 
a  prefent  fur  les  parties  conftituantes  du  tartre. 

Je  pafte  maintenant  a  un  autre  objet ,  qui  doit  faire 
une  fuite  neceftaire  de  ce  memoire  $  c’eft  Ia  combinaifon 
du  mercure  avec  1’  acide  du  vinaigre.  Puifque  j’  ai  deja 
parle  de  certe  combinaifon,  il  eft  jufte  que  j’expofe  ici,  que 
le  meme  moyen  dont  je  viens  de  parier  pour  unir  1’  acide  du 
tartre  avec  le  mercure,  reuflit  egalement  bien  pour  combiner 
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1  acide  du  vmaigre  avec  Ie  mercure.  Pour  falre  certe  .minn 
je  pn.  fi*  gros  de  terre  foliee  de  tartre ;  je  les  fis  d  ’ 
foudre  dans  beaucoup  d’ ean  chaude ,  &  e  verfai  de£ 
Pe“  a  P!.u„une  diffolution  de  trois  gros  de  mercure-  il 
parut  auffitdt  u„  precipite  jaunitre ;  fe  filtrai  Ia  liqueur’,  & 
l  obttns  enfuite,  par  lMvaporatton ,  le  plus  beau  fel  mer- 
cunel  qu  il  f01t  pofiible  d’  avoir.  11  sStoir  en  beaux  feuil- 
lets  talqueux  tres-blanc  ,  mais  il  jauniffoit  dans  1' eau  com¬ 
me  1  autre  :  il  refta  fur  Ia  fin  du  nitre.  Voila  donc  un 
nouveau  moyen  tfobtenir  le  fel  mercurie! ,  qui  meriteroit 
affurement  la  preference  ,  fi  Ia  terre  foliee  etoit  pas  un 
objet  un  peu  trop  difpendieux.  ■ 

Dans  ce  procede  ,  comme  dans  ceuxque  je  viens  d’ex- 
po  er  pour  obtemr  Ia  combinaifon  du  mercure  avec  l’acide 
du  tartre  les  dofes  que  je  prefcris  m’ ont  toujours  parti 
les  plus  juftes.  Mais  il  eft  neceflaire  d’  avoir  deard  a  Ia 
quantae  d’ acide  que  doit  contenir  la  dilfolution  mercu- 
nelle  :  il  faut  qu  elle  n’  en  contienne  pas  d’  avantage  que 

memUi|1  ^  P°“j  'T'  le  rmercure  en  diffolutionfautle- 
ment  y  aurott  de  la  confufion;  car  1’excedent  de  1’acide 
mtreux  rettendroit  une  portion  du  mercure  ,  &  par  14 

tartre?7610”  “  l’ ^  du  VlnaiSre  1’  acide  du 
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LETTRES 

De  D.  M.  Roffredi  Abbe  de  Cafanova  a  M/  L .  C.  D .  S, 
fur  les  nouvelles  obfervations  microfcopiques 
de  Mi  Needham ,  &  fes  notes  fur  les 
Recherches  de  M.r  Spoliandam. 

I.  J  ai  lu  ,  Monfieur  ,  avec  toute  Fattention ,  dont  je  Tuis 
capable  ,  les  notes  ,  011  les  remarques  ,  que  M.  Nee - 
dham  vient  de  donner  au  public  fur  les  cUcouvertes  micro¬ 
fcopiques  de  M.  I' Abbe  Spallanqani  ;  &  puiFqu’en  nFenvoyant 
ce  livre  ,  vous  iiFavez  charge  de  vous  en  donner  mon 
Fentiment ,  je  vous  le  dirai  fans  detour ;  car  je  fais  bien 
qu’un  PhiloFophe  tel  que  vous ,  ne  peut  trouver  rien  de 
bon,  s’ il  n’  y  appergoit  la  veriti. 

II.  Vous  n’  ignorez  pas ,  Monlieur ,  que  lorfque  M, 
Needham  mit  au  jour  en  1750.  fes  decouvertes  interejfan * 
tes  fur  la  compofition  ,  &  la  decompoftion  des  corps  organi* 
fes  ,  ii  ne  s’  etoir  propoFd  que  de  donner  un  petit  effai 
,,  qui  ne  devoit  £tre  confidere ,  difoir- il  „  que  comme  une 
„  legere  efquifle  d’un  ouvrage  futur ,  (1)  comme  une 
^bauche  de  ce  qu’  il  fe  propoFoit  de  publier  dans  la  Fuite , 
(1)  &  que  pour  lors  il  s’  etoit  born£  a  une  courte  ex- 
poiition  de  Fes  oblervations ,  (5)  fe  refervant  d’en  donner 
un  grand  nombre  d’ autres  ,  qu’ il  avoit  par  devers  lui, 
dans  l1  ejfai  qu  il  efperoit  de  publier  dans  la  fuite  avec  plus 
d'  exaclitude  (4).  Vous  connoiilez  de  meme  quels  ont  ere 
les  jugemens  des  favans  Fur  les  obFervations  microFcopi- 
ques  qui  Fervoient  d’appui  a  Fes  decouvertes  intereffantesj 

FO  Pr^face  p.  10. 

y)  Obferv.  145, 

(3 J  a6.  p.  208. 

VU  P.  240. 

Mifc.  Taur,  Tom.  IP. 
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on  a  cru  generalement  que  leur  auteur  s’  en  etoit  lailfe 
inqofer ,  plus  encore  par  une  theorie  imagmee  anterieure- 
ment  a  toures  obfervations  ,  que  par  des  effets ,  propres 
de  leur  nature,  a  jetter  dans  1’erreur  un  obfervateur  exa6f; 
ce  qui  devoit  naturellerdent  porter  M.  Needham  a  s’aequitter 
de  fes  engagemens  envers  le  public  ;  d’autant  plus  qu’  il 
ne  pouvoit  pas  manquer  de  materiaux  pour  1’  entretenir 
puifque  dans  une  lettre  de  t;6i.  a  M.  Bonnet,  il  p  af- 
furoit  „  d’  avo.it  fouvent  repete  les  memes  experiences  aveo 
r>  le  meme  fucces  „  (  5  )  &  TIui  faifoit  efperer  des  eclair- 
ciffemens  importants,  &  propres  a  donner  une  nouvelle 
force  a  fes  prenderes  obfervations  fur  1’ origine  des  ani- 
malcules  microfcopiques.  „  Encore,  difoir  il ,  depuis  peu 
„  un  Profeffeur  de  Reggio  vient  de  m’  ecrire  ,  qu’  il  a 
i-t  precifement  les  memes  obfervations  ,  auxquelles  il 
„  en  a  ajoute  plufieurs  a  utres  pour  confirmer  mes  fenti- 
yr  mens  la-deffus.  II  va  les  publier  en  forme  de  iettres,& 
vous  les  verrez  bientot  „  Or,  pendant  que  le  public  en¬ 
core  incertain  de  Ia  vraie  valeur  de  ce  grand  nombre 
dy  obfervations  que  M,  Needham  gardoit  foujours  par  devers 
Jui ;  pendant ,  qu’au  Jieu  des  lettres  du  Profeffeur  de  Reg¬ 
gio,  il  avoit  vu  paroitre  la  diflertation  du  Profelfeur  de 
Mod^ne  ,  M.  1’Abbe  Spallanzani,  qui  dans  fes  nouvetles  re- 
ckerches  fur  les  etres  microfcopiques ,  loin  d’appuier  les  arv 
ciennes  obfervations  de  M.  N.  en  avoit  montre  le  foible; 
pendant  que  1’  on  s’  inr^reffoit  de  plus  en  plus  a  tout  ce 
qui  pouvoit  fournir  des  lum  i  e  res  pour  le  denouement  de 
cette  fameufe  queftion  enfin  le  fufdir  M,  Needham ,  apres 
avoir  montre  tant  d’  indifference  pour  les  fouhaits  du  public, 
vient  de  rompre  fon  profond  filence.  Il  entreprend  de 
traiter  de  nouveau  la  queftion  de  1’  origine  des  animal- 
cules  microfcopiques  $  il  critique  les  obfervations  de  M. 


( 5 )  Bonnet  confid,  Tom,  II,  p,  213, 


1’Abbe  Spallanzani ,  &  il  y  oppofe  des  raifonnemens ;  mais 
quant  a  ce  grand  nombre  d’obfervations  qu’  il  avoit  faites 
depuis  vingt  ans ,  &  que  Pon  avoit  tant  envie  d’appren« 
dre  ,  il  n’  a  pas  encore  juge  d’  en  dire  le  mot ,  &  cta 
diroit  qu’  il  penfe  que  les  favans  font  affes  inftruits  ,  des 
qu’  il  favent  que  touc  doit  &tre  comme  il  Pavoit  ddja  dit. 

III.  Mais  fi  j’  ai  et£  un  peu  furpris  de  n’  avoir  pas 
trouve  dans  1’  ouvrage  en  queftion  ,  les  obfervations  qui 
devoient  naturellement  y  tenir  la  premiere  place  ,  je  1’  ai 
ete  encore  plus  d’  y  avoir  rencontre  tant  de  chofes  aux* 
quelles  je  ne  m’  attendois  aucunement.  On  favoit  bien  que 
cet  auteur  avoit  une  efpece  de  paflion  pour  fa  maniere 
de  penfer  fur  les  marieres  qui  regardent  la  metaphyfique, 
mais  il  n’  avoit  pas  encore  donne  de  certaines  marques 
de  mepris  au  defavantage  de  ceux  qui ,  dans  ces  que- 
ftions ,  fe  permettent  la  liberte  de  penfer  differemment , 
comme  il  vient  de  le  faire  dans  fon  dernier  ouvrage  que 
j’  ai  fous  les  yeux.  On  diroit  qu’  il  en  veut  a  totis  ou  a 
prefque  tous  les  favans  $  mais  c’efl  principalement  contre 
les  philofophes  du  fiecle  que  portent  fes  traits  les  plus 
pergans.  Ce  ne  font  pas  des  mots  echappes  dans  la  cha* 
leur  de  Ia  difpute ,  ou  des  manieres  dquivbques  de  s’ex- 
primer,  mais  ce  font  plutot  des  duretes  recherchees  dont 
il  a  fait  choix',  qui  ne  peuvent  avoir  d’autre  but  que  celui 
de  faire  fentir  aux  philofophes,  que  tout  favant  qui  n’eft 
pas  dans  fes  principes  ,  doit  ,  par  cela-m&me  ,  avoir  un 
efprit  borne  &  fort  rempli  de  prejug^s.  Je  ne  me  ferai 
pas  un  devoir ,  Monfieur ,  d*aller  cueillir  certe  efpece  de 
fleurs  qui  font  difperfees  dans  le  livre  de  M.  Ncedham , 
mais  je  dois  pourtant  vous  en  donner  quelques  petirs 
echanriilons  par  lefquels  vous  puiffiez  juger  du  refte. 

IV.  Si  vous  voulez  d’abord  un  effai  de  V  efprit  qui  re- 
gne  dans  cet  ouvrage  ,  je  vous  prie  de  jetter  les  yeux 
for  ce  qu’ il  dit  de  Defcartes  a  la  page  zo6<  v  Defcar.tes 
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„  paroit,  &  pour  ne  pas  tomber  dans  rinconvenient  d*une 
,,  efpece  de  generation  equivoque  des  idees ,  autant  que 
pour  affermir  Ia  morale  .  .  .  il  imagine  Ia  fablc  des  idees 
„  innues  qu’  ii  reprefente  grojjierement  fous  la  notion  de 
„  traces  materielles  dans  nos  cerveaux. ,,  Je  crois  que  ce 
doit  &tre  la  premiere  fois  que  Pon  a  range  Defcartes  parmi 
ces  gens  qui  donnent  dans  des  groffieretes. 

V.  On  fait  que  1’  hypothefe  des  germes  preexiftans  a 
ete  le  fyfteme  favori  des  plus  grands  philofophes  du  fiecle 
paffe  Sc  du  courant.  Je  veux  bien  que  cela  ne  foit  pas  une 
raifon  affes  forte  pour  nous  obliger  a  Padmettrej  mais  du 
moins  paroit  il  qu’elle  devroic  en  etre  une  pour  nous  engager 
a  en  ufer  avec  de  certains  egards ,  qu’un  merite  fuperieur 
a  toujours  droit  d’  attendre  de  ceux  meme  qui  font  dans 
des  opinions  differentes,  M.  Needham,  plus  que  tout  autre  , 
devoit  faire  attention  a  ce  que  je  viens  de  dire  j  lui  qui 
veut  pafler  pour  difciple  de  Leibnitzj  car  pour  peu  qu’il 
ait  lu  de  ce  Philofophe  ,  il  ne  devoit  pas  ignorer  qu’  il  ait 
toujours  foutenu  la  preexiftence  des  germes  comme  une 
partie  effentielle  a  fon  fyfteme.  Or  voyons  comraent  notre 
auteur  s’  exprime  fur  cette  hypothefe.  ,,  Ceft  une  pure 
„  defaite  peu  digne  d’un  Phyficien  .  .  .  rien  moins  que 
„  fcientifique  .  .  ,  &  fi  nos  connoiffances  en  phyfique ,  a 
99  mefure  qu’elles  fe  generalifent ,  doivent  fe  refoudre  en 
5,  pareilles  defaites  ,  rien  n’eft  plus  futile  qu’une  philofo- 
„  phie  qui  ne  mene  a  rien  „  (  6  ).  Mais  cette  hypothefe, 
cette  philofophie  qui  ne  mene  a  rien,  nous  meneroit  pour- 
tant  a  affermir  de  plus  en  plus  la  demonftration  du  pre- 
mier  des  principes  de  la  religion.  Cependant ,  felon  les 
principes  de  M.  Needham,  cette  maniere  de  raifonner  eft 
pitoyable,  meme  a  1’  en  croire,  elle  eft  ridicule.  Ecou- 
tons-le„.  Pour  prevenir  les  calomnies  &  les  prejuges  ri- 
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„  dicules  de  ceuxqui,fous  le  pretexte  de  venger  les  droits 
„  de  la  divinit^  ,  nT  ont  cherehe  qu’  a  detruire  notre  fy~ 
5,  fietne  fur  la  generation ,  il  eft  abfolument  necefiaire 
„  &c.  „  (  7  ). 

VI.  Notre  auteur  voudroit  dans  les  Philorophes  un  peu 
plus  de  retenue  lorfqu’  il  s’agit  de  rejeter  des  defcriptions 
que  les  voyageurs  nous  donnent  ,  &c  qui  paroificnt  FaufTes 
&  bizarres,  telle  ,  par  exempte  ,  que  celle  de  Guillaume 
Pifon ,  de  Ia  fauterelle  Louva  Deos  qui  fixe  fes  pieds  en 
terre ,  y  prend  racine  &  devient  une  piante.  (  8  )  La  ma¬ 
xime  peutetre  Fort  bonne;  feulement  il  refie  a  Favoir  fi  on 
l’a  Fuggeree  par  Famour  FeuI  de  la  verite  ;  Fur  quoi  il  eft 
jufte  de  s’en  rapporter  a  1’  auteur  meme,  qui  dans  cette 
occafion  a  bien  voulu  nous  devoiler  1’  interieur  de  Fon 
cceur.  7,  Je  Fuis  d’autam  plus  porte  ,  dit-il  „  a  Faire  cette 

remarque  .  .  *  que  je  fuis  bien  aife  d  avoir  occafion  de 

relever  un  deFaut  qui  revient  trop  Fouvent  dans  nos 
,,  ecrivains  modernes.  Dum  vitant  Jlulti  vitia  in  contraria 
ruunt  (9).  Etre  bien  aiFe  de  relever  des  deFauts!  Cela  ne 
paroit  pas  de  Ia  bonne  philoFophie, 

VII.  Cependant  je  ne  nFarreterai  pas  Fur  de  pareiis 
traits ,  ni  Fur  tant  d’  autres  de  meme  nature ,  qui  Fe  pre- 
Fentent,  a  la  verite,  un  peu  trop  Fouvent  dans  1’ ouvrage 
que  j’ examine,  mais  que  l’on  pourroit  peut  etre  excuFer, 
en  FaiFant  attention  que  Fon  auteur  y  a  voulu  paroitre 
comme  un  Favant  qui  penFe  avec  Force  ,  Sc  s’exprime  par 
confequent  avec  une  FranchiFe  pleinement  philofophique. 
LiFez  Monfieur,  &  admirez  le  tour  qu’  il  a  donne  a  une 
petite  le$on  qu’  il  nous  Fait ,  pour  nous  apprendre  le  peu 
de  cas  qu’un  vrai  PhiloFophe  doit  Faire  des  louanges  & 
des  exprefiions  obligeantes  ,  dont  on  pretendroit  1*  honorer. 
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„  Si  je  n’  etois  pas  parfaitement  au  fait  du  peu  de  valeur 
„  que  1’  on  doit  actacher  aux  eloges  trop  interefles  des 
„  Pliilofophts  modernes  ,  dont  Ia  foiblelfe,  en  ce  point, 
„  egale  pour  le  moins  celle  des  litterateurs  pedantefques  du 
„  feizieme  fiecle ,  &  dont  le  public  elt  Ia  dupe  en  tout 
„  temps ,  je  devrois  rougir  des  louanges  exceflives  dont 
»  je  me  trouve  accable  par  M.  PAbbe  Spallanzani  dans  tout 
„  le  cours  de  cet  ouvrage.  Je  le  connois  perfonnellement , 
„  &  je  le  connois  comme  un  Philofophe  integre,  tres- 
»  eftimable  a  tous  egards.  Je  Iui  dois  par  confequent  des 
„  remercimens ,  mais  c’  eft  en  avouant  avec  franchife  que 
„  le  mauvais  exemple  de  nos  philofophes  Pentraine  bien 
„  au-dela  du  vrai,  &  que  fon  ftyle  en  fait  de  louanges, 
„  fent  trop  le  vice  puerile  du  fiecle.,,  (io). 

VII I.  II  ne  fied  pas  ma!  a  un  vrai  Philofophe  d’  ecrire 
avec  une  certaine  franchife  ■,  il  faut  pourtant  avouer  qu’elle 
doit  avoir  des  bornes ,  au-dela  des  quelles  ii  n’  eft  pas 
permis  de  paifer  fans  s’  expofer  a  rencontrer  des  Philofo¬ 
phes  auffi  portes  a  la  franchife  &  qui  fe  croiroient  auto- 
rifes  a  employer  des  expreffions  que  nous  avons  cru  nous 
devoir  interdire.  Je  fais  cette  remarque  parcequ’  ii  me 
paroit ,  que,  fur  cet  article,  M.  Needham  a  un  peu  excede, 
&  qu’  il  auroit  du  en  quelque  occafion  moderer  cette  vi- 
vacite  d’  imagination ,  qui  ne  lui  a  pas  toujours  permis 
d’  eftimer  au  julte  la  vdritable  force  des  coups  qu’il  a  pre- 
tendu  porter  contre  la  plupart  des  Philofophes. 

IX.  Voici  ,  Monfieur  ,  un  endroit  de  fon  livre  que 
j’  aurois  bien  voulu  qu’  il  eut  fupprime  $  d’autant  plus  que 
la  penlee  qui  y  renfermee  ,  a  fort  Pair  d’une  pure  fa- 
tyre  qui  ne  mene  a  rien  pour  le  developement  des  ma¬ 
neres  en  queilion.  „  Ceux  ,  dit-il,  qui  peut-etre  ne  con- 
„  noiffent  pas  encore  affez  la  philofophie  de  Leibnicz  peu* 
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,,  veut  jetter  les  yeux  fur  les  injlitutions  Leibmtiennes  ,  ou 
„  precis  de  la  Monadologie .  Je  penfe  qu’  il  eft  impoffible 
5,  a  celui  qui  aura  Ja  force  d’  efprir  neceftaire  pour  faifir 
„  cette  metaphyfique  fublime  de  refufer  de  s  y  rendie. 
„  Je  confeillerai  en  meme  temps  a  celui  qui  ne  1’  enten- 
„  dra  pas  de  s’en  tenir  en  tout ,  a  la  foi  du  CharBon- 
,,  nier,  tk  de  ne  jamais  poufler  fes  recherches  en  philofo- 
„  phie  ,  en  morale  ,  ou  en  religion  au*dela  de  ce  qui  eft 
,,  palpable,  &  fenfible.  (ii)  Voila,  Monfieur ,  un  dd- 
cret  des  plus  tranchans.  Ceux  qui  ne  font  pas  Leibnitiens, 
font  voir  par-la  quils  n’  emendent  pas  cette  metaphyfique; 
car  il  eft  impofiible  a  celui  qui  aura  Ia  force  d’  efprit  nd- 
ceflaire  pour  Ia  faifir  ,  de  refufer  de  s’  y  rendre  ;  &  ceux 
qui  ne  F emendent  pas  doivent  fe  borner  a  s’en  tenir,  en 
tout,  a  la  foi  du  Charbonnier.  Que  diroit  le  celebre  Clarke, 
lui,  qui  a  la  tete  des  Philofophes  Anglois,  foutenoit  contre 
Leibnitz  de  ne  rien  comprendre  a  fa  do&rine  des  Mona^ 
des?  (i  z)  Encore  cette  faillie  feroit-elle  fupportable ,  (i  de 
nos  jours  la  metaphyfique  Leibnitienne  eut  pris  le  deffus  , 
au  moins  fi  elle  etoit  un  peu  plus  repandue  parmi  les  fa- 
vans  de  ce  qu’elle  ne  F  eft  en  effet  :  mais  c’  eft  un  fait 
connu  ,  qu’  il  eft  fi  rare  de  rencontrer  hors  de  FAllema- 
gne  un  Philofophe  Leibnitien  que  cela  paffe  pour  une  ef- 
pece  de  phencmene.  AV  en  tenir  donc  au  Confeil  que 
M.  Needham  a  bien  voulu  donner  aux  favans  de  FEurope, 
il  feroit  fort  a  propos  qu’  iis  fe  bornaffent  deformais  a  la 
foi  du  Charbonnier,  fans  jamais  fe  meler  de  poufler  leurs 
recherches  en  philofophie,  en  morale,  ou  en  religion  au- 
dela  de  ce  qui  eft  palpable  &  fenfible. 

X.  Cependant  ,  que  direz-vous,  Monfieur ,  fi  je  pretends 
vous  foutenir,  que  malgre  Fopinion  de  Monfieur  Needham 
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qu’  ii  n’  y  ait  de  bonne  metaphyfique  que  celle  de  Leibnitz  ? 
(15)  malgre  ces  beaux  mors  <£  et  res  fimples  ,  e  tres  r’pre - 
fentatifs  ,  raifon  fuffifante  ,  harmonie  preetablie  dont  il  (e 
fert  $  malgrd  aufli  le  choix  qu’  il  a  fait  de  la  fameufe 
devife  de  Leibnitz  fungar  vice  cotis ,  pour  en  orner  le 
frontifpice  de  fon  dernier  ouvrage  ;  {\  je  pretends  ,  dis  je, 
vous  foutenir  que  M.  Needham  n’  eft  rien  moins  que  Lei- 
bnitien  ?  que  les  principes  de  fa  philofophie  font  prefque 
toujours  en  oppofttion  avec  ceux  du  Philofophe  de  FAlle- 
magne  ?  Il  fe  pourroit  bien  que  du  premier  abord  vous 
prifliez  mon  affertion  comme  quelque  chofe  qui  fentiroit 
un  peu  le  paradoxe,  d’autant  plus  que  M.  Needham  aflure 
formellement  d’  avoir  etabli  fes  principes  metaphyjiques  fur 
les  premiers  elemens  de  la  matiere  d’apres  Leibnitz  (t  4),  mais 
quand  je  ne  voudrois  pas  me  fervir  d’  une  reponfe  fort 
naturelle  ,  qui  eit  de  dire  qu’  il  s’agit  d’  un  point ,  que 
Ton  ne  doit  pas  decider  par  autorite  ,  il  m’en  relteroit 
toujours  une  tres-forte  &  tres-admiffible  ;  &  e’eft  M.  Nee¬ 
dham  lufmeme  qui  peut  me  la  fournir  dans  fon  ouvrage 
des  obfervations  microfcopiques  auquel  il  nous  renvoit 
dans  ce  meme  endroir.  Lifez ,  Monfieur  ,  le  paffage  qui 
fuit,  &  enfuite  vous  me  ferez  1’honneur  de  me  dire  fi 
vous  jugez  que  M.  Needham  ait  toujours  penfe  d’  avoir 
puife  fa  metaphyhque  dans  celle  de  Leibnitz.  ,,  Ceux  qui 
„  n’ont  pas  une  connoiffance  exa&e  &  diflincle  de  ce  que 
„  Platon,  Cudworth,  Greu  ,  Mallebranche,  Leibuit^y  Ber- 
„  cklei  ,  &  Pope  ont  ecrir ,  particuliej  ement  fur  cette 
„  partie  de  la  philofophie  ,  ou  les  puiffances  phyfiques  les 
„  plus  elev^es  commencent  a  s’  allier  avec  les  dernieres 
„  caufes  metaphyliques ,  diront  indifferemraent ,  feion  que 
„  les  penfees  de  quelques  uns  de  ces  favans  feront  alors 

(13}  Notes  fur  ies  Decouv.  microfcop.  p.  146. 

(M)  NouveJIes  rechwches  phyf,  &  m£caph,  fur  h  nature  v,  p.  33. 
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„  prefentes  k  leur  efprit ,  que  je  n’  ai  fait  que  renouvei- 
„  ler  les  idees  de  tel  ou  de  tel  Philofophe  ,  qui  n’  ont 
j,  jamais  ete  generalement  relues ,  &  qui  font  mainte- 
„  tenant  prefqu’obliees.  Mais  .  .  ,  il  n’  y  a  pas  deux  de 
„  ces  auteurs  qui  s’accordent  parfaitement 9  &:  la  plulpart 
„  d’  entre  eux  etablififent  des  principes  dire&ement  con- 
„  tradi&oires  a  tout  le  relle.  II  efi  vrai  que  mon  Jifteme 
,,  paroit  avoir  ,  &  a  en  effet  quelque  chofe  de  ceux  de  tous 
,,  ces  Phiiofophes  ,  mais  cependant  il  en  ejl  fort  different 
„  ....  Cette  legere  reflemblance  dans  les  idees  qu’  ii  pa- 
„  roit  y  avoir  entre  eux  &  moi  ,  n’  eft  pas  pius  grande 
5,  que  celle  qu’ iis  ont  les  uns  avec  les  autres.,,  (15)* 

XI.  C  elt  1’  exa&e  verite  qui  eft  peinte  dans  le  paftage 
que  je  vi  ens  de  produire  ,  &  je  n’  infifterois  pas  d’  avan- 
tage  fur  ce  point  fi  je  ne  vovois  qifen  entrant  la-deftus 
dans  queiques  details  propres  a  faire  cornprendre  roppofition 
qui  fe  rencontre  entre  la  metaphylique  de  Leibnitz  ,  & 
celle  de  M.  Needham  ,  je  pourrai  donner  en  meme  tems 
des  ^clairciftemens  fur  les  vrais  principes  de  celui-ci ;  prin¬ 
cipes  qui  font  detailles  dans  fon  livre  des  nouvelles  objer - 
vations  fur  la  gener  at  ion  ,  la  compojition  &  la  decompofition 
des  fubjlances  animales ,  &  veget  ales  qu’on  a  imprime  a 
Paris  en  1750.,  &  au  que!  il  nous  renvoit  toujours  tant 
pour  ce  qui  regarde  la  metaphylique  ,  que  pour  ce  qui 
fe  rapporte  a  fes  obfervations  microfcopiques,  A  la  verite 
M.  FAbbe  de  Lignac  a  'employe  la  cinquieme  partie  de  fes 
lettres  a  uti  Ameriquain  a  Fexpofition  ,  &  a  la  refutation 
des  principes  metaphyliques  de  notre  aiiteur ;  mais  il  eft 
aife  de  cornprendre  ,  des  le  commencement  meme  de  fon 
ouvrage  que  Fon  ne  doit  pas  s’attendre  d’  y  trouver  Ia 
Hiatiere  mile  dans  un  certain  jour,  car  il  debute  par  dire 
ne  vous  flattez  pas  de  cornprendre  le  fyfteme  que  je 

Cz5)  Nouvelles  obfcrv.  microfcop.  p.  2 69. 
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„  vais  voiis  expofer  ;  je  me  propofe  uniquement  de  vou& 
„  faire  fentir  qu’  il  eft  d’  une  obfcarire  innacceflible.  „  II 
dit  encore  dans  le  corps  de  Pouvrage  ,  „  ne  cherchons 
,,  point  a  entendre  M.  Needham  ,  ce  ieroit  entreprendre 
„  P  impoffible  y  mais  tachons  de  decouvrir  par  quels  fen- 
„  tiers  ,  au  par  quels  egaremens  il  eft  arrive  a  une  phi- 
„  lofophie  fi  extraordinaire.  „  ( 1 6)  Cetoit  precifement  ce 
qu’  il  falloit  faire ,  mais  c’  eft  ce  que  M.  de  Lignac  n’  a 
point  fait. 

XII.  Je  commence  maintenant  mon  examen  par  remar- 
quer  qu’ala  rigueur  il  ne  feroit  pas  meme  necefiaire  de 
connoitre  a  fond  les  deux  fiftemes  ,  celui  de  M.  Leibnitz 
&  celui  de  M.  Needham  pour  fe  convaincre  de  la  diffe- 
rence  eftentielle  qui  doit  y  avoir  de  Pun  a  Pautre,  Des 
que  Pon  fait  que  les  principes  fondamentaux  d’un  fyfte- 
me  difent  P oui ,  la  ou  ceux  de  Pautre  difent  precifement 
le  non  ,  pourra-t-il  y  avoir  de  doute  fur  Poppoiition  des 
fyftemes  ?  11  faut  expliquer  la  nature  intelligiblement ;  il 
n’  y  a  point  de  communication  d’a£tion  entre  fubjlance 
&  fubjlance  ;  voila  les  deux  poles  fur  Iefquels  roule  Ia 
machine  philofophique  de  M.  Leibnitz  v  &  il  n  y  aura 
qu’a  y  ajouter  P  influence  du  principe  de  la  raifon  fuffi- 
J'ante }  pour  y  donner  le  branle.  Qn  peut  expliquer  la 
nature  par  des  inintelligibles  :  on  doit  fuppofer  un  influence 
(V  aci  ion  de  fubjlance  a  fubjlance  :  on  peut  philofopher  ian$ 
donner  lieu  au  principe  de  la  raifon  fuffijante ;  ce  font 
les  maximes  de  cette  metaphyfique  qu’  il  a  plu  a  M.  Nee¬ 
dham  d’appeller  Leibnitienne.  Mais  il  faut  que  je  m’  ex- 
plique. 

XIII.  Quand  on  dit  qu’ il  faut  expliquer  la  nature  in¬ 
telligiblement  ,  cela  fignifie  ,  d’apres  Deicartes  ,  qu’en  phi- 
lofophie  ii  n’  y  a  pas  de  bons  raifonnemens  ,  fi  les  idees 


( 16  )  Lettre  XII.  p. 
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que  Pon  combine ,  ne  font  pas  claires ,  &  diftjnftes  $ 
mais  comme  il  paroit  que  ce  principe  con^u  fous  cerre 
notion  renferme  un  iens  equivoque ,  il  faudra  le  deveiOp- 
per  un  peu  mieux.  Il  eft  impoflible  qu’  une  intelligence 
.finie  ,  &  bornee  puifTe  fe  former  une  idee  diftinffte  de  ce 
qui  a  un  rapport  immediat  a  la  nature  d’ un  etre  infjni, 
.&  fans  bornesj  mais  il  eft  tres  poffible  que  quelque  iu- 
teltigence,  quoique  bornee,  comprenne  ou  la  nature,  ou 
les  proprietes  d’un  etre  fini ,  &  limite ,  tel  qu  eft  en  ef- 
iet  touc  le  fenfible  qui  nous  environne.  „  La  conception 
des  creatures  „  dit  M,  Leibnitz,  „  n’  eft  pas  la  mefure  du 
pouvoir  „  de  Dieu  ,  mais  leur  aptitude  ou  force  de  con- 
cevoir  ,  eft  la  mefure  du  pouvoir  de  Ja  nature  ;  tout 
„  ce  qui  eft  conforme  a  lordre  naturel  ,  pouvant  etre 
„  con$u  ou  entendu  par  quelque  creature.,,  (17)  Il  fuit 
de  la  que  pour  expliquer  intelligiblement  une  propriete,, 
une  qualite  de  quelque  fubftance ,  il  faut  les  faire  deriver 
de  fa  nature  ,  comme  des  modifications  explicables,  c’eft- 
a  dire  poffible  d’  etre  consues  &  expliquees  au  moins  par 
quelque  efprit  a  qui  Dieu  donneroit  une  ouverture  fuffi- 
fanre.  On  peut  donc  comprendre  fous  quelle  efpece  d’inin- 
telligibilire  je  range  les  principes  meraphyfiques  de  M. 
Needham  ;  il  faut  leulement  un  exemple  pour  rendre  la 
chofe  plus  fenfible.  11  pretend  qu’  il  y  a  dans  la  nature 
des  etres  qu’  il  appelle  des  Agens  moteurs ;  iis  font  in- 
capables  de  fe  donner  du  mouvement ,  mais  iis  fe  meu- 
vent  &  font  moteurs  lorfqu’  iis  fe  rencontrent  dans  un 
ceruin  rapport  de  coexiftence  avec  quelques  etres  d’  une 
nature  diffidente.  Voila  ce, qui  s’ appelle  chez  Leibnitz, 
expliquer  les  chofes  inintelligiblement :  la  pofition  d’un  etre 
4  1’egaid  de  i’ autre  ne  change  rien  dans  i’ interieur  de 

i  17 )  Nouveaux  effatis  fur  1’  cntendement  humain  s  Amfterdam  1765. 
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cliacun  de  ces  deux  etres ,  &  ii  n’  eft  pas  poflible  qae 
Fon  congoive  la  produ£fion  d’un  effet  fans  qu’  ii  n 'y  ait 
prealahlement  un  changement  dans  1’  etre  qui  en  eft  la 
caufe }  c’  eft  donner  aux  etres  des  proprietas  qu’on  ne 
fauroit  concevoir  qui  puiflent  deriver  de  leur  effence , 
c’eft  expliquer  la  nature  mintelligiblement ,  &  on  a  coutu- 
me  d’  appeller  un  auteur  inintelligible ,  quand  il  explique 
les  chofes  inintelligiblement . 

XIV.  C  eft  en  p renant  le  mot  dans  ce  fens  metaphy- 
fique  ,  que  j’ai  pretendu  dire  que  la  philofophie  de  M. 
Needham  heurte  de  front  le  principe  fondamental  de  celle 
de  Leibnitz  qui  eft  ,  d’  expliquer  Ia  nature  inintelligible - 
tnent ,  mais  chez  les  Logiciens  ce  mot  a  une  autre  figni- 
fication  ,  qui  paroit  etre  celle  que  tant  de  critiques  y  ont 
donnee  loriqu’  iis  ont  accufe  les  iivres  de  M.  Needham 
d’ une  obfcurite  impenetrable.  J’ avoiie  que  d’entreprendre 
d’ examiner  ici  la  queftion  ,  fi  ces  critiques  ont  porte,  ou 
non ,  un  jugement  fans  connoiftance  de  caufe  ,  c’  eft  un 
veritable  hors  d’  ceure  qui  rompt  1’  enchainement  de  mes 
remarques  ,  mais  puifque  j’  y  ai  ete  amene  par  la  matiere 
meme  que  je  traite  ,  vous  me  permettrez  bien  ,  Monfieur, 
d’en  dire  quelque  chofe  que  vous  ne  regarderez  s’  il  vous 
plait ,  que  comme  une  efpece  d1  epifode. 

XV.  Ce  qui  fait  le  plus  fouvent  qu^n  livre  eft  obfcur* 
c’eft  que  fon  auteur  fe  fert  de  termes  dans  un  fens  in- 
determine  ,  &  ne  prend  aucun  foin  de  s’  en  former  ,  & 
d’  en  donner  des  notions  diftin&es.  Vulgo  autem  /cripta 
omnis  generis  obfcuritate  laborant .  dit  M.  WoifF,  quod  ter¬ 
minis  utantur  auclores  non  fatis  explicatis ,  nec  ipjimet  ean¬ 
dem  prorfus  notionem  eidem  termino  iungant.  (18)  Voila  le 
principe  qui  doit  decider  de  cette  elpece  d’ obfcurite  lo¬ 
gique  que  Fon  a  tant  imputee  aux  Iivres  de  M.  Needham, 
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Maintenant  Monfteur  je  foumets  a  votre  examen  le  pa£ 
fage  fuivant  que  je  prens  de  fon  dernier  ouvrage  ;  a  la 
verite  il  di  un  peu  trop  long  ,  mais  il  paroit  qu’  il  eft 
cara£ieriftique  ,  &  il  faut  que  je  vous  le  donne  en  fon 
entier.  „  A'  proportion  que  la  philofophie  peaetre  plus 
„  avant  dans  la  conftitution  de  la  nature  ,  elle  appergoit 
„  plus  diftin&ement  que  dans  1’  homine  tout  f^avoir  pris 
,,  diftributivement ,  ou  meme  coi  Ie£ii  vernent ,  eft  toujours 
„  relatif.  La  chaine  de  ce  f^avoir ,  telle  que  nous  1’  ap- 
„  percevons  au  dedans  de  nous-memes  ,  eft  compofee  de 
„  relations  diverfes  dans  une  ligne  non  interrompue  $ 
„  comme  il  eft  toujours  form6  par  comparailbn  ,  il  eft 
„  toujours  dans  chaque  parde  alternati  vernent  pofitif,  & 
„  negadf.  Semblable  au  fttleme  de.  1’  univers  ,  fon  objet 
„  immediat ,  il  a  commenc^  par  la  non  exiftence ,  le 
„  chaos  &  les  tenebres.  Sa  nature  eft  conforme  a  la  con- 
,,  ftitution  de  cet  univers  ,  dont  il  eft  le  reprefentatif,  & 
„  1’  univers  dans  fon  exiftence  totale  eft  aufti  toujours  re- 
ladf  par  rapport  a  la  divinite  ,  fa  caufe  premiere  , 

„  relatit  aufti  dans  toute  la  gradation  de  fes  pardes  , 
,,  lefquelles  comparees  entre  elles ,  font  a  leur  tour  ,  com- 
„  me  le  f^avoir  ,  alternadvement  negatives  &  pofitives: 
„  tout  dans  1’  univers  eft  a&ion  &  rea&ion  ,  ce  qui  ne 
yy  peut  fubftfter  qu’entre  des  etres  pofttifs ,  &c  negatifsj  la 
„  lumiere  meme  nous  eft  tranfmife  ,  comme  nous  l’ap- 
„  prend  le  Chevalier  Newton  par  des  acces  conftans  de 
„  vibrations  douces  ....  Non  feulement  Ia  madere  brute, 
„  &  la  madere  exaltee ,  font  1’  une  k  Y  autre  negatives 
„  &  poftrives ,  fans  quoi  il  n’  y  auroit  ni  a&ion  ni  rea- 
„  ftion  ,  mais  aufti  dans  1’  echelle  de  1’  exalta don  de  Ia 
j,  matiere,  les  diverfes  parties  font  fune  a  i’ autre  nega- 
9,  uves ,  &  pofitives ,  d’  ou  la  vitalite  fe  repand  dans 
chaque  portion  fenfible.  La  regie  en  eft  ft  exa£le  que 
»  le  plus  puiftant  agent  materiei,  le  pouvoir  eleftrique- 
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„  meme  fe  dilfingue  dans  fes  diverfes  portions  ,  fes  qua- 
„  lites  &  fes  quantites  ,  en  pofitif,  &  negatif;  il  eft  con- 
„  (litue  jufqu’  a  Fechelle  des  couleurs  vifibies  ,  de  fa$on 
„  que  les  quanrites  graduees  de  Ja  lumiere  deviennent 
„  T  une  pour  1’ autre  ,  ombre  &  lumiere,  &  font  encore 
„  bien  au-dela  de  F  obfervation ,  &  de  la  portee  des  meil- 
„  Ieurs  inftrumenrs  optiques.  Enfin  1’  agent  (enfitif  etant  au 
„  vital ,  &  le  principe  intelligenr  etant  au  fenfitif  dans 
certe  reciprocite  de  relation  mutuelle  ,  ou  cette  caufa - 
„  lite  de  pofitif  &  de  negatif  ;  non  (eulement  la  vitalird 
„  elt  repandue  dans  la  mariere  organifee ,  mais  dans  les 
„  claffes  intermediaires ,  elle  eft  doude  de  fenfation  par 
,,  Faddition  d’un  principe  immateriel ,  .&  dans  1’homme  , 
„  la  fenfation  efl  animee  d’  intelligence  par  Faddition  d’un 
„  agent  fpirituel.  „  (19)  L’ embarras  que  tous  ces  pojitif s 
&  negatif  s  cauferoient  pour  1’  intelligence  de  ce  long  paf- 
fage,  elt  leve  en  partie  quelques  pages  apres  (20)  car 
on  peut  y  voir  que  Fauteur  a  voulu  dire  que  dans  la 
nature  il  y  a  parrout  du  plus  &  du  moins  &  que  ce  qui 
commence  a  etre  n’  etoit  que  negatif  avant  qu’  il  com* 
men^a  a  etre.  Cela  pofe ,  Monlieur ,  je  voudrois  bien 
vous  prier  de  me  dire  fi  ce  pojitif  .&  negatif  eft  toujours 
pris  dans  le  meme  (ens,  &  s’  il  (igmfie  toujours  la  meme 
chofe  alors  aufli  que  l’on  dir :  F  agent  fenfitif  etant  au 
. vital ,  &  le  principe  intelligent  etant  au  fenfitif  dans  cette 
caufaliie  de  pojitif  &  de  negatif.  J’ aurai  occafion  dans  la 
fuite  de  faire  encore  quelque  remarque  fur  ce  texte,  ju- 
(tcment  par  rapport  a  la  differente  (ignification  qu’  on  y 
donne  au  mot  ,  negatif.  Je  reprend  mon  fujet. 

XV  L  Le  fecond  prmcipe  dont  j’ai  parle  ci-deflus  ,  e{t 
qu’  une  influence  reelle  ,  ou  tranjmifjion  de  quelque  efpece ,, 

f  19 )  Nouv.  Recherches  p,  17,  17, 

(20)  P,  23. 
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§u  qualtte  entre  des  fubftances  ,  eft  inintelligible ,  &  par  con- 
fequent  inadmijfible.  De-la  derivent  les  trois  fiftemes  meta- 
phyfiques  ,  le  Cartefien,  1’ Idealifte  r  &  le  Leibnitien ;  car 
fi  fon  rejette  toure  a£fion  $  on  fera  Jdealifte ;  fi  pour  ex- 
pliquer  Ja  nature  on  pretend  que  l’a£Kon  des  fubftances 
efi  reellement  inexplicable  par  ieur  nature ,  mais  que  c’eft 
Dieu-meme  qui  efi  la  canfe  immediate  de  toute  a&ion  , 
on  fera  Cartefien  j  mais  fi  d’une  part  on  veut  qu’  il  ne 
foit  pas  raifonable  de  fuppofer  que  Dieu  a  tout  moment 
donne  a  i’  univers  un  ordre  ,  qui  n*  efi  pas  explicable  par 
la  nature  des  chofes ,  &  que  d’  autre  part  on  pretende 
que  I’  a&ion  des  fubfiances  foit  explicable  quoiqu’  il  n’  y 
ait  pas  entre  elles  une  influence  reelle  ,  ou  tranfmiflion  de 
qualite  ,  pour  lors  il  me  paroit  evident  qu’  il  n’  y  aura 
plus  de  fifieme  poflible  que  celui  de  M.  Leibnitz.  Dans 
ces  fuppofitions  chaque  fubftance  fera  a&ive,  mais  aucune 
n’agira  fur  1’aurre  ,  &  la  dependance  que  la  nature  nous 
offre  par  tout  de  1’  a<£lion  d’une  fubftance  fur  1’  autre  ne 
fera  qu’  ideaie  ,  &  elle  le  fera  en  ce  que  Dieu  fera  coe- 
xifter  ces  fubftances  dans  un  tel  ordre  que  quoique  chaque 
fubftance  agifle  conrinuellement  par  la  force  qu’  il  lui  a 
donnee  lans  en  recevoir  de  dehors  ,  il  paroit  pourtant  qu* 
elle  agifle  par  une  force  etrangere.  Si  on  voudra  enfuite 
determiner  la  nature  de  cette  force  propre  aux  fubftances 
qui  compofent  le  monde  materiei ,  il  paroit  que  I’on  doit 
tomber  inevirablement  dans  le  fifieme  des  fubftances  re- 
prefentatives  d’oii  l’un  apres  l’autre  decouleront  les  dogmes 
de  la  philofophie  Leibnitienne  ,  pourvu  qu’entre  les  prin¬ 
cipes  qui  doivent  fervir  a  les  prouver ,  on  donne  acces 
a  celui  de  Ja  raifon  fuffifante  pris  dans  toute  cette  exten- 
fion  ,  que  M.  Leibnitz  lui  a  donnee.  C’  efi  pour  cette 
connexion  &t  dependence  de  principes  qui  fait ,  fans  contredit, 
1’  un  des  plus  grands  merites  de  cette  philofophie ,  que  M. 
Leibnitz.  dans  une  lettre  au  pere  Des-Bojfes  lui  difoit  „  tel» 


„  font  mes  principes  qu’  a  peine  peut«on  les  feparer  1’  un 
”  cie  1’  autre,  qu*  on  en  connoiffe  bien  un,  on  les  connoit 
99  tous:  qui  unum  bene  novit  omnia  novit.  ,,  (21) 

XVII.  Apparemment  que  M.  Leibnitl  n’  avoit  point  le 
don  de  prophetie ,  lui  qui  n’  a  pas  prevu  qu’un  rems 
viendroit  ou  un  lavant  fe  diroit  Leibnitien  fans  fe  croire 
oblige  de  philofopher  intelligiblement  ,  fans  jamais  faire 
place  dans  fes  railonnemens  au  principe  de  Ia  raifon  fuffi - 
[ante  ,  &  fans  meme  douter  de  1’  iofluence  reelle  des  lub- 
ftances.  Et  en  effet  il  n’.ell  pas  neceffaire  d’entrer  bien- 
avant  dans  tous  les  detours  de  la  metaphyfique  de  ^  M. 
JVeedham  pour  connoitre  ,  a  n’en  pouvoir  douter  ,  quelle 
pofe  uniquement  fur  la  fuppofition  d’une  influence  reelle, 
&  d’une  communication  de  qualites  de  fubftance  a  fub- 
flance,  S’ il  ne  s’agi{foit  donc  uniquement  que  de  prouver, 
que  parmi  les  favans  il  doit  y  en  avoir  qui ,  if  etant  point 
Leibnitiens  ne  fuivent  pourtant  pas  le  confeil  de  M.  Nec* 
dham  de  s’en  tenir  en  tout  a  la  foi  du  Charbonnier  ,  je 
pourrois  fort  bien  me  paffer  d’approfondir  d’avantage  fes 
opinions  &  de  les  comparer  a  celles  de  M.  Leibnit^  mais 
puifque  je  me  fuis  propofe  principalement  de  vous  don¬ 
ner  ,  Monfieur  ,  quelques  remarques  fur  le  fond  de  fa  me¬ 
taphyfique  ,  il  faut  bien  que  je  rempliffe  mes  engage- 

XVIII.  Cependant ,  Monfieur  ,  il  eft  bon  que  je  com- 
mence  par  me  donner  au-pres  de  vous  un  peu  de  relief, 
en  vous  priant  de  faire  attention  a  la  difficulte  ,  &  au 
danger  de  1’entreprife  de  me  hazarder  a  donner  un  ordre 
aux  penfees  metaphyfiques  de  M.  Niedham .  Je  puis  en 
cela  nfappuyer  fur  fautorite  de  M.  1  Abbe  Regley  editeur 
du  dernier  ouvrage  de  notre  Philofophe  ,  qui  dans  fon 
difcours  preliminaire.  (22)  Nous  donne  fur  ce  point  lo» 

(  at  )  Leib.  Opera  Tom,  II.  p.  29U 
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fentiment  ,  qui  eft  celui  qui  fuit  ,,  M.  Needham  n  a  ima- 
„  gine  le  fifteme  qu’  il  nous  donne  qu’  en  fouillant  dans 
,  toutes  les  profondeurs  de  la  phifique,  &  meme  de  la 
„  metaphyfique  la  plus  abftraite  ;  c’eft  peut-etre  cette  me- 
„  taphylique  qui  effarouche  ,  ou  qui  rend  les  avenues  de 
’’  la  chofe  plus  difficiles.  „  II  ell:  vrai  pourtant  que  M. 
Needham  eil  fur  ce  point-Ia  d’une  tout  autre  opinion  :  il 
penehe  a  croire  que  la  difficulte  de  percer  bien  avant  dans 
Ia  profondeur  de  fes  penfees  metaphyfiques  doit  venir  du 
trop  grand  eclat  de  la  lumiere  qu’elles  jettent ,  &  qui  doit 
fa*re  bien  du  degat  dans  des  viies  faites  comme  les  notres. 
Ecoutons-le  un  moment  „  s’  il  a  plu  a  M.  Clement  au- 
„  teut*  d’  une  certaine  pretendue  Annee  litteraire  de  fortir 
des  bornes  de  fon  titre  pour  s’  elancer  dans  les  regions 
”  de  ja  philofophie  ,  &  d’  appeller  metaphyfique  inintelli- 
„  gible  ce  qu’  il  n’entend  pas ,  &  meme  alchimie  metaphy - 
„  fique ,  par  une  figure  inconniie  aux  orateurs,  ce  que  j’ai 
„  ecrit  dans  le  temps  i  fa  cntique  peut  fervir  a  prouver 
„  que  ces  chofes  jettoient  une  lumiere  trop  eclatante  &C 
,,  trop  vive  qui  ojfufquoit  fa  foible  vue ,  mais  elle  n’  6te 
„  point  pour  cela  leur  prix  aux  yeux  du  vrai  Philofophe 
„  &  du  Naturalifte  eclaire.  Ce  que  les  petits  efprits  in- 
„  ventent  tous  les  jours  pour  mafquer  leur  ignorance  ,  ne 
„  fait  rien  a  la  chofe.,,  (a 3)  Cependant  cette  lumiere, 
malgre  fon  grand  eclat  ne  devoit  pas  encore  avoir  brille 
aux  yeux  de  M.  Needham  dans  le  temps  qu’  il  ecrivoit 
fon  ouvrage  des  obfervations  microfcopiques,  puifquon  peut 
y  lire  ce  qui  fuit.  „  Pour  le  prefent  je  n’ai  qu’une  chofe 
„  a  faire  remarquer  au  le&eur  &  une  grace  a  lui  demander, 
yy  qu’en  confideration  de  1’oblcurite  repandue  fur  le  lujec 
„  que  j’  ai  peut  etre  ,  trop  temerairement  entrepris  d’exa- 
„  miner  ,  il  ne  pourra  gueres  me  refufer  .  .  .  .  la  grace 

(23)  Noies,  ou  Remarqu-es  &c.  p.  253.  25$. 
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„  que  f  ai  a  Iui  demander  eft  de  fufpendre  fon  jugement 
5,  fur  ces  reflexions  jufqu’  a  ce  qu’  i!  Ies  ait  lues  entiere- 
9,  ment  ;  peut-etre  meme  feroit-il  befoin  d’  une  feconde 
„  le&ure  a  caufe  de  la  multiplicite  des  idees  que  J’  ai  ete 
„  oblige  de  jetter  fur  le  papier ,  en  fi  peu  de  tems  ,  & 
,,  de  renfermer  en  quelques  pages ,  ce  qui  ne  peut  man • 
quer  a  les  rendre  obfcures .  ,,  (24)  Pour  moi  je  tiens  que 
comme  ii  y  a  un  art.  pour  bien  difcerner  les  objets  ,  Sc 
que  cet  art  eft  de  donner  du  jour  a  ce  qui  eft  obfcur  , 
de  devoiler  ce  qui  nous  eft  cache  fous  des  enveioppes  , 
&  d’  ecarter  les  rayons  malfaifans  lorfqu  iis  nous  empe- 
chent  de  nous  fervir  avantageufement  de  notre  vue  ;  ainfi 
je  penfe  que  le  meme  art  peut  bien  encore  nous  aider 
pour  nous  decider  fi  un  objet  eft  reellement ,  ou  n’eft  pas 
difcernable.  Ceft  a  peu-pres  ce  que  ]'  ai  fait  pour  mettre 
a  ma  portee  cette  nouvelle  metaphyjique  que  M.  Needhatn 
nous  dit  d’avoir  &ablie  5  (25)  maintenant  il  ne  s'  agit, 
Monfieur,  que  de  vous  donner  le  refultat  de  mes  re- 
cherches. 

XIX.  Eaclion  ,  &  la  reaclion  riont  lieu  qffentre  des  etres 
de  differens  ordres ,  &  meme  oppofes ,  (16)  voila  la 
propofition  fondamentale  fur  laquelle  roule  toute  la  meta- 
phyfique  de  M.  Needhatn propofition  qu’  il  doit  avoir 
regardee  comme  un  vrai  axiome  ,  car  on  a  beau  en  cher- 
cher  la  preuve  ,  on  ne  la  trouve  nulle  part  $  feulement 
on  Vappe^oit  par  la  fuite  de  ce  qu’il  dit  dans  fon  ouvrage, 
que  Faction  etant  oppofee  a  la  reaclion  ,  il  ne  fe  peut  que 
les  £tres  qui  agiffenc ,  &  ceux  qui  reagiffent ,  ne  foient 
aufli  entre  eux  de  differens  ordres ,  &  m&me  oppofes. 


(  24  )  Nouv.  obferv.  p.  258.  259, 
(25)  Remarques  a  p.  160. 

(a6)  Nouv.  obferv.  p.  329, 
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Or  cette  propofition  n’  e(l  rien  moins  qu’  une  axioine  ;  a 
Iui  preter  un  fens  favorable  eile  efl  evidemment  faufle  , 
mais  elle  efl  encore  quelque  chofe  de  pis  fi  on  la  prend 
a  la  -rigueur  de  fon  exprefllon.  La  force  ou  Ia  puiflance 
d’  agir  f  &  la  force  ou  la  puiflance  de  reagir  peuvent  etre 
des  attributs ,  ou  fi  1’  on  veut ,  des  proprietes  eflentielles 
de  quelques  etres ,  inais  \' aclion ,  &  la  reaction  ne  feront 
jamais  que  des  modes  ,  des  modifications ,  ou  des  accidens 
de  quelques  etres*  &  tout  Etudiant  en  philofophie  fait  que 
de  1’  oppofition  du  mode  a  1’oppofltion  des  etres  modifies 
la  confequence  eil  nulle  *  meme  fans  erre  philofophe  tout 
homme  connoit  parfaitement  bien  que  malgre  Poppofition 
qu’  il  y  a  entre  /’ aclion  d’aimer  ,  &  1’  aclion  de  hair ,  c’  efl 
pourtant  toujours  un  feul  etre  ,  &  non  pas  deux  etres  op- 
pofes  y  qui  dans  le  meme  homme  a  tantot  de  Pamour,  & 
tantor  de  la  haine*  mais  je  veux  bien  me  perfuader  que 
celui-Ia  n’  efl  pas  le  fens  que  M.  Needham  a  voulu  don- 
ner  a  fon  axiome  ,  &  que  par  Y  aclion  il  a  entendu  par¬ 
ier  de  la  puiflance  ffagir  ,  &  par  |a-  reaction  de  la  puif- 
fance  de  reagir  7  &  fon  raifonnement  portera  fur  ce  prin¬ 
cipe  ,  que  les  etres  dont  les  proprietes  eflentielles  fbnt  op- 
pofbes  ,  ou  d’un  ordre  different ,  doivent  etre  aufll  oppofees, 
ou  d’un  ordre  different.  Mais  dans  ce  cas  il  auroit  fallu  prou- 
ver  que  la  puiflance  dT  agir  etl  oppofee  a  la  puiflance  de 
reagir ;  or  il  efl  evident  que  cela  n’efl  pas.  La  puiflance 
d’agir  efl  une  puiflance  de  faire  changer  d  etat  a  un  autre 
etre  ,  &  la  puiflance  de  reagir  ne  dit  aufli  ni  plus  ,  ni 
moins  qffune  puiflance  de  faire  changer  d  etat  a  un  autre 
etre ,  &  toute  la  difference  n’  efl  que  dans  Pordre  de 
fucceflion  recipi  oque  de  Yaclion  ,  &  de  la  pajjion .  L’  etre 
qui  agit  ,  commence  par  faire  changer  d’  etat  a  un  £tre 
qu’on  appelle  pajjif  &  enfuite  il  en  change  lui*m£me  par 
Y  a£lion  de  cet  etre  paflit  $  &  celui-cy  apres  avoir  change 
d’  etat  par  1’  aftion  du  premier ,  agit  a  fon  tour  fur  celtii- 
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la ,  &  en  change  1’  dtat.  Donc  dans  Paftion ,  &  Ia  rea&ion 
Petre  qui  agit  eft  aclif ,  &  enfuite  pajfif,  &  Petre  qui 
reagit  eit  paffif,  &  enfuite  a£fif.  D’ou  tirerons  nous  donc 
Ia  confequence  de  la  neceftite  d’  une  oppofition  de  nature 
entre  ces  deux  etres  ?  Icy ,  Monfieur ,  je  vous  prie  de  re- 
marquer  la  fingularite  de  Ja  maniere  de  penfer  en  philo- 
fophie  de  M.  Needham  :  les  plus  grands  Philofophes  ont 
toujours  regarde  comme  inconcevable  la  poftibiiite  de 
Fa&ion  reeiproque  entre  des  fubftances  d’une  nature  diffe¬ 
rente  i  &  voila  que  felon  la  meraphyfique  de  n6tre  Phi- 
lofophe  ,  ce  n’  eft  qu’entre  des  fubftances  de  different  or- 
dre  ,  &  d’  une  nature  oppofee  ,  que  P  on  peut  concevoir 
Ia  poffibiiite  d7  a£Hons  reciproques. 

XX.  On  comprend  aifement  qu’un  Philofophe  accoutu- 
me  a  generalifer  fes  idees,  &  a  voir  la  nature  en  grand, 
tirera  un  bon  parti  de  P  axiome  que  je  viens  d’examinerj 
aufli  eft  ce  fur  ce  fondement  que  M.  Needham  eleve  fon 
edifice.  des  principes  metaphyfiques  des  premiers  elemens 
de  Ia  matiere  ,  qu’  ii-  a  ,  nous  dit-il ,  etablis  d’apres  Leib- 
nitz.  (17)  La  nature  n’ offre  a  nos  regards  que  du  mou- 
vernent  ,  &  de  la  refiflanee  au  mouvement ,  c’eft-a-dire  de 
P  a£Hon  ,  &  de  la  rea&ion  j  or  „  P  a&ion  ,  &  la  rea- 
,,  £Hon  n7  ont  lieu  qu’entre  des  etres  de  differens  ordres, 
„  meme  oppofes:  ces  agens  exterieurs  font  par  confe- 
„  quent  dans  leur  origine  &  de  leur  propre  nature  non 
„  feulement  numeriquement ,  mais  fpecifiquement  oppofes.  „ 
(18)  Mais  comme  le  mouvement  fuppofe  un  agent  moteur, 
&  Ia  refiftance  un  agent  refiftant ,  il  s’enfuivra  que  la 
nature  entiere  ne  fera  qu’un  compofe  d*agens  moteurs , 
&  d’agens  refiftans  qui  „  differeront  eflentiellement  les 
„  uns  des  autres  ,  &  feront  d’  une  nature  entierement  op* 

(27)  Nouvellcs  recher.  fur  ia  nature  p,  35. 

{28)  Obferv.  uouv,  p.  329, 


„  po$e.  „  (19)  La  matiere  n’eft  donc  qu’un  compofe 
d’  agens  d’une  nature  fpecifiquement  oppofee.  „  Mais  fi  Ia 
„  matiere  eft  eftentiellement  compofee  ,  la  feule  maniere 
„  de  nous  exprimer  intelligiblement ,  &  conformement  a 
„  la  verite  eft  de  Ia  refoudre  en  principes  Jimples  :  ces 
5,  principes  ne  font  pas  de  la  matiere  ,  parcequ’  il  ne.  font 
„  pas  eux-memes  compofes ,  i!s  ne  font  pas  non  plus 
„  etendus  ni  divifibles  parcequ’  iis  n’ont  point  de  parties. 
„  (3  o)  Si  la  fpontaneite  ,  la  fenfation  ,  Ia  penfee  ne  font, 
„  de  Faveu  meme  de  rous  les  Philofophes  raifonnables, 
„  qu’  un  refultat  d*  a&ions  fimples  ,  pourquoi  Ia  retiftance, 
„  &  1’  aftivite  motrice  ne  le  feroient  elles  pas  auffi  ? 
„  Pourquoi  un  agent  fimple  feroit-il  dans  ces  cas  un  etre 
„  pofiible  &  non  pas  dans  les  autres.  (31)  La  matiere  eft 
„  donc  un  compofe  dans  JequeI  un  nombre  d’agens  fim- 
„  ples  fe  combinent  enfemble  en  uniffant  leurs  differentes 
,,  forces  non  feulement  pour  coexifter ,  mais  pour  agir 
,,  conjointement  „  (51). 

XXI.  Si  Fon  fait  quelque  reflexion  fur  cet  enchaine- 
ment  de  propofitions  qui  montrent  la  nature  des  elemens 
de  la  metaphyfique  de  M.  Needham  ,  il  eft  aife  de  s’ap- 
percevoir  qu’  il  y  a  la  mel^s  deux  genres  de  principes  , 
dont  T  un  ne  depend  pas  de  Fautre.  11  n’eft  pas  prouve, 
meme  il  y  a  apparence  qu’  il  n’  eft  pas  poftible  que  Fon 
prouve  ,  que  de  ce  que  Fa&ion  eft  oppofee  a  la  rea- 

Jftion  ,  ou  de  ce  que  la  matiere  eft  un  compofe  d’  etres 

de  differens  ordres  ,  il  doive  s’  enfuivre  que  les  premiers 
elemens  de  la  matiere  foient  des  etres  fimples  &  meten¬ 
dus ;  &  il  n’  eft  pas  prouve  non  plus  que  des  etres  fim* 
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ples  &  inetenclus  ne  puiffent  fe  combiner,  ou  s’unir  fans 
prefuppofer  que  ces  elemens  foient  juftement  de  deux 
efpeces  oppofees.  II  y  a  eu  des  Philofophes  qui  fe  font 
imagine  que  les  corps  dtoient  compofes  de  deux  fub (lan¬ 
ces  differentes  ,  mais  pour  cela  iis  n’ont  pas  juge  que 
leurs  elemens  devoient  £tre  inetendus  &  {imples  $  d’aurre 
part  M.  Leibniti  etoit  pour  la  {implicite  des  premiers  Sie¬ 
mens  ,  mais  il  raifonnoit  affes  confequement  pour  n’  en 
avoir  pas  infere  une  oppofition  de  nature.  M.  Needham 
a  donc  voulu  reunir  des  chofes  ,  peut-£tre  un  peu  ditpa- 
rates  ,  de  cet  enfemble  il  en  eft  forti  une  metaphyfi- 
que  fi  finguliere  ,  fi  oppofee  a  de  certaines  loix  que  i’on 
a  coutume  d’obferver  dans  les  raifonnemens  ,  qu’  il  n’eft  pas 
furprenant  qu’on  Tait  tout-a*fait  negligee. 

XXII.  Puifque  les  agens  refiftans  ,  Sc  les  agens  moteurs 
entrent  dans  la  compofition  de  la  matiere  ,  il  faut  bien 
favoir  ce  que  c’  eff  dans  ce  fy (terne  que  la  refiftance. 
Elie  eft  donc  felon  M.  Needham  „  cette  puiffance  primitive 
„  que  nous  appercevons  fi  fenliblement  dans  toutes  les 
„  combinaifons  maffives  de  la  nature ,  la  puiffance  de 
„  reftfter  dire&ement  a  la  force  motrice  ;  la  force  d'Iner~ 
,,  de  (35).  Cette  definition  n’eft  pas  trop  inftruftive  ;  011 
nous  dit  que  la  refiftance  eft  une  puiffance  de  re  (i fler. 
N  la  verite  ,  Monfieur  ,  n6tre  auteur  eu  donne  une  autre 
que  je  ne  dois  pas  oublier  de  vous  prefenter.  „  La  re- 
„  ffftance  doit  etre  regardee  comme  une  force  pofitive 
„  fubftftante  dans  de  certains  principes  a&ifs  dont  toute 
„  Taffivite  foit  cette  puiffance  effendelle  d  leur  nature  qui 
„  detruife  tout  mouvement ,  lars  qu  iis  predominent  ,  mais 
qu  iis  ont  fur montes  lorfque  l  agent  moteur  vient  d  Vempor - 
ter  d  fon  tour  „  (3  4).  Ii  me  paroit  que  cette  efpece  de 
definition  n’eft  pas  moins  finguliere  que  la  premiere  3  on 

(  33  )  Obferv.  nouv.  p.  27$ , 

C  34  5  P-  439. 
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y  voic  que  Ia  refiftance  eft  une  puiflance  qui  ou ,  d&r-uit  le 
mouvement,  ou  ne  le  detruit  pas.  La  refiftance  qui  detruit 
le  mouvement,  n’eft  pas  la  refiftance  prife  en  gdneral,  mais  elle 
en  eft  feulement  une  efpece,  &  fi  M.  Needham  eut  bien  voulu 
faire  attention  a  la  nature  de  la  refiftance  prife  generalement , 
il  ffauroit  pas  donne  lieu  a  des  mal-entendus  qui  influent 
prodigieufement  fur  tout  fon  fifteme.  On  appelle  donc  re¬ 
fiftance,,  ce  qui  condent  la  raifon  pourquoi  un  changement 
jil  ait  pas  lieu ,  quoiqu  il  exi  fle  une  for  ce  fuflifante  pour  le 
produire .  On  voit  par-la  que  Ia  refiftance  ne  dit  rien  au- 
tre  qu’  une  puiffance  qui  empeche  1’  effet  d’une  force  ,  & 
par  confequent  la  refiftance  au  mouvement  nT  eft  que  la 
puiflance  qui  empeche  f  effet  de  Ia  force  motrice.  Or  tout 
le  monde  connoit  que  ce  ne  font  pas  feulement  les  com - 
binaifons  majflves  qui  empechent  F  effet  de  la  force  mo- 
trice  ,  mais  qffaufli  les  forces  mouvantes  peuvent ,  quant 
a  leurs  effets  s’entredetruire  ,  ou  fe  modifier  d’une  infinite 
de  maniere  par  leurs  a£Hons  reciproques  ,  c’eft-a-dire  par 
F  atftion  ,  &  la  refiftance.  D’  ailleurs  fi  les  agens  moteurs 
peuvent  donner  du  mouvement  a  la  matiere ,  que  M.  Nee¬ 
dham  appelle  brute  ,  il  faut  bien  qu’ iis  foient  refiftansj  au 
moins  cette  illation  eft-eile  dans  les  principes  de  Ia  me¬ 
ta  phy  fiqu  e  d’  apres  lefquels  M.  Needham  a  etabli  la  fienne 
„  votre  element  „  difoit  M.  Leibnitz  dans  la  feconde  de 
fes  lettres  a  Iiartfoeker  „  Votre  hiement  doit  etre  refi- 
„  ftant ,  puifqu’  il  peut  pouffer  les  atomes.  „  De-la  on 
doit  inferer  que  puifque  le  principe  de  refiftance  convient 
egalement  a  ce  qui  a  du  mouvement ,  &  a  ce  qui  n’  en 
a  pas ,  la  refiftance  ne  fauroit  etre  une  je  ne  fai  quelle 
fubftance  qui  ait  fon  exiftence  a  parr ,  comme  un  etre 
diftingue  de  la  fubftance  motrice.  Je  dois  aufli  remarquer 
que  comme  les  proprietes  d’  un  etre  decoulent  de  Fa  na¬ 
ture  ,  &  que  toutes  fes  puiffances  tant  a&ives  ,  que  pafli- 
ves  en  font  des  proprietes  y  ces  puiflances  doivent  auffi 


decouler  de  Ia  nature  de  Tetre.  Or  T  element  refiftant  de 
M.  Needham  a  la  puiffance  paffive  de  recevoir  du  mouve- 
ment ,  puifqu’  il  veut  bien  qu’  il  en  regoive  en  effet ;  com- 
ment  voudrat-il  donc  que  la  force  de  reftftance  qui  fait 
la  nature  de  T  element  refiftant ,  foit  le  determinant  &  de 
fa  puiffance  aftive  par  laquelle  ie  mouvement  eft  decruit 
&  de  fa  puiffance  paffive  par  laquelle  le  mouvement  eft 
recu  ? 

XXIII.  La  force  d’  Inertie  que  M.  Needham  dit  etre  la 
m&me  chofe  que  la  refiftance  ,  T  eft  en  effet ,  pourvu  que 
T  on  entende  par  refiftance  cette  propriete  commune  a 
tout  etre  materiei  de  ne  jamais  changer  d  etat  par  Ta&ioq 
d’un  autre  etre,  fans  reagir  fur  celui-ci ,  mais  li  T  on 
prend  la  refiftance  dans  le  fens  ,  que  lui  meme  y  a  don- 
ne  &  que  je  viens  d'  expofer ,  il  eft  manifefte  que  la 
force  d  Inertie  figmfie  tout  autre  chofe  dans  les  fiftemes 
de  philofophie  que  T  on  connoit  ,  de  ce  qu’  elle  defigne 
datis  la  metaphyhque  de  M.  Needham  ,  qui  eit ,  lur  ce 
point  T  antipode  de  la  philofophie  Leibnitienne.  Vis  inertia, 
dit  M.  Hanovius  dans  la  continuation  du  fyfteme  WoU 
fien,  vis  inertia  eft  vis  motrix  ,  diverfo  autem  refpeBu  ea¬ 
dem’ eft  vis  acliva  ,  &  paftiva vis  movens  ,  &  motui  reft- 

ftens  (3  5).  .  ..  ,  , 

XXIV.  Il  y  a  bien  encore  une  autre  difficulte  a  pouvoir 

comprendre  ce  que  notre  Philofophe  entend  precifement 
par  reiiftance  ,  ou  force  d’  Inertie  :  il  Faudroit  favoir  ce 
qu  il  entend  par  mouvement ,  car  fa  force  d’  Inertie  eft  un 
£tre  dont  toute  Ia  nature  eft  une  puiffance  de  detruire  le 
mouvement.  Perfonne  ne  demande  T  explication  du  mot 
Mouvement  quand  il  eft  manifefte  qu’on  le  prend  dans  Ie 
fens  que  tout  le  monde  lui  donnej  mais  ft  un  Philofophe 
pretcnd  que  la  matiere  n’  eft  qu’un  phenomene,  il  devroit 


{55)^  I.  §§■  *. 


en 


*3S 

en  dire  autant  du  mouvement,  8r  pour  lors  comme  il 
n’  y  auroit  plus  de  tranfport  reei  de  Ia  fubftance  d’un  lieu 
a  lT  autre  ,  ni  plus  d’efpace  ,  ou  de  lieu  didin£t  des  fub- 
dances  coexidantes ,  il  feroit  dans  le  eas  de  devoir  expli- 
quer  clairement  fes  fentiraens  ,  a  moins  qu’  il  n’aime  pas 
d’  etre  entendu,  Or  c’  ed  un  fait  que  M.  Needham  n ’  a 
pas  voulu  que  1’  on  fache  ce  que  c’ed  que  le  mouvement 
dans  fon  fydeme  ,  &  il  nous  a  feulement  appris :  „  que 
y,  1’  idee  diretde  de  reddance,  ou  d’a£Hvite  motrice  n’ed 
„  guere  plus  a  notre  egard  qu’  une  idee  purement  nega- 
„  tive  de  fon  alrernative  :  qu’  il  paroit  que  tel  ed  1’ordre 
a&uei  de  nos  connoiffances  ,  que  nous  ne  pouvons  con- 
„  cevoir  1*  agent  reddant  comme  reddant  fans  1’  agent 
„  moteur  ,  ni  1’  agent  moteur  comme  moteur  fans  le  red- 
„  dant:  (36)  que  tout  ce  qui  ed  podtif  dans  1’  idee  de 
„  rehdance  ,  ou  de  mouvement ,  c’  ed  Taftion  fpecifique 
,,  produ&rice  de  ces  effets :  (37)  que  le  mouvement,  quoi- 
39  que  phydquement  &  dans  fon  origine  ,  foit  une 
>,  a£tion  abfolue  dire&ement  oppof^e  a  celle  de  refidance, 
93  n’  ed  a  notre  egard,  qu’  un  mode  relatif  d’a£Uvite  (3  8). 

XXV.  Il  ed  donc  plus  que  probable  ,  qu’  il  doit  y  avoir 
quelque  raifon  un  peu  cachee  qui  a  oblige  M.  Needham 
a  prendre  ce  ton  myderieux ,  d’  autant  plus  que  dans 
toute  philofophie  ,  dans  la  Leibnitienne ,  audi  bien  que 
dans  toute-autre,  on  ne  neglige  pas  de  dednir  &  le  mou* 
vernent ,  &  la  force  motrice .  Le  mouvement,,  dic  TAuteur 
a  qui  M.  Needham  nous  renvoye  pour  apprendre  la  phi- 
lofophie  Leibnitienne  „  n’eft  que  le  changement  luccdlif 
3,  de  heu  :  le  lieu  n'  ed  que  T  ordre  des  coexidans :  le 
»  mouvement  n*  ed  donc  dans  tout  corps  ,  qu1  un  change- 


(  3<S)  Nov.  obferv.  p.  140. 
(57)  P.  341. 

(I»)  Ob.  p.  477. 
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„  ment,  ou  un  nouveau  rapport  de  codxiftance  avec  les 
„  aurres  corps,  „  (59)  Et  ii  Ie  mouvement  eil  dans  cette 
philofophie  quelque  chofe  d’  explicable  ,  on  doit  bien  s’at- 
tendre  a  y  voir  aufti  la  force  motrice  definie.  Vis  motrix , 
felon  Wolff,  confifiit  in  continuo  conatu  mutandi  locum  , 
(40)  &  felon  M.  Hunovius  :  (41)  „  ce  qu’  il  y  a  de  di- 
,,  dans  la  force  motrice  ce  n’  eft  qif  un  continuel  ef- 

„  fort  pour  changer  de  lieu,  ou  de  reiation  dans  fa  fitua- 
„  tion,  „  Jettez  ,  Monfieur  ,  un  coup  d*  oeil  fur  les  defini- 
tions  que  je  viens  de  rapporter  ,  &  bienrot  vous  faiftrez 
le  mot  de  P  enigme ,  &  vous  decouvrirez  la  fource  de 
cet  embarras  d’oii  M.  Needham  n’a  pu  fe  tirer  ,  qifen  ex- 
pliquant  le  mouvement  ,  ou  plutot  en  nous  Ie  deguifant 
fous  Ie  voile  d'  idees  poftives  ,  &  negatives ,  purement  ne - 
gatives  ,  ou  negatives  de  fon  alternative.  II  imagine  un  fy- 
fteme  qui  eft  ininteiligible  ,  ft  Pon  ne  fait  pas  ce  que 
F  auteur  entend  par  le  mouvement  ;  car  fans  cela  on  ne 
peut  comprendre  ce  que  c1  eft  que  Pagent  moreur ,  & 
F  agent  refiftant  5  &  d’ autre  part  il  ecablic  des  principes 
qui  le  mettent  dans  Pimpoffibilite  d’ en  donner  une  deft- 
nition ,  pas*meme  fimplement  nominale.  Il  eft  impoffible 
de  concevoir  le  mouvement ,  &  (  Jes  definitions  que  Pon 
en  donne  dans  tout  fyfteme  de  philofophie  ,  le  prouvent 
aflez )  fans  prefuppoier  P  exiftence  de  la  matiere ,  &  de 
F  etendue  ;  mais  M.  Needham  pretend  former  la  matiere 
&  P  etendue  en  prefuppoiant  le  mouvement :  le  moyen  alors 
de  definir  le  mouvement  ?  Il  a  donc  fallu  en  venir  a  des 
mots  myfterieux;  mais  en  bonne  philofophie  les  mots  ne 
difent  rien  qu’  entant  qu’on  leur  donne  un  fens  fixe , 
clair ,  &  diftin&$  apres  tout,  il  fera  toujours  vrai  de  dire 

(39)  Monadologie  p.  125. 
f  40  )  Cofmologia  §.  149, 

1 4*  )  Phyfica  dogmat,  §.  7. 
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que  Pagent  moteur  efl  un  etre  qui  a  cie  Ia  for  ce  moirice  \ 
que  La  force  matrice  eft  une  force  qui  produit  du  mouve- 
ment  j  &  que  le  mouvement  elt  un  changement  fucceffif  de 
lieu  ;  fauf  a  expliquer  ce  changement ,  ou  d’un  tranfport 
reel ,  ou  de  quelqu’autre  maniere  qui  puiffe  s’  accommoder 
au  fylteme  Leibnitien. 

XXVI.  il  faut  encore  nous  arreter  un  moment  pour 
approfondir  toute  la  nature  des  agens  moteurs,  &  reli- 
flans  ,  telle  que  M.  Needham  la  leur  accorde.  Les  agens 
moteurs ,  malgre  leur  force  motrice  ,  n’  ont  point  de 
mouvement  ,  &  ne  peuvent  fe  le  commumquer  1’  un  a 
F  autre  ,  mais  cela  arrive  s’  iis  fe  trouvent  en  compagnie 
des  agens  reliftans.  ,,  La  force  reiiftante  fans  P  agent  mo- 
„  teur  refte  fans  aftion  ,  &  F  aflivite  motrice  n’  a  aucun 
„  effet  fans  la  reliftatice.  (42)  La  force  par  laquelle  iis 
,,  agiflfent  F  un  fur  Fautre,  ell  innee  a  chacun  d’eux,  mais, 
„  pour  qu’  iis  F  exercent ,  il  faut  un  fujet  convenable ,  & 
,,  par  leur  nature  iis  font  feuls  F  un  a  F  egard  de  F  autre 
„  ce  fujet  convenable,  „  (43)  Comme  il  eit  permis  aux 
Philofophes  de  donner  aux  fubdances  telles  proprietes  qui 
peuvent  le  mieux  s’ accorder  aux  fyftemesqffiils  ont  ima¬ 
gines  ,  on  pourroit  fort  bien  pafler  a  M.  Needham  fon 
raifonnement ,  pourvu  que  F011"  ne  vienne  pas  a  F  exa¬ 
miner  de  pres  :  car  fi  Fon  y  fait  attention,  &  qu’on  Fap- 
profondiffe  un  peu ,  il  ne  fera  pas  difficile  de  s’apperce- 
voir  que  fes  principes  font  tout-a-fait  Antileibnitiens ,  & 
de  plus  on  aura  bien  de  la  peine  a  s’  emp£cher  de  les 
juger  fort  extraordinaires,  Un  agent  moteur,  c’eft  a-dire 
un  &tre  qui  par  fa  nature  a  une  force  motrice  ,  n’  a  pas 
de  mouvement,  &  ne  peut,  ni  en  communiquer  ,  ni  en 
prendre  des  autres  agens  moteurs?  Cela,  fans-doute, 
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pas  Leibnitien  ,  car  M.  Leibnitz  pariant  de  Ia  force  mo- 
trice  ,  nous  dit  ,,  chez  moi  Ia  force  eft  toujours  accom- 
„  pagnee  d’  un  mouvement  effe&if  „  (44)  &  M.  WolfF 
explique  diftin&ement  le  rapport  qui  doit  y  avoir  entre 
la  force  ,  &  fon  effet  difant.  Pojlea  vi  ponitur  aclio  .  .  . 
Apparet  adeo  vim  ita  concipi  debere  ,  ut  ex  ea  aclio  fequi 
intelligatur  quam  primum  in  agente  ipfa  ponitur .  Itaque 
quamprimum  in.  mobili  ponitur  vis  motrix  ,  in  eodem  con¬ 
cipitur  aclio  motrix  ,  unde  pendet  translatio  per  fpatium  (45). 

XXVII.  Ce  que  je  viens  de  cirer  fait  aflez  connoitre 
fi  ces  principes  de  Ia  metaphyfique  de  M.  Needham  font 
Stabiis  d’  apres  ceux  de  Leibnitz  j  voyons  a  prefent ,  s’  iis 
ne  reffentent  pas  trop  le  paradoxe.  On  nous  dit  que 
vite  motrice ,  fans  la  refiftance  n’  a  aucun  effet ,  mais 
que  fi  I’  on  veut  favoir  quel  effet  elle  produit  lorfqu’  elle 
eft  oppofee  a  un  agent  contraire  ,  on  repondra,  que  c’eft 
le  mouvement :  (46)  de  plus ,  on  nous  dit  que  Ia  refiftance 
eft  une  puiffance  propre  a  certains  principes  qui  par  leur 
nature  detruifent  tout  mouvement ,  quoiqu’  iis  n*  y  par- 
viennent  pas  toujours.  (47)  Je  ne  laurois  reflechir  fur 
certe  idee  fans  me  rappeller  un  trait  de  M.  Aymen  dans 
fon  premier  Memoire  fur  les  maladies  des  bleds ,  ou  ,  a 
propos  de  la  decouverte  des  fameufes  anguilles  de  M. 
Needham  il  dit  „  cet  auteur ,  d’  ailleurs  fi  celebre ,  mais 
„  trop  amateur  du  merveilleux.  (48)  En  effet  les  merveil- 
les  font  ici  prodiguees  &  entaflees  les  unes  fur  les  au- 
tres ;  on  y  voit  des  fubffances  dont  les  forces  n’ont  point 
d’effets,  que,  Iorsqu’elIes  fe  rencontrent  avec  d’ autres  fub- 
ftances  dont  Ia  nature  eft  precifement  une  puiffance  pour 
detruire  ce  meme  effet :  pour  donner  naiffance  au  mou- 

144)  Lettre  a  M.  Des-Maizeaux  Tom.  II,  p,  fo, 

45  )  Ontologia  §,  71 3. 

46 )  N6edh.  oblcr.  nauv.  p.  345. 

47  J  p.  439*  •  „ 

48  )  M6m.  de  1’Acaa.  R.  des  tc.  partic  gtrang.  Tom.  IV.  p.  374. 
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vernent  il  eft  d’  une  neceflite  abfolue  de  fuppofer  un  etre 
qui  par  fa  nature  Ie  detruife  :  1*  agent  moteur  ,  malgre 
fa  force  motrice  ,  ne  peut  avoir  du  mouvement ,  &  toute- 
fois  il  peut  fe  le  donner,  lorfqu’  il  eft  en  oppoftrion  avec 
un  etre  qui  le  detruit:  le  m^me  agent  reftftant  qui,  par¬ 
ia  qu’  il  eft  reftftant ,  contient  dans  fon  eflence  la  raifon 
pourquoi  le  mouvement  eft  detruit ,  contient  auffi  la  rai¬ 
fon  pourquoi  le  mouvement  eft  produit.  Si  tout  cela  n’eft 
pas  un  peu  paradoxe  ,  au  moins  avouerez  vous,  Monfteur  , 
qu’  il  eft  fort  merveilleux ,  &  peut-etre  qu’  il  vous  paroi- 
tra  aufli  un  peu  inintelligible ,  foit  que  vous  preniez  ce 
mot  dans  le  fens  de  Leibnirz,  &  loit  que  vous  le  preniez 
dans  celui  que  les  Logiciens  lui  donnent. 

XXVlil.  Du  refte  il  n’eft  pas  befoin,  Monfteur,  que 
je  vous  fafte  remarquer,  que  ces  principes  de  M.  Needham 
fuppofent  une  communication  de  fubftances  a  fubftances : 
car  1’element  reftftant  ne  pourroit  jamais  avoir  du  mou¬ 
vement  ,  s’  il  ne  recevoit  quelque  chofe  qu’  il  n’avoit  pas 
avant  1’  a&ion  de  Pagent  moteur.  Ce  principe ,  comme  je 
l’ai  deja  fait  obferver ,  eft  1’antipode  de  la  philofophie 
Leibnitienne  qui  ne  s’accommodera  pas  non  plus  de  Pex- 
plication  qu’  il  a  donnee  du  mouvement  dans  les  mafTes 
materielles ,  lorfqu’il  a  dit.  „  Toutes  les  fois  que  quelque 
„  quantite  de  ce  compofe  que  nous  appellons  matiere  eft 
„  en  mouvement,  le  mouvement  doit  etre  eftime  comme 
„  parfaitement  coetendu  avec  la  matiere ,  car  il  anime 
„  chaque  partie  „  (49).  Je  ne  ferai  pas  de  remarques 
particulieres  fur  la  doftrine  contenue  dans  ce  paftage,feu- 
lement  je  vous  prie  de  la  comparer  a  celle  de  Woiff,que 
voici.  Qucufo  nimirum ,  quce  nam  tibi  eft  vis  motricis  idea , 
quam  per  extenfum  diffundi  ajftrmas ,  dum  mobile  in  idem 
impingit  ?  Quam  nam  dffuftonis  iftius  ideam  habes  ?  •  •  •  • 


(49)  Neech.  Nouv.  obfer,  p.  449- 
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Advenerunt  difficultates  Idealiflce  y  qui  nodum  Gordium  non 
folventes  ,  fed  fecantes  exifientiam  realem  corporum  negarunt. 
Et  fane  omni  cevo  difficultates  inextricabiles  vifce  funt ,  quce 
ex  communicatione  motus  emergunt ,  ubi  eam  pro  transfujione 

vis  mot ricis  ex  uno  fubiecto  in  alterum  imaginaris . 

Quamobrem  apparet ,  quod  invitis  principiis  rationis  a  [fuma¬ 
tur  vim  matricem  tum  demum  in  corpore  nafci ,  quando  ad 
motum  impellitur.  (50) 

XXIX.  Avant  que  de  paller  outre  il  faut  que  je  me  pro- 
pofe  une  didiculte  qui  n’a  vraiment  d’autre  fondemenr  , 
qu’un  pur  equivoque ,  mais  qui  feroit  que  la  p!us  grande 
partie  de  ce  que  j’  ai  dit  n’  auroit  plus  de  fens ,  ii  elle 
etoit  appuyee  fur  quelque  chofe  de  reel.  Voici ,  Mon- 
iieur,  de  quoi  il  sTagir.  M.  1’Abbe  Regley  editeur  du  der- 
nier  ouvrage  de  M.  Needham  dans  fon  difcours  preli mi- 
naire,  prefente  les  principes  de  fon  auteur  bien  differem- 
ment  de  ce  que  j’  ai  fait  „  il  y  a  „  dit-ii  fuivant  M, 
„  Needham  ,  deux  efpeces  d’  etre  fimples ,  1’  un  eft  un 
M  etre  mouvant ,  1’ autre  un  etre  relidant  .  .,.11  eft 
„  porre  a  croire  que  i’  etre  relidant ,  ou  ,  li  1’  on  veut , 
„  la  refidance  n’  eft  autre  chofe  ,  -quune  moindre  aclivite 
„  une  efpece  de  negation  ,  mais  qu’  il  n’  y  a  la-dedans 
,,  rien  de  pojitif  proprement  dit.  „  (51)  Mais  il  ed  evi- 
dent ,  que  M.  Regley  leduit  par  les  expreffions  equivoques 
&  incertaines  de  Ion  auteur ,  n1  en  a  pas  faifi  le  fens 
qui  ne  pourroit  fublider  ,  tel  que  1’  editeur  a  voulu  nous 
le  prelenter,  lans  transformer  le  livre  des  Obfervations- 
nouvelles  fur  la  generation  en  un  pur  galimathias.  M.  Nee- 
dhain  ne  dit  pas  ,  que  la  relidance  n’  a  rien  de  pofitif  , 
mais  au  contraire  ilfoutient,  que  „la  relidance  doit  etre 
„  regardee  comme  une  force  pofitive  (jz)„  de  plus  il  nous 

/  50  J  Hora  fucce/Tive  Magdeburg,  an,  1730,  dc  notione  corporis, 

(  51 )  P.  xlvil  I. 

(51)  Nov.  obler.  p.  439* 
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dit ,  que  „  1’  agent  refiflant  &  le  tnoteur  different  efferi - 
„  tiellement  P  un  de  P  a  utre  ,  &  Pont  d’une  nature  entie- 
„  rement  oppofee,,  (53)?  or  differer  efTentiellement  Sc 
erre  d’  une  nature  entierement  oppofee  ne  fignifie  pas 
avoir  fimplement  une  moindre  a6livite.  Mais  par-defius  tout 
cela  je  dois  remarquer,  que  M.  Needham,  de  crainte  que  Pon 
ne*  donnat  ce  mauvais  tour  a  fa  do&rine,  a  voulu  en  aver- 
tir  formellement  fes  le&eurs.  „  La  forte  habitude  „  dit-il 
„  que  nous  avons  contradee  dans  les  ecoles  d’affocier  les 
„  deux  idees  de  mouvement  &  d’  a£livite  de  teiJe  raa- 
„  niere  ,  que  nous  ne  concevons  aucune  efpece  d’a6Kvite 
„  inferieure  ,  que  le  plus  petit  degre  de  mouvement  rend 
„  difficile  a  concevoir  Ia  refiflance  pofitive  ,  comme  une 
„  puijfance  aclive  innej.  „  (54)  Tous  ces  pofitifs ,  &  ne¬ 

gati  fs  eutaffes  dans  le  texte  que  j’  ai  produit  au  §.  XIV. 
&  qui  ne  fignifient  pas  toujours  la  meme  chofe ,  doivent 
avoir  occafionne  a  P  editeur  cette  fauffe  interpretation  du 
fens  que  M.  Needham  donne  a  fon.  principe  de  refiftance  j 
Si  cela- meme  prouve,  que  notre  Philofophe  n’eft  pas  tou¬ 
jours  affez  intelligible. 

XXX.  Je  pafie  a  prdfent  a  la  feconde  branche  du  fy- 
fteme  de  M.  Needham ,  a  fes  elemens  fimples  Sc  ineten- 
dus  ,  les  agens  refiltans ,  Si  moteurs  ,  emant  que,  par  leur 
a&ion  ,  &  rea&ion  reciproque ,  iis  forment  ce  compofe 
fenfible  que  nous  appellons  matiere.  Ici  je  dois ,  avant 
tout  ,  remarquer  Ia  neceffite  qu’  il  y  a  de  diftinguer  Ia 
matiere  &  P  etendue  entant  qu’elles  font  quelque  chofe 
de  reel  exiftant  hors  de  nous,  de  la  meme  matiere  ,  Sc 
de  P  etendue  confideree  feulement  par  rapport  a  nos  idees* 
fans  cette  attention  on  court  rifque  de  confondre  des  chofes 
bien  difparates  ,  Sc  Pon  pourroit  paroitre  Leibnitien,  lor£ 
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que  vraiment  on  eft  dans  des  principes  fort  oppoftfs  a 
ceux  qui  font  propres  a  cette  philolophie:  je  m’explique 
Ja-deflus  en  peu  de  mots.  M.  Leibnirz  tache  d’erablir  Ia 
nature  des  premiers  principes  conftitutifs  de  la  madere  *  il 
Jes  donne  tels,  qu’  il  n’ell  plus  poflible  d’expliquer  par  eux 
Petendue  &  Ies  autres  qualites  primaires  de  Ja  matiere , 
fuppofe  que  ces  qualites  foient  en  elles-memes  conformes 
aux  idees  excitees  en  nous  par  leurs  a&ions  fur  Ies  orga- 
nes  de  notre  corps  de-Ia  il  eft  en  droit  de  tirer  cette 
confequence  ,  que  nos  idees  ne  nous  reprefentent  pas  les 
qualites  primaires  de  Ia  madere  telles  qu’  elles  font  en  el¬ 
les-memes  ,  &  qu’  il  ne  faut  pas  „  chercher  une  plus 
„  grande  realite  dans  les  chofes  fendbles  hors  de  nous  , 
„  que  celle  de  phenomenes  reglds:,,  (55)  or  ii  eft  clair 
que  1’  enonce  dans  la  derniere  propofidon  eft  bien  une 
fuite  du  fyrteme  de  Leibnitz  ,  mais  qu’  ii  n’  en  eft  pas  le 
principe.  J’ai  dii  faire  cette  remarque  pour  en,  inferer,  que 
I’ opinion  de  ceux  d’entre  les  Philofophes  qui  ne  veulenc 
pas  que  Pon  juge  de  la  realite  des  qualites  primaires  de 
la  matiere  par  la  nature  des  idees  que  nous  en  avons , 
ne  peut  pas  vraiment  fe  bien  foutenir  fans  fuppofer  Jes 
principes  de  la  philofophie  Leibnitienne,  mais  que  ce  font 
ces  principes  ,  &  non  pas  cette  opinion  ifolee  que  Pon  a 
coutume  d’  appeller  la  Metaphydque  de  Leibnitz. 

XXXL  Audi  eft-il  vrai ,  que  M.  Needham  ne  fe  donne 
pour  Leibnitien,  que  parcequ’ il  eit  d’avis  que  ces  princi¬ 
pes  fur  P  eflence  &  la  nature  de  la  matiere  font  les  me- 
mes,  que  ceux  de  Leibnitz.  Que  Pon  examine  bien  „  nous 
dit-il  „  ce  fytieme  ,  on  lui  trouvera  de  la  conformite  avec 
„  la  bonne  metaphyfique ,  j’entends  celle  de  Leibnitz  qui 
„  traite  Peffence  primitive  de  la  madere,  &  la  nature 


de 


( 55  )  Leibnitz  Lett»  T,  II,  p,  79, 


de  ces  principes;  „  (56)  &  dans  un  autre  endrott  de 
fon  dernier  ouvrage  il  appelle  fon  fylleme  „  les  principes 
„  metaphifiques  que  nous  avons  etablis  fur  les  premiefs 
„  elemens  de  la  matiere  d’ apres  Leibnitz.  „  (57)  C’ ell 
pourquoi  il  feroit  bon  de  commencer  par  expofer  les  vrais 
principes  de  la  matiere  dans  le  fylleme  de  Leibnit pour 
les  comparer  enfuite  a  ceux  qui  font  propres  au  lylleme 
de  M.  Needham  ;  mais,  Monfieur  ,  je  n’  ignore  pas  que 
vous  connoiflez  aflez  bien  les  premiers  ,  pour  que  je  ne 
doive  pas  entrer  dans  ce  detail  ,  il  me  fuffira  de  vous 
rappeller  ,  que  Ia  difference  des  etats  inferieurs  dans  cha- 
que  Monade  ou  etre  iimple ,  entanr  qu’  il  en  reluite  un 
rapport  fixe  de  Fun  a  1’  autre ,  &  une  exigeance  de  coe- 
xilter  lelon  ce  rapport ,  ell  la  veritable  clef  du  lylleme 
Leibnitien. 

XXXII.  Toute-fois  cette  clef  n’ell  pas  celle  qu’ il  nous 
faut ,  pour  penetrer  dans  les  myfteres  de  celui  de  M. 
Needham  ,  mais  il  faut  fe  tenir  ferme  a  ce  principe  que 
la  matiere  ell  compofee  de  deux  efpeces  d’  erres  limples 
d’ une  nature  fpecihquemenr  oppofee  ,  dont  les  uns  pro- 
duifent  le  mouvement  quand  iis  font  en  compagnie  de 
ceux  qui  le  detruifent ;  de-la  on  aura  Ia  faeilite  de  pouvoir 
comprendre  comment  des  etres  {imples  peuvent  former 
une  etendue  &  comment  cette  etendue  fera  folide  ,  mo¬ 
bile  ,  impenetrable  ,  divifible.  Commengons  par  F  etendue, 

XXXIII.  M.  Needham  veut  que  F  etendue  conltderee 
comme  etendue  fb.it  un  .genre  qui  fe  divife  en  deux  efpe¬ 
ces  :  vraiment  il  auroit  faliu  delinir  cette  etendue  conli- 
deree  comme  genre  ,  mais  il  ne  F  a  point  fait  ,  &  il  me 
femble  qu’  il  a  fort  bien  fait  de  ne  pas  la  definir  9  cur  , 
fans-doute ,  il  n’  auroit  pu  s’  en  tirer  au  contentement 


(56)  N6edh.  Remarques  p.  14 6: 
f. 57)  Nouv,  Recherch.  p.  35. 

Mijc.  Taur.  Toni.  IV. 
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des  Logiciens,  qui  pretendent  que  la  de^ninon  du  genrt 
■doit  etre  applicable  aux  efpices  fubordonnees ;  or  le 
moyen  d’  en  trouver  une  applicable  aux  deux  efpeces 
d’  etendue  ,  telies  qu1  il  nous  les  a  donne  ?  Savoir  1’  eten- 
due  qui  ejl  un  pur  rien  ,  &C  i’  etendue  qui  eft  une  combi- 
naifon  d  etres  a&ifs  ?  Cette  dividon  de  1’  etendue  en  deux 
efpeces  differentes  merite  d’  etre  approfondie  ,  &  il  faut, 
Mondeur ,  que  je  vous  la  prefente  dans  les  propres  ter¬ 
mes  de  r  auteur  :  je  fuls  fort  tente  de  croire  que  c’  eff 
de-Ia  que  1*  on  doit  partir  pour  avoir  le  denoiiement  de 
la  piece  methaphidque  de  M,  Needham,  Voici  donc  ce 
„  qu  il  dit.  ,,  il  y  a  une  etendue  fans  folidite,  que  nous 
„  attribuons  au  pur  efpace ,  du  mime  genre  pricifement 
„  que  la  pure  etendue  dans  la  madere  ,  d  nous  faifons 
,,  abffra&ion  de  Ia  folidite.  Il  femble  qu’on  conddere  tou- 
„  jours  cette  etendue  ,  foit  d1  eipace  ou  de  madere  com- 
me  une  vraie  qualite  phifique  egalement  pofitive  dans 
„  les  deux  cas ,  quoiqifen  effet  1’une  ne  foit  qffun  vuide 
„  in- aci  i f  a  notre  egard  ,  un  pur  rien  ,  &  fautre  une 
„  combinaifon  d’ etres  aclifs.  „  (58)  Je  commencerai  par 
dire  un  mot  de  cette  etendue  qui  eff  quelque  chofe,  &  je 
pafferai  enfuire  a  1*  etendue  qui  eff  un  pur  rien. 

XXXIV.  ,,  L’etendue ,,  felon  notre  auteur  „  condderee 
„  comme  etendue  n’eff  rien  de  plus  phidquementqffune  cer- 
„  taine  quantite  determinee  d’a£lion  extejieure.  „  (5  9)  Cetre 
dednition  qui  paroit  d’abord  dire  quelque  chofe  ,  ne  dit  pour- 
tant  rien  autre  d  non  que  1’ etendue  conjideree  phifiquement  ejl 
quelque  chofe  qui  prifuppofe  ride  e  de  P etendue.  Pour  voir  d  je 
dis  vrai  ,  ii  n’y  a  qu’  a  oter  de  la  dednition  ces  deux 
mots ,  aclion  exterieure  ,  &  y  mettre  a  leur  place  ce  que 
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dans  Ia  metaphifique  de  M.  Needham  ftgnifient  Ces  mors, 
&  alors  on  aura  la  definition  qui  fuit  :  l" etendue  nejl  rien 
de  plus  phijiquement  quune  certaine  quantite  de  mouvement } 
or  ii  n’ eft  pas  poftibie ,  dans  aucun  fyfteme  que  ce  foit, 
d’  expliquer  ce  que  c’  eft  qu’  un  mouvement  exterieur  fans 
prefuppofer  1’idee  de  Y  etendue  \  car  le  mouvement  prefup- 
pofe  au  moitis  Ia  poflibilite  d’  une  ligne  droite  qui  doit 
marquer  la  dire&ion  dans  laquelle  le  mouvement  eft  pof- 
fible  i  donc  on  ne  peut  expliquer  i’  etendue  par  ie  mou¬ 
vement  fans  faire  comprendre  que  1’  on  eft  abfolument 
hors  du  cas  de  pouvoir  expliquer  no$  principes. 

XXXV.  Confici  e  rotis  maintenant  cette  efp^ce  d’ etendue 
qu’on  nous  dit  n’  et  re  qu’zz/1  pur  rien  $  peut-etre  que  nous 
trouverons  que  ce  pur  rien  ett  la  piece  fondamentale  du 
fyfteme  de  M.  Needham.  Pour  vous  dire ,  fans  detour 
ma  penfee ,.  Monfieur,  il  me  paroit  que  n'otre  Philofophe, 
malgre  fa  refolution  de  faire  main-baffe  fur  Ia  meraphiiique 
generalement  re^ue,  &  iur  la  Cartefienne  principalement  n’en 
a  cependant  pas  eu  toujours  aftes  pour  fe  debarafter  de  cer- 
tains  principes  qu’  il  avoit  puifes  dans  les  clafTes  j  &  il 
en  eft  arrive  que  fon  fylieme  ,  qui  ne  parle  que  des 
etres  fimples  &  inerendus,  eft  pourtant  fi  intimement  mele 
a  Ja  fuppofition  d’une  etendue  ,  qui  exifte  independemment 
des  etres  fimples,  qu’  il  fe  trouve  parda  au  deflus  de  la 
portee  de  1’  intelligence  humaine.  M.  N.  nous  apprend  donc 
ici  que  quoique  1’  etendue  n’  ait  d’  autre  rdalite  que  celle 
des  afiions  des  elemens  fimples ,  il  y  a  cependant  une 
autre  etendue  ,  c’  eft  a-dire  celle  du  pur  vuide  $  &  com¬ 
me  cela  eft  une  contradi&ion  de  principes  trop  manife¬ 
ste  ,  il  pretend  d’  adoucir  la  chofe  en  foutenant  que  ce 
vuide  eft  un  pur  rien  Ce  n’  eft  pas  feulement  dans  le  pa£ 
fage  que  j’  ai  produit  ei-defliis  §.  XXX11.  que  1’  on  voit 
que  M.  Needham  eft  pour  ie  vuide  ,  mais  cela  paroit 
encore  par  d’  autres  end roits  x  comme  dans  celui  qui  fuit,. 
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„  Defcartes  paroit ,  &  fait  confifler  1’  eflence  cfe  la  ma* 
„  tiere  dans  1’  etendue  ;  1’  efpace  &  le  corps  deviennent 
„  une  feule  &  meme  chofe ,  i’  Univers  dans  fon  abon- 
„  dance  languit &  toute  la  nature  perd  fon  a&ivite 
„  dans  un  plein  univerfel,  infui.,,  (6 o)  Ce  texte  n’a  pas 
befoin  de  Commentaire  pour  apprendre  que  le  vuide  y 
eft  regarde  comme  neceffaire  au  mouvement.  II  nous  dic 
ailleurs  que  la  sphere  qu’ occupe  a&uellement  notre  fifte- 
me  fe  trouve  d’une  jufte  etendue  par  le  moyen  des  agens 
refiftans  qui  moderent  Fa&ivite  des  agens  moteurs,  ou 
de  la  force  expanfive  ;  mais  ,  dit-il  „  fi  la  force  expan* 
,,  fi  ve  agifloit  feule  &  librement  fans  eprouver  aucune 
„  puiffance  antagonifie la  matiere  feroit  reduite  en  un 
y»  inflant  a  fes  premiers  principes ,  &  difperfee  par  con- 
,,  fequent  fans  aucune  liaifon  dans  une  fphere  immenfe.  ,, 
(6i)  On  voit  ici  une  fphere  d’une  jufte  etend-ue  devenir 
par  T  ina&ion  des  agens  refiftans  ,  une  fphere  immenfe , 
&  confequement  s’  aggrandir  infiniment  par  F  addition 
d’un  rien  ceit  a-dire ,  d’un  pur  efpace  vuide;  &  comme 
dans  cette  fphere  immenfe  il  n’  y  aura  plus  d’  a&ion  Sc 
de  reaftion  ,  car  on  fuppofe  qu’  ii  n’  y  ait  plus  de  refi- 
flance  ,  il  n’y  aura  non  plus  de  cette  efpece  d’  etendue 
qu’on  nous  a  dit  devoir  etre  quelque  chofe  &  nous 
aurons  pourtant  une  etendue  immenfe  fans  rien  d’etendu, 
Je  dirai  ici  d7apres  Leibnitz  ,  qui  dans  fes  ecrits  contre 
Clarke  a  tant  combattu  de  pareilles  idees  ,  que  „  Feten- 
„  due  doit  etre  F  affedion  d’  un  etendu  ;  mais  fi  cet  ef 
„  pace  eft  vuide  ,  il  fera  un  attribut  fans  fujet,  une  eten- 
„  due  d’aueun  etendu  ....  Ce  font  Idola  Tribus,  Chime- 
„  res  toutes  pures ,  &  imaginations  fuperficielies.  „  (62) 

(6o  J  Nouv.  obf.  p.  457. 

(61  )  Id  p.  1  1. 

[62)  Leibnitz  quatrieme  lettre,  Tom.  II,  p.  12.9,130. 
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Tous  ceux  qui  font  pour  le  vuide  fe  laifTenc  plus  me- 
„  ner  par  1’  imagination  que  par  la  raifbn.  Quand  j’etois 
5?  jeune  gar^on ,  je  donnai  auffi  dans  le  vuide  &  dans 
„  les  atomesj  mais  la  raifbn  me  ramena.  „  (63). 

XXXVI.  II  eft  n-eceftaire  que  je  produife  encore  uti 
paflage  ,  qui  prouve ,  a  ce  qu’il  me  paroit ,  que  Ia  {im¬ 
plicite  des  clemens  inetendus  de  M.  Needham  n’  eft  que 
dans  les  mots ,  &  nullement  dans  les  idees.  S’  erant  pro- 
pofe  de  prouver  que  les  elemens  fimples  ou  les  agens  qui 
compofent  la  matiere  doivent  etre  d’  une  nature  oppofee  j 
il  pretend  que  fi  cela  n’  etoit  pas  ,  „  chaque  agent  exe- 
„  cuteroit  fes  a£tions  a  part  dans  fa  petite  fphere  fans 

en  affe&er  aucune  autre  (64).  II  me  femble  cpx'  executer 
fes  aclions  veut  dire  agir  &  agir  fans  afte&er  d’  autres 
etres,  fignifie  agir  interieurement,  &  agir  interieurement 
e’  eft  changer  d *  etat  dans  fon  interieur  j  donc  un  etre  fim- 
ple  ne  peut  agir  dans  fa  petite  fphere  fans  que  fon  inte¬ 
rieur  occupe  cette  petite  fphere  3  il  fera  pourtant  un  etre 
{imple  ,  &  inetendu  dont  1’  interieur  fe  repandra  dans  une 
petite  fphere.  La  confequence  que  je  tire  de  rout  ce  que 
j’ai  dit  fur  1’  etendue  par  rapport  au  fyfteme  de  M.  Nee¬ 
dham  ,  eft,  que  fi  fon  con^oit  une  grande  etendue  &  qu’on 
Tappelle  un  pur  rien  fi  on  y  place  des  etres  que  fon  ap- 
pellera  fimples ,  mais  qui  doivent  avoir  une  petite  fphere 
cfa&ivite  qui  reponde  a  une  partie  de  cette  etendue  qui 
eft  un  pur  rien  ,  on  aura  toute  ia  facilite  imaginable  pour 
expliquer  1’  origine  de  1’  etendue  ,  &  les  premters  princi¬ 
pes  de  la  matiere, 

XXXVII.  11  me  paroit  donc  que  je  fuis  un  peu  fonde 
a  dire  que  toute  la  conformite  qui  fe  trouve  entre  les 
principes  etablis  par  M.  * Needham ,  &c  ceux  de  M.  Leihnit { 

(63  )  Id.  p.  133. 

(64)  Naedh,  Nouv,  obf.  p.  329. 
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n’eft  nullement  dans  les  idees  ,  mais  dans  les  mots  feule- 
ment.  Un  exemple  fuffira  pour  tout.  ,,  Que  i’on  examine 
„  bien  ce  fyfteme  „  c’  eft  du  fien  que  M.  Needham  pre- 
tend  parier  „  on  Iui  trouvera  de  la  conformire  avec  Ia 
„  bonne  metaphilique  ;  f  entends  celle  de  Leibuit^  qui 
„  traite  1’  elTence  primitive  de  la  matiere  ,  &  Ja  nature 
„  de  fes  principes.  Selon  ce  Plnlofophe  ces  principes. 
„  fiqiples ,  &  inetendus ,  comme  caufes ,  font  a&ifs  par 
„  elTence,  Sc  produifent  par  leur  a£lion ,  &  reacTion  com- 
„  binees  !es  phenomenes  de  1’  etendue  folide  y  du  mouve- 
„  ment ,  de  la  figure  ,  &  de  Ia  divifibilite.  „  (6jj  Com- 
mentons  un  peu  ce  texte  felon  ce  Philofophe  ces  princi¬ 
pes  (imples  ,  &  inetendus  &c,  Ces  principes  limples  ,  &  ine¬ 
tendus  le,  font  dans  le  fyfteme  de  Leibnit £  tour-autrement 
qite  dans  celui  de  M.  Needham  *  iis  ne  fuppofent  pas, 
r  idee  de  mouvemenr ,  iis  n’ont  pas  de  petite  Tphere  d’a£H- 
vite,  iis  ne  laiflfent  pas  d^efpace  vuide  entre  les  deux  6c 
ne  peuvent  pas  palTer  a  occuper  une  Tphere  immenfe  apres 
en  avoir  occupee  une  plus  petite.  Sont  aclifs  par  ejfence . 
Mais  leurs  a&ions  n’e(t  pas  une  force  motrice,  &  une 
rehftance  ;  elle  n  eft  pas  exterieure, .'mais  feulement  in td- 
rieure  ;  &  leur  a&tvite  n’eft  qu’une  force  pour  palTer  de 
Tun  a  1’au.tre  etat  reprefentatif  de  T  univers  :  felon  Ia  me- 
taphifique  de  M.  'Needham.  Ta&ivittfeft  un  effort  d’  un 
etre  fimple  pour  en  pouffer  un  a  utre  qui  de  fon  cote  fait 
un  e  {Fort  pour  detruire  Fa&ion  du  premier.  Et  produifent 
par  leur  aclion  ,  &  reaclion  combinees  les  phenomenes  de  F eten¬ 
due  folide  ,  du  mouvement  &c,  Pour  glolfer  ce  texte  il  faut 
commencer  par  le  rediber ,  car  s’agilTant  ici  de  l'  ejfence 
primitive  de  la  matiere ,  &  de  la  nature  de  fes  principes , 
ii  ne  doit  pas  erre  queftion  de  phenomene.  On  entend 
communement  par  phenomene  un  effet  fenlxble  dont  on  n’a 


(65)  Remarques  p.  146. 
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qu’  une  perception  confufe  j  &  dans  ce  fens  fi  1*  on  dic 
que  la  matiere  eft  un  ph^nomene  c’eft  que  i’  on  fuppofe 
qu’en  nous,  fa  perception  eft  confufe,  mais  tout  pheno- 
mene  fuppofe  quelque  reaiite  &  il  s’agit  d’affigner  la  na¬ 
ture  de  ccs  realites  ,  quand  on  fe  propofe  d’expiiquer  Pef- 
fence  primitive  d’une  chofe.  Je  retrancherai  donc  du  texte 
ce  mot  de  phenomene ,  &  je  lirai  (implement ,  &  produb - 
fent  par  leur  aclion  ,  &  reaSion  combinee  /’  etendue  f olida , 
le  mouvement  &c.  Ce  qui  reprefente  un  fens  reellement  con¬ 
forme  aux  principes  de  M.  Needham  qui  penfe  que  la 
matiere  eft  un  refultat  dT  a£Hon  ,  &  de  reafKon  consues 
a  fa  maniere  ,  mais  nullement  conformes  a  la  metaphifique 
de  M.  Leibnit p  qui  a  prdcifement  rejette  cette  idee  dans 
une  lettre  contre  Vcgneriusj  (66)  &  quant  au  mouvement 
il  n’  eft  non  plus  dans  le  fyfteme  de  Leibnit z ,  une  fuite 
d’  a&ion  ,  &  de  reaftion  ,  mais ,  pour  me  fervir  de  fes 
paroles  memes  „  Ce  qu’  il  y  a  de  reel ,  eft  la  force  ou 
„  la  puiffance,  c’ eft-a-dire  ,  ce  qu’ il  y  a  dans  Petat  pre- 
„  fent  qui  porte  avec  lui  un  ohangement  pour  Pavenir.  „ 
Le  refte  n’en  eft  que  phenomene,  &  rapport.  (67)  Toute 
fois  ,  quand  on  regarde  les  phenomenes  du  core  de  nos 
perceptions  ,  il  eft  vrai  alors  ,  &  il  P  eft  dans  tout  fyfte- 
me ,  qu’  iis  dependent  de  Paftion ,  &  de  la  r^aflion , 
c’eft-a-dire  ,  de  Pa&ion  des  objets  exterieurs  fur  les  orga- 
nes  de  nos  fens ,  &  de  la  ria&ion  de  ces  organes. 

XXXVIII.  Il  faut  encore  que  je  dife  deux  mots  de  Ia 
divifibilite  de  la  matiere ,  &  de  fon  impenetrabiiite ;  a 
voir  d’une  part  les  temoignages  d’  eftime  que  M.  Nee¬ 
dham  a  rendu  au  merite  diftingud  de  Leibnitz  ,  &  d’autre 
part  a  refiechir  fur  les  expreflions  peu  mefurees  dont  il 
s’  eft  fervi  pour  ravaler  Popinion  de  Ia  divifibilite  de  Ja 


(  66  )  Oper.  Tom.  II.  p.  226. 

{67}  Journ,  des  Savans  op.  Tom,  II,  p.  79, 
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matiere  on  diroit  que  fur  ce  point  ii  doit  '$tre  fort  Lei- 
bnitien  ,  mais  ii  n’  efl  rien  moins  que  cela.  Voici  Par- 
ret  prononce  par  notre  auteur.  „  L’  etre  materiei  ,  felon 
„  le  jentiment  commun  qu’on  pretend  m£me  porter  jufqu’  a 
n  demonftration  eft  non  feulement  compofe  d’  infini- 
”  ment  Per^ts  >  en  quelque  fens  ,  par  une  gradation  non 
„  interrompue  ,  mais  d’une  infinite  d’infiniment  petits.  Cre- 
»  dat  judaus  appella,  Ceft  ici  un  abime  ou  Ia  verite  fe 
«  perci ,  &  s’anneantit  c’  elb  non  feulement  un  myftere.,. 
„  mais  une  contradi&ion  ouverte  qui  choque  Ie  fens  cotn- 
,,  mun.  „  (68)  Or  Monfieur  ,  de  tous ,  ou  de  prefque  tous 
Jes  ouvrages  philofophiques  de  M.  Leibnitz  ouvres  ceiui  qu’il 
vous  plaira  ,  &  je  vous  repond  que  vous  y  trouveres  ,  que  ce 
fentimenr,  qui  choque  le  fens  commun  ,  eft  precifement  ceiui  de 
Leibnitz mais  pour  vous  epargner  cette  peine  je  rapporte- 
rai  ici  deux  ou  trois  paffages  choifis  entre  un  grand  nom- 
bre  d’ a  utres.  Sententiam  noftram  de  perpetua  divifibilitate 
probatione  deflitutam  cenfet  refponfio  ( du  Medecin  Srhal ) 
Qua  fi  non  pro  ea  extern  libri  pleni  demonftrationibus ,  (69) 
Contendit  refponfio  aqualem  cuiuslibet  partis  fubdivifonem  ejfe 
JfPer  omnem  conceptibihtatem ,  quia  fcilicet  conceptum,  cum 
imaginatione  confundit  (70).  Caterum  hac  divifio  non  tan~ 
tum  in  Geometria  <,  fed  etiam  in  Phyfca  locum  habet 
Qui  hac  non  animadvertit  ,  parum  affurgit  ad  incredibilem 
natura  majeflatem.  (71)  „  Je  fuis  tellement  pour  Pinfini  a&uel 
„  quau  lieu  d’admettre  que  la  nature  P  abhorre  ,  comme 
„  Pon  dit  vuigairement  ,  je  tiens  qu’  elie  Paffefte  par  touc 
„  pour  mieux  marquer  les  perfe&ions  de  fon  auteur. 
(72)  Du  refte  s  il  penfe  que  par  cette  dq&rine  on  veuille 

don- 

(68)  Remarquc s  &c.  p. 

(69  )  Rcfponf.  ad  Sthal.  obferv.  p,  1«, 

( 70 )  Ib. 

(  71  )  Animadv,  ad  Sthal.  Phyfica  p.  140. 

(72)  Journ.  des  Sayaps  op.  Toijj,  IL  p*  24^ 
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donner  a  entendre ,  qu’un  corps  fini  ,  &  borne  con- 
tienne  un  infini  abfolu  ,  &  que  cet  infini  puifTe  refuiter 
par  faddirion  de  parties  ,  ou  de  nombres ,  il  a  raifon  de 
Ia  regarder  comme  contradi&oife  ;  mais  aulli  n’  eft  ce  pas 
cela  que  1’  on  prerend  foutenir  ,  ]orfqu’on  dit  que  la  ma- 
tiere  eft  compofee  d’  une  infinite  d’  infini ment  perirs. 

XXXIX.  Pour  ce  qui  eft  de  P  impenetrabilite  ,  M.  Nee* 
dham  eft  dans  les  principes  de  Leibmrz  ,  tout  comme  il 
1’  ell  dans  tout  le  refte  »  on  doit  donc  favoir  que  „  P  im- 
,,  penetrabilite  qu’on  attribue  communement,  quoique  fans 
„  y  avoir  fait  aflez  de  reflexion  ,  a  la  matiere  ,  ne  lui 
„  appartient  pas ,  mais  feulement  aux  £tres  fimples ,  les 
„  premiers  principes  de  la  matiere.  (73)  L’ impenetrabilite 
eft  un  refultat  d’  a&ion  ,  Si  de  rea&ion  confideree  ge- 
,,  neralement  entre  des  etres  oppofes  de  quelque  efpece 
„  qu’  iis  foient.  „  (74)  Des  gens  qui  voudroient  faire  un 
peu  les  difficiles  pourroient  repondre  a  M.  Needham  que 
puifque  dans  fes  principes  les  agens  moteurs  n’  ont  point 
entre  eux-memes  ni  d’a£tion ,  ni  de  rea£tion  ,  &  qu’  il  en 
eft  tout  de  meme  des  agens  refiftans,  il  faudroit  admettre 
cette  impenetrabilite  comme  quelque  chofe  qui  n’  a  iieu 
que  dans  le  cas  de  i’  oppofition  de  ces  deux  efpeces  d’etres 
c’  eft-a-dire ,  pour  me  fervir  d*  une  expreffion  de  Leibniti 
comme  un  petit  etre  fubfiftant ,  qui  peut  entrer  ,  &  for 
tir  comme  les  pigeons  d’  un  colombier.  Il  continue  a  ext 
pofer  fa  do&rine  fur  i’  impenetrabilite  ,  difant  „  je  fuis  for 
„  furpris  qu’on  ait  toujours  aflbcie  deux  idees  auffi  con- 
j,  tradi6Ioires  ,  que  P  impenetrabilite  &  la  divifibilite  infi* 
,,  nie.  (75)  Sur  cela  M.  Leibnitz  a  bien  voulu  fe  donner 
Ia  peine  de  lui  repondre  d’avance.  Innuitur  foLiditatem 
impenetrabilem  cum  divifibiUtate  in  infinitum  fiare  non  p°Jfe* 

(73)  Ngedh.  Nouv.  obfer.  p.  453. 

(  74  )  Ib.  p.  336. 

143)  Ib.  p.  45*. 
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Sed  non  video  quid  divijibilitas  faciat ,  aut  noceat ,  cum  de 
impenetrabilitate  agitur  .  Sive  divifibile  Jit  corpus  ,  Jive  in  di¬ 
vifibile  ,  aliud  in  fuum  locum  non  admittet ,  niji  inde  exce¬ 
dat  (76) 

XL.  J’  en  ai  dit  afTez  ,  Monfieur ,  poar  vous  mettre  au 
fait  des  pieces  qui  peuvent  fervir  a  refoudre  la  queftion , 
s’  il  eft  plus  naturel  de  penfer  que  les  principes  Meraphy- 
ftques  de  M,  Needham  foient  etablis  d’ apres  Leibnitz , 
comme  il  femble  qu’il  le  penfe  lui  meme  a  prefent  (77), 
ou  bien  s1  il  paroit  qu’  ii  ait  rencontre  plus  jnfte  quand 
il  a  ecrit  que  ces  deux  fyftemes  etoient  fort  differens 
n’ ayant  entre  eux  qu’ une  legere  relfemblance  (78)  .  Ce- 
pendant  f  ignore  fi  lorfqif  il  a  plu  a  M.  Needham  de  nous 
renvoyer  a  la  Metaphyfique  de  Leibnitz  ,  il  a  encendu  par¬ 
ier  feulement  de  cette  partie  qui  ne  va  pas  au  dela  de  Ia 
confideration  des  principes  conftirutifs  de  la  matiere  ,  ou 
bien  fi  par  deference  au  fentimenc  de  fon  Philofophe  ,  qui 
regardoit  les  parties  de  fa  Metaphyfique  comme  etroite- 
ment  liees  fune  a  P  autre  :  Qui  unum  bene  novit ,  om¬ 
nia  novit  ,  il  ait  voulu  nous  les  propofer  ,  toutes  egale- 
ment ,  comme  des  uniques  fources  ou  1’  on  doive  puifer 
les  elemens  de  ce  qu’  il  appelle  la  bonne  Metaphyfique.  Je 
ne  ferois  pas  dans  P  incertitude  fur  ce  poinc  ii  je  n  ap- 
percevois  dans  Ja  fa^on  de  s’  exprimer  de  notre  Savant  un 
certain  propos  determine  de  s’en  rapprocher  en  toute  occa- 
fton  ,  par  P  enoriciation  ,  de  cette  maniere  de  phrafes  pro- 
pres  uniquement  de  la  philofophie  Leibnitienne  j  mais  d’au- 
tre  part  il  eft  evident  ,  k  n’  en  pouvoir  douter  ,  que  Pop- 
pofition  entre  les  idees  des  deux  Metaphyftciens  eft  com- 
plette  en  rout  ,  &  par  tout ,  Je  ne  deeiderai  donc  rien 
fur  la  queftion,  fi  M.  Needham  permette ,  on  ne  permet- 

(7 6}  Leib.  Phyfica  pag.  141. 

£77)  N6ed.  nouv."  recherdies  Phyfic,  pag,  $5, 

(78)  Nouv.  obferv.  pag,  263, 
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te  pas  a  ceux  qui  fur  certains  points  capitaux  ne  font  pas 
Leibnitiens  ,  de  poufter  leurs  recherches  au  dela  du  fenft- 
ble  ,  &  je  me  bournerai  feulement  a  vous  prouver ,  Mon- 
fieur ,  qu7  il  devroit  avoir  un  peu  d7interet  a  fe  decider  fur 
cette  queftion  ,  pour  1’  affirmative. 

XLI.  Comme  dans  la  Metaphyfique  de  notre  Philofophe 
„  rien  n’  eft  plus  certain  que  cette  efpece  d7  axiome  ,  ni- 
„  hil  eft  in  intellectu,  quod  prius  non  fuerit  in  fenfu  (7  9)  ,,  il 
ne  doit  pas  etre  fuprenant ,  vu  fa  franchife  philofophique, 
qu7  il  fe  foit  fervi  d7  expreffions  un  peu  fortes  pour  marquer 
le  peu  de  cas  qu’  il  fait  de  ceux  d’  entre  les  Philofophes 
qui  meconnoiflent  des  axiomes  d’  une  telle  evidence .  „ 
„  Defcartes  paroit  „  nous  dit-il  „  &  pour  ne  pas  tomber 
„  dans  l7  inconvenient  d’  une  efpece  de  gdneration  equivo- 
„  que  des  -idees ,  autant  que  pour  affermir  la  morale  .... 
„  il  imagine  la  fable  des  idees  innues  qu’il  reprefente  grof - 
„  fier  ement  fous  les  ‘notions  de  traces  materielles  dans  nos 
„  cerveaux  (80).  „  Cel&,dis-je,  n7eft  pas  trop  furprenant, 
mais  il  1’  eft  pourtant  un  peu  qu’  il  ait  ignore  que  le  fy- 
fteme  Leibnirien  ne  peut  fe  pafter  de  la  fuppofttion  des 
idees  innees  .  M.  Leibnitz  a  parle  de  cette  queftion  dans 
plufieurs  endroits  de  fes  ouvrages ;  il  l’a  meme  traitee  dif- 
iufement  dans  fes  Nouveaux  effais  fur  P  etendement  humain7 
mais  je  borne  ici ,  Monfieur ,  a  vous  en  prefenter  un  feul 
paffitge .  „  Peut-on  nier  ,  qu’  il  y  ait  beaucoup .  d’  inne  en 
„  notre  efprit ,  puifque  nous  fommes  innes  a  nous-memes 
„  pour  ainfi  dire  ?  &  qu’  il  y  ait  en  nous  etre  ,  unite  , 
„  fubftance  ,  duree  ,  changement ,  a&ion,  perception  ,  plai- 
„  fir,  &  mille  autres  objets  de  nos  idees  intelle&ueiles  ? 
„  Ces  objets  etant  immediars ,  &  toujours  prefents  a  notre 
„  entendement ,  puourquoi  s7  etonner  que  nous  difions  que 
ces  idees  nous  font  innees  avec  tout  ce  qui  en  depend  ? 

(79)  Nouv.  obferv.  pag.  485. 

(80)  Remarque  au  pag.  29 6* 
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5)  Je  me  fuis  fervi  aufli  deda  comparaifon  d*  une  pierre  de 
„  marbre  ,  qui  a  des  veines  ,  plutot  que  d*  une  pierre  de 
,,  marbre  tout  unie  ,  ou  des  tablettes  vuides  ,  c *  eft-a-dire 
??  de  ce  qui  s’  appelle  tabula  rafa  chez  ies  Philofophes  ; 
97  car  fi  Fame  reffembloit  a  ces  tablettes  vuides,  les  veri- 
7 y  tes  feroient  en  nous  comme  la  figure  d’Hercule  eft  dans 
9,  un  marbre  quand  le  marbre  eft  tout-a-fait  indifferent  a 
?>  recevoir  ou  certe  figure  ,  ou  quelqu*  autre  ,  Mais  s’  il  y 
97  avoit  des  veines  dans  la  pierre,  qui  marquaflent  la  figu- 
„  re  d’  Hercule  preferablement  a  d’  autres  figures ,  cette 
,,  pierre  y  feroit  plus  determinee  ,  &  Hercule  y  feroit  com- 
s?  inne  en  quelque  fa^on,  quoiqu*  il  fallut  du  travail 
„  pour  decouvrir  ces  veines,  &  pour  les  neroyer  par  la 
9,  pohfTure  en  retranchant  ce  qui  les  empeche  de  paroitre  „ 
(Si)  on  voit  par  ce  texte  que  M.  Leibnitz  a  donne  dans 
des  grofliertes  encore  plus  maflives  de  celles  de  Defcarres, 
car  vous  comprenez  bien  ,  Monfieur  ,  que  des  traces  dans 
nos  cerveux  font  quelque  chofe  de  plus  fin  que  des  veines 
dans  un  marbre. 

XLI.  Puifque  M.  Needham  fe  tient  a  fon  axiome  que, 
nihil  eft  in  intellectu ,  quod  prius  non  fuerit  in  fenfu  ,  il  eft 
aife  a  imaginer  qu’  il  n’  eft  pas  dans  le  fyfteme  de  fHar - 
monie  preetablie  j  mais  de  favoir  quel  eft  precifement  le  lien 
fur  F  origine  de  nos  idees ,  c’ eft  ce  que  Fon  ne  peur  pas 
dire  au  jufte  ,  car  il  en  a  donne  deux  ,  F  un  contraire  a 
1’  autre  .  Si  Fon  veut  s’ en  tenir  a  ce  qu’ii  en  a  ecrit  dans 
fcn  ouvrage  du  1750.  il  me  femble  qu’ on  doit  dire  qu’ ii 
eft  de  F  opinion  du  Do&eur  Clarke  qui  penfoir  que  les 
images  des  objets  font  portees  par  les  organes  des  fens 
dans  le  fenforium ,  ou  Fame  les  appergoit  comme  dans  un 
miroirj  mais  ii  Fon  s’  en  rapporte  a  ce  qu’ il  nous  a  dit 
dans  fon  denner  ouvrage,  on  devroit  penferqu’ii  eft  pour 

(81)  Avanc  propof,  p.  7. 


r  influence  tres-phyfique  da  corps  fur  1-  ame .  La  il  nous 
a  dit  „  que  les  a&ions  exterieures  engendrent  neceflaire- 
„  ment  des  impreilions  interieures  .  .  .  qui  produifent  des 
„  diff£rences  ideales  entre  objet  &  objet  ....  differences 
„  qui  comme  effets ,  &  comme  rapports ,  affe&ent  1'  ame 
„  elle-meme  qui  dans  fon  fenforium  voit  comme  dans  un 
,,  miroir  tout  ce  qui  fe  palle  hors  duelle  (8x)  mais  dans 
fon  nouveau  livre  ii  veut  „  que  cette  exaltation  graduee, 
„  cette  a&ivite  progreffive  dont  la  matiere  eft  douee  ,  prin- 
„  cipes  de  toutes  les  metamorphofes  phyliques,  ou  chimi- 
v  ques  ....  eri  agiffant  fur  Fame  par  des  imprejfions  fen- 
,,  Jibles  ,  1’  excite  a  penfer  ,  &  lui  en  fournilTe  la  matiere  ,t 
(83).  Or  il  ell  vrai  qu’  ourre  que  ces  deux  femimens  ont 
ete  expreffement  combattus  par  Leibniti  dans  fes  ecrits  con- 
tre  M.  Clarke ,  iis  font  de  plus  inalliables  avec  les  princi¬ 
pes  Metaphyliques  de  notre  Philofophe  .  Dans  la  premiere 
de  ce  deux  opinions,  1’  ame  n’  appercevra  rien  dans  fon 
miroir  ,  que  ce  qu’  il  y  a  ,  &  fuivant  le  fyfteme  de  M. 
Needham  il  ne  peut  y  avoir  que  de  1’  a&ion  &  de  la 
rea£lion  ,  c’  ell-a-dire  ,  du  mouvemenr ,  &  de  la  reiillance 
au  mouvement  j  or  3  la  verite  ce  n’  eft  pas  cela  qu’e)le 
voit  Jorlqu’  elle  s*  appergoit  de  ce  qui  fe  palfe  hors  d’elle, 
Mais  ii  fon  vouloit  s’ en  tenir  au  fecond  fentiment ,  & 
dire  que  la  matiere  'exaltee  agit  fur  f  ame  par  des  imprejfions 
fenfibles  ,  c'  ell-a-dire  par  le  mouvement ,  alofs  on  dou  fe 
rappeder  que  dans  les  principes  de  notre  Metaphylicien  , 
cette  efpece  d’  a&ion  ne  peut  avoir  lieu  que  lur  un  Eirt 
rejifant ,  fur  un  etre  qui  par  fa  nature  detruit  le  mouve- 
ment ,  &  par  confequent  l*ame  devroit  etre  quelque  chofe 
d’  analogue  a  la  matiere  brute  &:  refiltante  j  &  je  luis  fur 
que  M.  Needham  n’ avouera  pas  cela:  je  ne  m’ arrete  pas 
iur  ces  expreflions  £  etre  r  epref eruat  ifs9  &  d'ejfets  r  epref  en - 

(8V)  Nouv.  obferv.  pag.  251. 

(83)  Remarques  &c.  p.  232, 


tatifs  dont  il  s’  eft  aufti  fervi  quelque  fois  ,  car  il  el  trop 
clair  que  ces  phrafes  Leibnitiennes  ont  dans  cette  Meta- 
pbyfique  un  tout  autre  fens. 

XLUI.  Pour  achever  mon  parallele,  il  me  refte  encore 
a  parier  du  principe  de  la  raifon  fujjifante  ,  de  celtii  des 
indifcernables  ,  de  la  loi  de  la  continuite  ,  &  de  la  nature 
de  la  reproduclion  vegetable  &  animale  ;  mais  pour  ce  qui 
eft  des  deux  premiers  points  ce  feroit  en  pure  perte  que 
je  voudrois  ,  Monfieur ,  vous  en  entretenir ,  comme  fi  je 
pretendois  vous  prouver  que  M.  Needham  n’eft  pas  pour 
L  harmonie  preetablie  :  ce  font  des  chofes  qui  fautent  aux 
yeux  ,  fk  qui  n’  ont  pas  befoin  de  preuves.  On  en  peut 
dire  de  menae  du  fyfteme  de  la  reprodu&ion  :  fi  Fon  n’a 
pas  Ius  tous  les  ouvrages  de  Leibnitz  ,  au  moins  tout  le 
monde  connoit-il  fa  Theodicee  ,  Sc  fait  par  confequent  cja’ il 
y  foutient  la  preexillence  des  germes  ;  mais  il  en  parle 
encore  plus  precifement  dans  differens  endroits  de  fes  au- 
tres  ouvrages  il  ne  me  refte  donc  qu’  a  faire  quelques  ob- 
fervations  fur  la  loi  de  la  continuite . 

XLLV.  M.  1’Abbe  de  Lignac  a  fort  bien  remarque  Tin- 
fluence  qu’  a  fur-tout  le  fyfteme  de  M.  Needham  la  pre- 
vention  ,  oli  il  eft  ,  pour  une  certaine  IchelLe  d’  Etres,  exa- 
&ement  graduee  .  „  Il  forme  ,,  dit-il  „  une  echelle  d’etres 
5,  dont  il  eft  extremement  preoccupe  \  c’  eft  cette  echelle 
„  qui  i’  a  probablement  engage  dans  la  route  obfcure  qu’il 
5?  a  Inivi  (84)  Cela  eft  encore  plus  fenfible  dans  fori 
dernier  livre,  oii  il  n’ eft  pas  poffible  que  fon  ne  s’apper^ 
$oive  que  c’ eft  cette  echelle  qui  decide  de  tout.  Les  fen- 
timens  qu’  il  en  a  ,  font  fi  compliques  &  fi  variables ,  qu’il 
n  eft  pas  trop  facile  de  les  bien  demeler  &  de  les  pre- 
fenter  au  net  fans  fe  jetter  dans  de  longues  recherches  ,  ce 
qui  ne  m  eft  pas  permis  de  faire  a  prefent ,  d  autant  plus. 


(84)  Lettres  &  un  Am^rie,  1,  xii,  pag,  u£, 
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Monfieur  que  ma  lettre  eft  deja  afTez  lotigue ,  &  que  me- 
me  fans  entrer  fur  ce  point-la  dans  des  difcuffions  de  quel- 
que  etendue  ,  je  ae  manque  point  de  materiaux  pour  vou$ 
en  ecrire  une  feconde  je  ne  ferai  donc  quVffleurer  la  ma- 
tiere  &  je  me  bornerai  a  des  remarques  les  plus  courtes 
qu*  il  me  fera  poffible  de  donner. 

On  connoiffoit  dans  la  Philofophie-Scholaftique  une  loi 
de  la  nature  qui  portoit ,  que  Natura  abhorret  a  faltu  ,  loi 
que  M.  Leibnitz  a  explique  diftinCtement  par  ceile  qu’  il 
appelle  la  loi  de  la  continuit  e  . 

,,  Rien  ne  fe  fait  tout  d’  un  coup  ,,  dit  il  „  &  c’  eft 
„  une  de  mes  plus  grandes  maximes  &  des  plus  venfiees 
„  que  la  nature  ne  fait  jamais  des  fauts  „  (85).  C’ eft 
donc  en  confequence  de  cetre  loi,  que  les  changemens 
dans  Ia  nature  n’arrivent  pas  tout  d’  un  coup  ,  tk  que  rien 
ne  va  d’  un  degre  fenfible  a  1’  autre  ,  fans  paffer  par  tous 
les  degres  intermediaires  poftibles  :  un  corps  qui  eft  en 
mouvement  n’  a  pas  pafte  du  repos  a  fon  plus  haut  degre 
de  vitelle,  ni  une  eau  froide  n’eft  pas  devenue  chaude  tout 
d’ un  coup,  mais  par  une  parfaite  graduation.  Ce  n’ eft 
pas  vraiment  dans  ce  fens  ,  que  M.  Needham  a  confidere 
la  graduation  dans  1’  ordre  des  changemens  qui  arrivent 
dans  Ia  nature  ,  lorfqu’  ii  nous  a  tant  parle  d’  exaltation 
graduee  ,  d1  echelle  complette  ,  exaclement  graduee  &  variee  a 
chaxjue  pas  mais  il  enteud  parier  de  la  totaine  des  fubitan- 
ces  ,  &  il  eft  dr  opinion  que  ces  etres ,  ou  confideres  com¬ 
me  fimples ,  ou  comme  compofes ,  forment  toujours  une 
echelle  ,  felon  lui ,  graduee. 

XLVI.  Voici,  Monfieur ,  fon  raifonnement  pour  Ia  gra¬ 
duation  des  etre  fimples.  „  Si  la  fpontandite  ,  lafenfation, 
„ '  la  penfee  ne  font  qu’  un  refulrat  d’a6Hons  fimples  ,  pour- 
5?  quoi  la  rehftance  tk  Fa&ivite  motrice  ne  le  feroient-elles 


(Bj)  Nouveaux  effais  &c,  p.  11« 


„  p as  aufii  ?  .  .  .  Pourquor  l^chelle  de  ces  £tres  ne  feroit- 
„  eiJe  pas  complette  &  Mendae  a  roote  efpeee  d’  a&ionst 
„  aux  inlerieures  ,  anffAh:  q/aux  fuperieures  ?  „  (86) 

Er  poir  ce  qu:  eompofinon  qui  refulte  de  !a 

combin.aifon  c!c  c:s-  t  .  >  iimples,  i’ echelle  fera  compofee 
de  Ja  i  gm  c  e  iiyt  :  „  a  une  extremird  de  certe  echelle 
„  fera  It  plus  haui  point  de  1’  a&ivite  motrice  ,  &  a  l’au- 
„  tre  la  refidance  fon  amagonilte  (87).  Ces  agens  ou  prin- 
,,  cipes  contraires  font  combines  enfemble  par  toute  Ia  na- 
„  ture  en  toute  proportion  imaginable  ,  pour  produire  des 
o,  differ  en  ces  fpecifiques  entre  les  parties  integrantes  de 
„  fubftance  a  fubilance ,  d’  element  a  element  depuis  les 
3,  grofliers ,  &  les  plus  pefans  ,  jufqu’  au  plus  legers  ,  6c 
„  plus  mobiles.  Par  confequent  enfin  toute  la  nature  eft 
variee ,  non  feulement  dans  une  echelle  d’  agens  (imples 
9,  ou  de  premiers  principes  ,  mais  aufli  dans  une  echelle 
,,  de  combinaifons  qui  relatives  1*  une  a  i’  autre  ,  font  ou 
3,  refiftantes  ou  motrices  penetrabies  ,  ou  penetrantes  en 
33  toute  proportion  imaginable  ,  ou  quantite  de  refiftance, 
3,  ou  ffa&ivite  motrice,  &  paffent  fucceffivement  d’ un 
3,  etat  a  un  autre  :  elles  affimilent ,  ou  font  afiimilees ,  el- 
3,  les  font  attra&ives  ou  repulfives ,  &  produifent  les  fym- 
3,  pathies  ,  ou  Les  antipathies  phyfiques  ,,  (88). 

XLV1I.  Ce  feul  debut ,  Monfieur  ,  vous  fait  affez  com- 
prendre  que  je  ne  dois  pas  m’  enfoncer  dans  ce  labyrin- 
te ,  crainte  de  ne  m’  en  pouvoir  tirer  qu’  avec  bien  de  la 
peine  ;  il  vaut  donc  mieux  fe  mettre  un  peu  au  large  * 
fatis  s’  engager  dans  le  fort  des  detours  dont  la  piece  eff 
embarraffee.  II  me  femble  donc  qu’ avant  tout  il  feroit  a 
propos  de  favoir ,  (i  ce  fylleme  ,  tel  qu’  il  a  ete  combine 
par  M.  Needham  ,  eft  feulement  imaginaire ,  ou  bien  fioti 
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nous  F  a  dorme  comme  quelque  chofe  de  confequent  a  des 
principes  furs  &  evidens  .  A'  Ia  verite  il  n’  eft  pas  trop 
facile  de  dererrer  ce  principe  dans  Ies  ecrirs  de  noxre  Au* 
teur  j  ii  y  eft  pourtant  ,  &  il  faut  Paller  chercher  a  la  der- 
niere  feuille  de  fon  livre  de  1750.,  ou  a  la  page  508, 
il  dit ,  „  que  Dieu ,  comme  dit  1’  Ecriture  ,  eft  le  Dieu 
„  de  1’  ordre ,  &  la  Philofophie  nous  apprend  qu’il  eft  le 
,,  Dieu  de  P  harmonie  ,  „  De  ce  principe  doit  s’enfuivre, 
qu’  il  y  aura  dans  cet  univers  de  P  ordre  ,  &  de  Pharmo- 
nie  j  refte  a  favoir  ,  ft  cet  ordre  &  cette  harmonie  Pont 
precifement  ce  qiP  il  a  plus  a  M.  Needham  d’  y  mettre 
pour  former  cette  echelle  graduee  qui  varie  a  chaque  pas 
par  des  nuances  Ies  plus  delicates.  Voyons  ft  cela  eft. 

XLVI1I.  Dieu  ejl  le  Dieu  de  1'  ordre  &  de  U  harmonie  'y 
donc  ft  P  etre  qui  fent  celui  qui  penfe  font  des  etres 
{imples,  il  faut  aulli  que  P  etre  qui  detruit  le  mouvement, 
&  celui  qui  le  produic  foient  des  etres  ftmples ,  autrement 
il  n’  y  aura  plus  d'  harmonie  ou  d’ echelle  complette  :  cette 
confequence  ,  a  la  verite  ne  me  frappe  pas  beaucoup.  D’ail- 
leurs  il  me  paroit  que  j e  ferois  fort  embarrafle  a  monter 
par  cette  echelle  ,  y  ayant  de  trop  grands  fauts  a  faire 
pour  pafter  d’  un  echelon  a  P  autre  ,  car  ce  qui  fent ,  ne 
me  paroit  pas  moins  eloigne  de  ce  qui  fe  rneut ,  que  ce 
qui  produit  le  mouvement  le  doit  etre  de  ce  qui  le  de¬ 
truit.  Ce  raifonnement ,  s’ il  etoit  recevable ,  prouveroit 
pour  les  Monades  de  Leibnitz  ,  <k  le  paflage  feroit  des 
fubftances  qui  ont  de  la  fenfarion,  c’ eft-a-dire,  des  per- 
ceptions  claires ,  aux  fubftances  qui  par  leur  nature  n’ont 
que  des  perceptions  obfcures .  Cependant  je  ne  diftimulerai 
pas  que  M.  Needham  n’  a  pas  manque  de  foins  pour  reuf- 
fir  a  metere  tout  en  ordre,  &  rendre  fon  echelle  prati- 
quable  le  plus  qu’  il  fe  pouvoit .  Le  premier  expedient  a 
ete  d’  avoir  recours  a  des  mots ,  &  par-la  le  mouvement, 
qui  dans  la  fa$on  de  penler  commune  ne  diftere  que  par  la  di- 
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£fcion  ,  &  les  degres  de  celerite ,  efl  devenu  une  force  ex- 
panfive  ,  une  exaltation  graduee  ,  &  une  vitalite  qui  pervade 
tout  le  regne  vegetal  en  i  exaltant  fans  difcontinuation  i 
mais  comme  cette  reffource  n’etoit  pas  encore  tout  ce  qu’il 
Iui  falloit  pour  perfeclioner  dans  toutes  fes  parties  Ia  gran¬ 
de  echeile  de  i  exillance ,  il  a  voulu  y  fuppieer  ,  permet- 
tez-moi  ,  Monfieur  ,  d  appeller  les  chofes  par  Jeur  nom  ,  ii 
a  voulu  dis-je  y  fuppieer  par  une  elpece  de  jeu  de  Ma- 
rionettes  ou  ,  fi  vous  voulez ,  par  des  petits  tours  de  fin¬ 
ges.  II  a  donc  fuppofe  que  les  animalcules  microfcopiques, 
les  polypes,  les  vers  de  terre,  Sc  quelques  autres  deces 
etres  que  1  on  appelle  communement  des  animaux  n’  ont 
aucun  principe  de  fenfation ,  Sc  ne  fbnt  rien  autre  que  des 
etres  vitaux ,  ou  des  etres  dans  lefquels  le  mouvement  etant 
beaucoup  exalre  ,  opere  fur  des  organes  encore  delicats  , 
&  plus  exquis  que  ceux  que  nous  avons  ;  Sc  en  partant 
de-la  ii  accomplit  la  grande  echeile  de  /’  exiftance  avec  la 
plus  grande  facilite  du  monde.  On  peut  donc  „  compren- 
„  dre  comment  un  etre  fimplement  vital  peut  paroitre 
„  fenfitif ,  Scjouer  le  role  d*  un  animal  dans  fon  ^conomie, 
„  Sc  meme  ,  jufqu’  a  un  certain  point  dans  fa  connoiffan- 
„  ce  =  La  vitalite  qui  pervade  tout  le  regne  vegetal  en 
„  1  exaltant  fans  difcontinuation  ,  fe  termine  par  ce  moyen 
„  d’  une  maniere  fenfible ,  aux  &tres  ,  ou  la  fenfation  la 
„  plus  exquife ,  avec  toutes  fes  counonTances  particulieres 
,,  Sc  purement  fenfitives  ,  quoique  finge  de  la  raifon  julqu’a 
„  un  certain  point,  finit  ou  f  entendement  s’  eieve  Sc  re- 
„  pend  fes  premiers  rayons  $  „  fi  le  Dieu  de  1’  ordre ,  Sc 
dc  1  harmonie  eut  defhne  dans  la  profondeur  de  fes  con- 
feils ,  Sc  de  fes  decrets  de  faire  eclater  T  immenfite  de  fa 
gloire  par  la  creation  d’  une  echeile  d’  etres  donr  la  gra- 
duation  fut  imperceptible ,  peur-on  douter  un  moment 
qu’  elle  ne  dut  fe  trouver  plutot  dans  les  xealites  que  dans 
les  apparences? 


,  lrt 

XLIX.  L’  opinion  fur  cette  echelle  exa&ement  graduee, 
telle  que  l’on  pretend  de  1’erablir  ,  vient  originairement  de  la 
combinaifon  de  deux  principes  de  la  Philofophie  de  Leib- 
nitz ,  dont  1’  un  eft  la  loi  de  continuite ,  &  1’  autre  Ie 
fyfteme  du  monde  meilleur  qui  efclud  ce  que  l’on  appelle 
le  vuide  des  formes  vacuum  formarum  .  Si  1’  on  regarde  la 
chofe  d’  apres  les  principes  de  Leibnitz  ,  elle  n’  eft  pas  tel¬ 
le  que  des  gens  onc  coutume  de  la  reprefenter  ou  de  la 
defigurer  .  Dans  ces  principes  on  fuppofe  que  Dieu  n1  a 
cree  i'  Univers  qu’  en  vue  d’  une  fin  generale  qu’  il  s’  eft 
propofee  :  que  le  decret  de  Dieu  regarde  la  totalite  des 
chofes  en  tant  qu*  elles  fe  rapportent  a  cette  fin  generale* 
que  tous  les  etres  fimultanes  pris  ,  foit  colle&ivemenr ,  foit 
diftributivement ,  &  fucceffivement  ne  font  compris  dans 
les  decrets  de  Dieu  pofttifs  ,  ou  permiflifs  qu’  en  tant  qu* 
iis  fe  rapportent ,  comme  ftn  fubordonnees  a  la  fin  gene¬ 
rale  &  dire&e  :  que  Dieu  en  creant  1’  univers  doit  y  avoir 
mis  tous  les  etres  ,  toutes  les  realites ,  fk  toutes  les  perfe- 
flions ,  non  pas  poflibles ,  mais  compoflibles  a  la  tin  ge¬ 
nerale  ,  &  aux  fins  fubordonnees  qui  font  Tobjetdu  decret 
Divio  .  „  Je  crois  „  dit  Leibnitz  „  qu’  il  y  a  neceffaire- 
,,  ment  des  efpeces  qui  n’  ont  jamais  eie ,  &  ne  feront 
„  jamais ,  n’  etant  pas  compoflibles  avec  cette  fuite  des 
,,  creatures  que  Dieu  a  choifte  ,  mais  je  crois  que  toutes  les 
chofes,  que  la  parfaite  harmonie  de  1*  univers  pouvoit  y  re- 
cevoir  ,  y  font  (89)  „  or  il  paroit  que  pour  le  fond  ,  M. 
Needham  foit  a  peu-pres  dans  les  memes  principes ,  mais 
il  eft  fi  occupe  de  la  forma rion  de  fon  echelle ,  que  l’on 
diroit  qu1  elle  eft  chez-lui  le  principe ,  au  lieu  qu’  elle 
n’ en  devroit  &tre  qu’ une  confequence  .  11  veut  que  les  ani- 
maux  communs  ayent  une  ame  fenfltive  *  cette  ame  eft 
donc  dans  fon  fyfteme  une  realite  poflible :  il  veut  que  les 

(89)  Nouv,  eflais  fur  Y  entend,  p,  2 67* 
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vers  de  terre  I es  pofypes  ,  les  etoiles  de  mer  ,  les  animal- 
cules  microfcopiques  foient  fournis  d’  organes  encore  plus 
exquis  que  ceux  que  nous  avons  ,  mais  il  ne  veut  pas 
qu’  iis  ayent  une  principe  de  fenfation  ;  pourquoi  certe  rea- 
lite  poflible  n’  aura-t-elle  pas  lieu  puifque  le  fujet  en  elt 
capable  ?  D’  ailleurs  je  ne  congois  pas  trop  des  moyens 
pour  aliier  les  principes  ,  que  je  viens  de  rapporter  avec 
la  doctrine  de  M.  Needliam  ,  oii  il  dit  ,  que  „  Paneanrif- 
9»  fement  d’  un  grain  de  fabie  ,  d’  une  montagne  fur  la 
,,  terre,  d’une  efpece  d’ anmiaux',  ou  de  plantes,  ou  me- 
„  me  d’  une  planette  ,  ne  peut  atfe&er  le  tout  que  fort  le- 
„  ge< ement ,  &  fans  aucune  confequence  ,,  (90)  ,  Enfiti 
Monfieur ,  je  tiens  que  la  graduation  de  cette  echelle  peut 
bien  former  un  objet  digne  de  i’  attentiori  d’  un  obferva* 
teur  ,  mais  qu  il  n  ell  pas  railonnable  d’  en  faire  un  prin¬ 
cipe  ,  d’  ou  F  on  parte  pour  fagonner  la  nature  a  fa  fan- 
taiiie. 

Vous  trouveres  apparemment ,  Monfieur ,  que  je  tarde 
bien  a  executer  ce  que  vous  m*  aves  temoigne  delirer  fur 
T  ouvrage  de  M.  Needham ,  vous-  ne  me  demandies  pas 
des  remarques  fur  la  Meraphyfique  $  j’efpere  de  vous  latis- 
faire  dans  une  feconde  lettre  ,  &  que  vous  approuveres 
allors  ce  que  j’  ai  obferve  dans  celle-ci  j  m’ ayant  paru  dif¬ 
ficile  de  ne  pas  m’  occuper  a  difcuter  cette  Metaphyfique 
qui  paroit  faire  dans  1’intention  de  FAuteur,  Ia  principale 
partie  de  fes  ouvrages.  „  En  attendant  que  je  puifTe  m’ acquit- 
ter  de  ma  parole  aggrees  les  alfurances  des  fentiments  db 
ftingues  avec  lefquels  j’ ai  1’honneur  d’ etre 

Du  Monaftere  de  Cafanova  ce  13.  Decembre  17 69. 
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Defcriptio ,  &  ufus  Agar  ici ,  fcu  Boleti  pellicei. 


Dudum  haefi  utrum  inter  Lichenes  membranaceos,  an  in¬ 
ter  Fungos  pelliceos ,  vel  alibi  reponerem  parafiticam  plan¬ 
tam ,  de  qua  hic  agere  conftitui ,  quod  non  fatis  cognita, 
&  defcripta  videatur,  neque  eam  apud  Clariffimum  Lin- 
NAEUM  defcriptam  invenerim.  Quamquam  enim  ad  ipfius 
Boleti  genus  reduci  patiatur;  (nifi  praeftet  ad  Poria ,  vel 
Solenia  Clariflimi  Hillii  amandare  )  incertae  tamen  foret 
fpeciei.  Celeber.  Hallerus  dubitationis  figno  appofito  (hijlo- 
riae  n.  2290  edit .  2)  inter  Polyporos  fub  nomine  Agarici 
coriacei  fagini  haematoidis  Gagnebin  hanc  fortaffe  fpeciem 
intelligit  ,  quae  inter  Agaricos  Linnaei  locari  ne¬ 
quit  ;  quamque  aeftimandum  videtur,  ideo  Hallerum  non 
defcripiifle  accuratius,  ut  ceteras  confuevit,  quod  pauca  de 
ea  ab  amicis  cognoverit  ,  aut  quod  fpecimina  ifnperfe&a 
ad  ipfum  addufta  fint,  quin  fuis  ipfe  oculis  in  loco  natali 
eamdem  cernere  potuerit.  Do&iflimus  hic  Vir  ex  opinione 
D,  Gagnebin  cognomini  Agarico  Querno  Breynii  (i)  , 
&  Garidelii  fimilem  ede  refert.  Nos  vero  licet  Clariffi- 
mum  Garidelium  (2)  de  noftra  fpecie  egiffe  ex  iis,  quae 
lcribit ,  clare  intelligamus ;  non  perinde  tamen  certo  fta- 
tuere  poffumus  fpeciem  Breynii  eamdem  effe,  ac  nofira. 
Ex  defcriptione ,  quam  fufe  fubjungimus ,  fat  facile  erit 
utriufque  differentiam  comparare.  Alios  au&ores,  qui  refte 
hanc  fpeciem  defcripferint  ,  aut  pinxerint ,  non  invenimus. 


0)  In  Ephem.  Germ.  an.  4  &  5  obf.  150  defcripto. 
(2)  Hift.  Aix.  pag.  10  . 
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Pellem  ovinam  rite  praeparatam  magis  vel  minus  craf- 
fam  ,  firmam  ,  &  albidam  omnino  ita  imitatur  quibufdam 
frudis  femipalmaris  vel  palmaris  latitudinis ,  ut  alterum  ab 
altero  aegre  diftinguas  ,  fi  praefertim  margines ,  ubi  exte¬ 
rius  dirpi  adhaerebat,  &c  aeri  libero  patebat,  refcindantur. 

At  in  loco  fuo  natali  eum  perpendens  ,  nempe  inter 
fifluras  vetudiffimarum  ,  &  mareefcentium  Laricum  ,  quas 
occupare  folet,  vidi  juxta  earumdem  longitudinem  plane 
extendi ,  &  ab  uno  ad  aliud  (Iratum  veiuti  propagari ,,  ac 
continuari ;  planum  utique  efle,  ut  Lichenes  quidam ,  licet 
alicubi  multiformis  revera  videatur  :  nempe  in  fatifcente 
verufta  Larice  majores  *  minorefve  relinquuntur  inter  abfce- 
dentia  ftrata  fidurae ,  ac  intercapedines,,  inter  quas  fungofa 
Boleti  illius  materia  fe  infinuat ,  accommodatque  fefe  ,  re¬ 
lido  veiuti  modulo  inter  ea  (Irata ;  vacua  illa  exa£liffime 
occupat  tam  plana  ea  majora,  &  ampliora,.  arboris  fuper- 
ficiei  parallela  ,  quam  alia  tranfverfa  a  fuperficie  ad  cen- 
irum  tendentia ,  quae  minora  obfervanrur.  Nullas  interim 
«eque  in  externa  fuperficie  (ive  limbo  ,  ubi  aeri  exponitur,, 
neque  in  reliquis  interioribus  ,  ubi  ligno  adhaeret ,  peltas 
laminas  floriferas  ,  aut  alterius  figurae  flores  oftendir.  Li¬ 
gno  obje&ae  ipfius  fuperficies  pellicula  juxta  unam  faepius 
direftionem  temriffime  ftriata  ,  ceu  cuticula  obteguntur.  Eae 
firiae  nihil  aliud  funt  nifi  fibrarum  lignofarum  impreffiones  \\ 
propterea  prout  magis  vel  minus  exdant,  modo  profundos 
fulcos,  modo  elevata  linearia  juga  producunt ,  quae  promi¬ 
nentiae  ,  fi  in  modulo  lignofo  eEbeto  defint ,  levis  inde ,, 
&:  plana  omnino  efficitur  fungi  fuperficies  ,  in  qua  etiam 
•per  acutiffimam  lentem  difficile  poflunt  ulli  pori  deprehendi. 
Hinc  pro  majore  vel  minore  craffitie  ,  &  confidentia  modo 
pelliculam  ,  modo  membranam  ,  faepius  albidam  pellem 
ad  chirotecas  praefertim  conficiendas  praeparatam  imita¬ 
tur  y  interdum  etiam  corii  magis  minufve  craffi  ,  diverfi- 
mode  flriati ,  &  rugofi  cxaflitiem  ,  &  confidentiam  obtinet.,. 


Ad  pellem  vero  villofa  mollitie ,  coniiftentia  ,  &  tenacitate 
ita  accedit,  ut  chirotecae ,  immo  &  braccae  ex  confutis 
ipfius  fungi  latioribus  fruftis  parari  queant  ;  quin  etiam  a 
nonnullis  rufticis  alpicolis  revera  paratas  fuifle  audiverim  7 
quae  a  pelliceis  primo  afpeftu  vix  diffimiles  apparebunt, 
praefertim  iis,  quarum  candidus  color  jam  iit  leviter  coin¬ 
quinatus.  Interna  hujufce  fungi  fubffimtia  fungofa  vere,  & 
veluti  Itupea  materia  componitur  ,  quae  cum  nulla  fubftan- 
tia  melius,  quam  cum  vulgari  fomite  comparabitur;  quam¬ 
vis  ab  ipfa  differat ,  non  modo  ob  candidum  colorem ,  fed 
ideo  quoque,  quod  pro  efca  igni  paranda  fomitis  vulgaris 
vices  agere  nequeat.  Ligneis  liraris  ex  altera  parte  adhae¬ 
rens,  fi  forte  foli.,  aeri  aperto  ,  &  pluviae  diutius  expofita 
permanferit ,  mollem  ,  fkxilemqne  fuam  inde  naturam  amit¬ 
tit ,  indurefeit,  ficcaturque  in  fragilem  ,  nec  difficile  pul¬ 
verandam  membranam ,  quae  fponte  fua  in  fragmenta  di- 
fcinditur.  Ceterum  fi  in  iis  locis  praefertim  exploretur, 
ubi  in  duas  veluti  partes  tenuioribus  mterflitiis  replendis 
magis  accommodatas  dividitur  ,  tenuiffima,  interdum  pellu- 
cens,  molliffima  ,  ac  morbidiffima  eft ,  fk  ibi  a  fe  invicem 
diducis  memoratis  laminis,  confpicienda  praebet  tenuiffi¬ 
ma,  candidiffima,  ac  veluti  goffipina  brevia  fila,  quibus 
totam  plantam  componi  facile  conjicias.  Hanc  conje&urara 
firmare,  &  ipfum  harum  partium  fitum  patefacere  vifa 
eft  maceratio  diuturna  in  lixivio  alkalino;  tum  ipfa  com- 
buflio  hujufce  fungi  prius  per  acidum  nitrofum  madefa6H, 
^aut  per  acidum  vitriolicum  fuperaffufum  denigrari ,  dein 
loti  ,  ficcati  ,  ac  inflammati.  Scheleton  enim  a  combuftione 
relisum  regularem  quamdam  ftru&uram  oftendit,  potiffi- 
mum  fi  ad  lentem  fpe&etur.  Sic  namque  componi  appa¬ 
ret  ex  longitudinalibus  veluti  tubis,  feu  filis  tnajufculis ,  ad 
quorum  utrinque  latus-  difiiche  difponuntur  breviora  quae¬ 
dam,  tenuiora  fila,  longitudine  inter  fe  aequalia;  ex 
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qmbus  firnili  ordine  utrinque  difcedunt  alia  breviflima,  ac 
minima  ,  in  fphaerulas  afpe  ratas ,  ceu  totidem  afpergillos, 
detinentia.  Quid  acida  ,  quid  ignis  conferat  ad  pulcherri¬ 
mam  hanc  dru&uram  producendam  non  video  :  hinc  faci¬ 
lius  crederem  ad  eamdem  extricandam  ,  ac  aperiendam  ex 
interpofitarum  partium  dedru&ione  potius  infervire. 

Sapor  ipfms  leviflime  amaricans ,  fubdipticus  ed :  in  ore 
facile  motlefcir,  ut  pellis  ovina  ,  &  inde  dmiliter  extenfibi- 
litatem  acquirit  \  a  faliva  tamen  non  ex  integro  folvitur , 
fed  hume£fatus  pallidum  colorem  aflequitur  ,  °ac  pellucidus 
evadir. 

Hujus  fungi  materiam  incolae  vulgo  ajunf,  nil  aliud  efl*e, 
nili  concretum  effoetae  terebinthinae  refiduum  inter  veru¬ 
torum  emarcefcentium.  laricum  hduras  a  putredine ,  & 
aetate  ipfa  genitum.  Verum  quanto  in  errore  verfentur  non 
modo  conjicere  licet  ex  differentia  ,  quae  inter  indamma- 
bilitatem  hujus  fungi ,  &:  terebinthinae  intercedit  ,  &  ex 
odore,  quem  vix  ullum,  aut  potius  alium,  debilem*  non  fa¬ 
cile  nominandum  fpirat,  tum  etiam  ex  fapore  ,  quo  fere 
dedituirurj  fed  ex  eo  etiam,  quod  proportione,  &  natura 
a  terebinthinae  principiis  abunde  di verfa  fmt  illius  elementa, 
bz  praefertim  id  condat  ex  iis ,  quae  de  regulari  funoi 
druflura  diximus.  Idipfum  ex  utriufque  analyfi  colligi  edam 
poteif ,  ac  intelligi  ab  experimentis,  quorum  quaedam  a 
me  inditura  fubne&am  non  modo,  ut  de  hucufque  allatis 
judicium  facilius  ferri  podit ,  fed  etiam,  ut  ad  alias  hujus, 
vires  indagandas  tum  oeconomicas,  tum  medicatas  aditus 
patebar.  Analyfis  Chymica  eft  ex  diligenti  encheirefi  accu¬ 
rate  inditura,  me  rogante,  a  Perilludri  Domino  Graf- 
FIONO  m  militaribus  cohortibus  Rei  Tormentariae  Suc¬ 
centurione  Chymici  Regii  laboratorii  ,  &  Mufaei  Meral- 
lurgici  Dire&ore.  Indidit  Clariflimus  V1R  parvae,  mundae 
retortae  vitreae  hujus  fungi  exficcari,  &  concid  drachmas 
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quinque,  fcrupulos  duos,  grana  quatuor  ponderis  medicinalis. 
Vitreo  excipulo  rite  agglutinato  ,  fuppofitoque  s.  a.  igne 
reverberii  afcendere  vidit:  i*  cum  pauco  phlegmate  oleum 
clarum  fubflavum ,  tenue  ,  foetidulo  peculiari  odore  imbu¬ 
tum  ad  petrolei ,  vel  fuccini,  vel  terebinthinae  odorem  ac¬ 
cedente  ,  vaporemque  tenuillimum ,  qui  eodem  tempore  per 
conclave  late  diffufus  percipiebatur.  Audo  igne  empyreu- 
maticum  limile  oleum  paullo  minus  clarum  adhuc  prole- 
£him  ed.  Denique  ex  continuata  vehementis  ignis  a&ione 
empyreumaticum  aliud  oleum  craflius ,  tenacius  ,  excipulo 
adhaerens  ,  dilute  fufcum  ,  fimili  intenliorique  odore  prae¬ 
ditum  afcendit.  Oleum  a  fuhje&o  phlegmate  feparatum  per 
infundibulum  ponderis  fuit  drachmarum  duarum,  fcrupulorum 
duorum  &  granorum  undecim.  Phlegma  fubaciduli  faporis 
erat,  ponderis  drachmae  unius,  &  granorum  quindecim.  Caput 
mortuum  in  fundo  retortae  reliftum  nigerrimum  eratfquammis 
veluti  taleolis  micans ,  (harum  vix  aliquot  ramenta  magnes  at¬ 
trahebat  )  pondere  drachmae  unius  cum  fcrupulo  uno  ,  & 
granis  fex ,  quod  calcinatum  maximam  fui  ponderis  par¬ 
tem  amifit ,  &  colorem  acquilivit  albefcentem.  Hoc  in  fuf- 
ficienti  quantitate  aquae  ltillatitiae  elixiviatum  ,  &  filtra- 
tum  reliquit  fupra  dierum  terredrem  ferruginei  coloris  ma¬ 
teriam,  cujus  adhuc  portio  levis  magneti  adhaefit.  Aqua  illius 
lixivii  filtrati  evaporata  ad  ficcitatem  vix  ullius  falinae 
contentae  materiae  ligna  dediti  fed  tenuiffimae  ,  inodorae, 
candidae,  abforbentis,  infipidae  terrae  poitionem  reliquit, 
pondere  granorum  ofto,  quae  cum  acidis  fpiritibus  aceti, 
vitrioli  &c,  efferbuit.  * 

Ad  fanguinem  in  quocumque  cafu  fidendum  commen¬ 
dant,  frequentiflimeque  in  ufu  habent  quidam  alpicolae  Vi- 
nadienfes ,  apud  quos  adeo  antiquus  hic  ufus  eft  ,  ut  hunc 
fungum  etiam  ipfo  per  traditionem  a  majoribus  tranfmilTo, 
nomine  ftagna  fangy  indigitare  foleant.  Adhibent  nempe 
vel  parti,  unde  languis  fluit,  immediate  applicitum,  vel 
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intus  fufceprum  in  dyfenteria  (;),  &  menfom  fluxu  nimio 
quibus  in  cafibus  ,  &  praeferrim  etiam  in  haemorroidibus 
nimium  fluentibus  fub  fpecie  peflarii,  vel  fuppofitorii  uti¬ 
liter  applicant  ;  in  vulneribus  craffiora  fruftula  parti  adli- 
gando  fanguinem  compefcum,  quae  vulnera  ,  fi  leviora 
fuerint ,  citiflime  fanant.  Utuntur  praeterea  loco  pellis  ad 
cerata  Attinenda ,  &  partibus  applicanda.  Familiarifiimus 
autem  ufus  ejufdera  fit  ad  emplafirum  de  pice  Burgundica 
recipiendum  ,  quo  communirer  utuntur  adverfus  dolores 
quotcumque  reumaricos,  praeferrim  vero  iumbares.  Etiam 
per  fe  dolentibus  fimiliter  partibus  fungus  pelliceus  appli¬ 
catus  valde  utilis  centetur ,  quod  tamen  fortaffe  non  ali¬ 
ter  praeikt ,  quam  a  cute  aeris  injuriam  prohibendo,  atque 
camdem  fovendo,  &  perfpirationem  adaugendo.  Ad  Ophrhal- 
imam  faliva  ipfa  emollitum  oculis  applicant ,  quam  inde 
l>revi  ducuti  obfervanr. 


Atque  haec  quidem  erit  dixitle  fatis  de  viribus  ad  ipfam 

fungi  tubdanttam  pertinentibus ,  quas  indicavi  potius  ut 
ad  alias  fiat  tranfitus ,  quas  hucuique  ignoramus.  Etenim 
ut  verum  fatear,  Chymica  producta  obtenta  ex  ipfo  per 
didillationem  multo  plura  videntur  promittere  ,  fi  in  alios 
ufus  vocentur.  Oleum  nempe  illud  elfenriale  tam  clarum" 
levius,  &  tenuius,  quam  obfcurius  aliud,  &  flavidum 
odore  fuo  non  ingrato,  fed  admodum  penetrante  &  „e 
troleum  ,  ac  fpirirum  fuccini ,  &  terebinthinae  aemulam»" 
praefertim  reftificatum ,  non  modo  fupra  nervos  olfaflo! 
nos  agendo,  fed  iupra  alias  quoque  partes  vires  exerere 
pofle  videtur  med, catas  nervinas ,  folventes ,  penetrantes, 
difcutientes  ,  &  c.um  lulphure  junftum  traumaticas ,  de  hac 
tamen ,  alnfque ,  quoniam  experimenta  ,  hucufque  defunt 
■nihil  dicam.  Unice  addam,  quod  femel  expertus  fui  rheU- 
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maticum  ex  fufcepto  frigore  recenter  contraftum  dolorem, 
fa£Ia  unica  vefpertina  illirione  illius  olei  tenuioris  fupra 
locum  affedum,  intra  no&em  evanuiiTe:  pulveri  Nico- 
tianae  parva  quantitate  additum ,  praefertim  fi  prius  recti* 
ficatum  fuerit  cum  oilibus  calcinatis ,  odorem  non  ingra¬ 
tum,  &  veluti  fuccinatum  ipfi  communicalTe ,  &  in  Ce¬ 
phalalgia  utiliter  naribus  aflfumtum  fuiffe.  Idem  oleum  re- 
ftificatum  cum  additis  floribus  Acaciae  feu  Mimofae  plenae 
L.  &  fuflicienti  aquae  quantitate  odorem  empyreumaticum 
fere  amittit ,  &  citrinum  colorem  adquirit ,  &:  minima 
quantitas  ipfius  fufiicit  tribuenda  odori  forti,  &  nervis  amico 
Nicotianae  pulveratae,  cujus  ufus  aliquis  effe  poteft  in 
fpafrnodicis  affe&ionibus.  Verumram-en  de  hifce,  aliifque  vi¬ 
ribus  huic  fungo  tributis  aliae  obfervariones ‘ulterius  infti- 
tuendae  melius  nos  poterunt  edocere,  eo  vel  magis ,  quod 
fufficiens  quantitas  ad  experimenta  capienda  facile  obtineri 
poflit  ex  Alpibus  Balneorum  Vinadienhum ,  aliifque  vicinis,, 
ubi  fponie  pronafcitur,  atque  luxuriat. 


OBSERVATIONS'*’ 

C  H  I  M  I  Q  U  E  S 

Par  M/  le  COMTE  de  SALUCES. 

Sur  1'  Ens  Veneris  de  Boyle 

I. 

La  Medecine  a  ere  Iong  tems  efclave  des  remedes  cht- 
miques :  leur  a£ivite  a  fouvent  caufe  des  cures  furpre- 
nantes ,  &  ces  faits  extraordinaires  ont  tellement  excite 
renthoufiafme  naturel  a  1’  homme  ,  principalement  dans  ces 
fiecles  d’  ignorance ,  qu’on  n’  a  pas  eu  le  tems  d’apperee- 
voir  Ies  cruels  effets  ,  ni  de  reflechir  fur  ks  fuites  fune- 
fles  de  ces  pretendues  panacees.  Pour  le  bonheur  de  Fhu- 
manite ,  des  Obfervateurs  ju^^c^eux  >  ^es  Medecins  favans 
&  honnetes  firent  enfin  tomber  le  voile  d’une  ignorante 
temerite,  &  tenterent  de  retenir  dans  Ies  bornes  de  Ia 
prudence  1’ufage  jufqu’aiors  immodere  de  ces  remedes,  fk 
apres  en  avoir  profcrit  un  grand  nombre,iIs  s’attacherent 
a  determiner  les  methodes  les  plus  fures  pour  la  prepara- 
tion  de  ceux ,  dont  iis  avoient  connu  la  bonte ,  &  Teffi- 
cacite  par  les  effets  conftans  que  produifoit  leur  admini- 
ftration  dans  certains  cas* 

I  L 

Un  des  remedes  qui  a  toujours  fait  le  fujet  de  tres- 
grandes  conteftations  entre  les  Medecins ,  me  me  de  notre 
tems  eft  celui  que  Royle  donne  pour  fpecifique  dans  le 
rachitis,  &  qu’on  connoit  fous  le  nom  d' Ens  primum 
Mifc%  Taur .  Tom%  IV*  l 
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Veneris  ,  ou  fimplement  d’2?/w  Veneris.  Plufieurs  Md- 
decins  fe  font  eleves  contre  ce  remede,  tanc  vante  par 
ce  c^bre  Anglais ,  a  caufe  des  efFets  malfaifans  du  cuivre 
qui  en  rend  felon  eux  1'adminiftratioii  dangereufe*  d’autres 
ont  adopte  le  nom  du  remede,  &  en  ont  chang<*  Ia  pre- 
paration  *  quelqu’un  enfin  a  cru  trancher  Ia  difficulre  en 
decidant  que  fi  le  colcothar  eft  tellement  depouille  de  prin¬ 
cipes  metalliques  ,  qu’  ii  foit  reduit  a  une  terre  vierge,  il 
n’ajoute  rien  a  la  vertu  qu’a  le  fel  armoniac  par  ’lui 
mime. 

I  I  I. 

Le  doute  de  Boyle  fur  Ia  fublimation  de  quelque  por- 
tion  du,  colcothar  dans  1  operation  (a)  Sc  le  parti  que  Bo- 
herawe  ,  Batheus,  &  bien  d’autres  Medecins  chimiltes  ont 
pris  de  fubftituer  le  vitriol  martial  a  celui  de  cuivre,  m’ont 
engage  a  examiner  un  objet  audi  important  pour  i’huma- 
nit& 

I  V. 


L’  enonce  de  1’  operation  telle  que  Ia  prefcrit  P  Auteur 
ne  laiffe  aucun  lieu  de  foupgonner  qu’  il  n’ait  cru  d’em- 
ployer  du  vitriol  de  cuivre  *  voici  ies  propres  termes 
recipe  igitur  hungarici  ,  vel  huius  defeclu  dant  i f cani  ,  aut  cu * 
iufcumque  boni  vitrioli  venerei  quantitatem  arbitrariam  hanc 
ealcinatam  ,  vehementi  igne  ad  obfcuram  ufque  rubedinem  dul¬ 
cifica  aquae  calentis  affujione  frequente ,  donec  aqua  affufa 
nullam  prorfus  fapotis  immutationem  recipiat.  Colcothar  hoc 
exquifite  dulcificatum ,  probeque  exfccatum  ,  diligentiffime  cum 

Ia)  Undecimo,  parcim  ignavia  ipfa  vel  fixitas  eolcoths 
contenti ,  partim  ,  quod  Talis  armoniaci  bis  vel 
fl6res  frequumer  fatis  flavi,  enti  veneris  pallidiori 
dant ,  fcrupulum  nobis  aliquando  injecit ,  utrum 
quieouam  cuprei  vel  colcotharini  contineat  nec  n 
utii.  phil.  add.  pait.  i.  §.  14.  pag.  3B7. 


ris,  &  cupri  in  eo 
er  per  fe  fublimati 
haua  dilfiiniles  afcen- 
ms  veneris  noflrunt 

:  ?  Boyle  exercit.  de 
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falis  ammoniaci  optimi  pondere  anatico  comtnifceatur  :  mixturae 
huius  in  retorta  vitrea  ,  vel  fummo  qui  per  arenam  excitari 
poteft  caloris  gradu ,  vel  aperto  etiam  igne ,  tantum  quan¬ 
tum  ad  fummitatem  cervicis  retortae  exaltari  poteft  ,  fuhlime - 
tur  ;  qua  fublimatione  peracta  ,  e  retorta  diffracta  ( capite 
mortuo  fepofito  )  fublimatum  omne  eximatur  ,  rurfumque  exa - 
ctiffime  commi fceatur ,  quo  particulae  falis  ammoniaci  forfan 
feorftm  fublimatae  colcothari  denuo  incorporentur  :  refublima 
mixturam  hanc  per  fe  ,  ut  prius  in  retorta  vitrea :  quod  fi  vo¬ 
lueris  liceat  fecundum  hoc  fublimatum  reiterat  a  vice  fublimare. 
Quo  autem  proceffum  integrum  perfectius  intelligas  ad  notas 
fequentes  attendas . 


§.  4  Primo  vitriolum  cupro  abundans  femper  communi  vi- 
triolo  anglicano  praetulimus  ,  ex  quo  operarios  in  cupri  fodi¬ 
na  Detfordiae  ,  prout  ipfi  ibidem  locorum  mihi  narrarunt ,  ad 
augendam  vitrioli  quantitatem  multum  ferri  cupro  addere  per¬ 
cepi.  (  b  ) 

VI.  ’ 


II  eft  donc  evident  qu’  il  eft  ici  queflion  de  vitriol  de 
cuivre  exempt  de  tout  melange  de  fer*  ii  s’agit  maintenant 
de  voir  ce  qu’  ii  a  fait ,  malgre  fes  precautions. 

V  I  I. 

Pour  ne  pas  trainer  en  longueur  par  des  reflexions  qui 
ne  feroient  plus  d’  aucune  milite  ici,  quoique  ce  foient  cel- 
les  qui  m’ont  conduit  a  trouver  que  ce  celebre  Phificiea 
quelque  bonne  volonte  qu’  il  eut  d’employer  du  meil* 


(.*)  Boyle  exerc.  de  util.  phil. ,  ut  fup.  pag.  383,  &  384.  voySs  aulfi  cxerc. 
v.  §.  14.  pag.  334. 
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leur  vitriol  de  cuivre  n*  a  cependant  toujours  fait  ufa<*e 
que  d’un  vitriol  martial ,  qui  a  Ia  verite  n’en  &oit  pas 
tout-a-fait  exempt ,  nous  alio ns  determiner  i’  efpece  de 
vitriol  dont  il  fe  fervoit  $  ii  me  fufEt  pour  cela  de  rap- 
porter  ce  qu5  il  dic  dans  un  aurre  endroit  de  quelqffun 
de  fes  ouvrages  (c).  Medicamentum  tamen  illud  quod  alibi 
ens  primum  veneris  voco  facium  ex  valide  calcinato  ,  beneque 
edulcorato  vitrioli  dantifcani  colcothare  ,  elevatumque  ope  Jalis 
armoniaci  in  fubruhreum  fub limatum» 

V  I  IL 

Ce  texte,  ainfi  que  bien  cFautres ,  qffon  peut  recueilHr 
dans  les  differens  ouvrages  de  cet  Auteur  fuffit  pour  nous 
affurer  qu’  il  s’ eft  toujours  fervi  du  vitriol  de  Dantzick,  & 
pour  decider  de  fa  nature  je  me  contenterai  de  rapporter 
ce  que  M.  Yalmont  de  Bdmare  en  dk  dans  fa  mineralo- 
gie  pag.  304.  obf  {d)  a  1’article  vitriol  verd ,  voici  la 
jnaniere  dont  il  s’  exprime. 

I  X. 

„  Comme  ce  vitriol  ne  participe  que  du  fer,  il  con- 
ferve  aifement  fa  couleur. 


X. 

Tout  ce-ci  pofe,  je  fuis  d’autant  plus  porte  a  croire 
que  Boyle  a  et£  induit  en  erreur ,  qu’en  examinant  les 
preuves  qu*  il  apporte  lui  meme  pour  decider  de  la  bonte, 
de  la  nature  de  fon  vitriol ,  je  ne  trouve  qu'uue  ex- 

iO  Simplicium  medicamentorum  utilitas ,  &  u fus  §,  vii.  57.  edit,  colon 
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perience  tres-^quivoque ,  &  par  Iaquelle  il  ne  peut  touc 
au  plus  prouver  que  fon  vitriol  contenoit  du  cuivre  ;  on 
en  jugera  par  le  texte  meme.  Si  frufium  fumas  vitrioli 
D and f cani  bonae  notae  ulliuf ve  alterius  vitrioli ,  in  quo  venus 
praedominatur,  idque  fputo ,  vel  aqua  pura  humefaBum  ,  cultro 
probe  ad  cotem  polito ,  ullive  alii  nitenti  f  rufio  ferri  vel  chali- 
bis  ,  affrices  mox  (  ut  antehac  tradidimus ,  )  chalibem  colore 
fubrubro  ,  colori  cupri  gemino ,  inficiet  ,  Boyle  de  color,  exper. 
xtvir.  pag.  138.  ed.  Genev.  1680.  nous  remarquerons 
feulement  en  paffant  que  1’  experience  rapportee  par  M. 
Boyle  eft  precifement  la  meme  qui  eft  en  ufage  pour  de- 
couvrir  (1  les  vitriols  de  Mars  tiennent  du  cuivre,  comme 
nous  le  trouvons  dans  M.  de  Bomare, 


II  eft  inutile  de  s’arr£ter  plus  long  tems  fur  cet  objet, 
tout  le  monde  fait  affes  qu’  il  n’  y  a  point  de  vitriol  dans 
le  commerce  ,  qui  foit  exa&ement  pur ,  &  pour  cetre  rai- 
fon  les  maitres  de  1’ art  fuggerent  differentes  op^rations 
pour  le  purifier  ,  au  refte  il  me  paroit  affes  prouve  par 
ce  que  nous  avons  cite  de  M.  de  Bomare ,  que  le  vitriol 
en  queftion  eft  un  vitriol  ferrugineux  ou  martial,  &  d’ail- 
leurs  on  peut  reconnoitre  fenfiblement  les  cara&eres  du  vi« 
trio!  cuivreux  par  la  couleur  des  fleurs  ammoniacales,  car 
quelque  loin  que  l’on  fe  donne,  ces  fleurs  feront  toujours 
d’une  couleur  verre  tant  qu’il  reftera  des  parties  metalli- 
ques  dans  le  vitriol  qu  on  aura  employe ,  &  pour  lors 
il  eft  inconteftable  que  ce  remede  devra  &ie  regarde 
comme  un  poifon ,  &  lorfque  ces  fleurs  ne  feront  pas  teintes 
en  verd ,  on  ne  fauroit  douter  qu’  il  ne  foit  arrive  dans  ce 
cas  ,  ce  que  M.  Baron  remarque  tres-judicieufement  dans 
les  notes  fur  Lemeri  p.  3  99.  ,,  favoir  que  1  aikali  volatil  du 
„  fel  armoniac  n’ agit  point  fur  certe  chaux  (  ceft-a  dire  liir 


1 74 

„  le  colcothar  cuivreux  )  &  qu’il  agit  deurant  moins  qu’ii 
ne  fe  rencontre  ^aucua  intermede  capable  de  le  degager 
de  fon  acide,  c’eft  pourquoi  le  fel  armoniac  fe  {ublirne 
tel  qu  on  1*  a  employe  &c. ,  ce  qui  me  porte  a  conclure, 
que  le  favant  Anglais  s’eft  trompe  ,  en  ce  qu’ il  a  crft  de 
tres-bonne  foi,  que  le  vitriol  de  Dantzick  etoit  entiere- 
ment,  cuivreux ,  &  par-la  meme  preferable  a  celui  de 
JDetfort  en  Angleterre,  &  qu’ ii  a  nomme  Ens  freneris ,  ce 
qui  n  eft  veritablement  qu’un  Ens  Martis  ;  ainli  il  n’y  a  pas  de 
doute  qu  on  doit  abfolument  rejetter,  avec  les  meilleurs 
Auteurs  ,  ce  remede  prepare  avec  le  cuivrej  des  expe- 
riences  reiterees  nous  ayant  convaincu  du  danger  que  Pon 
court  par  Pufage  interieur  de  ce  mineral  ,  &  de  n’em- 
ployer  que  du  colcothar  Martial,  ou  un  autre  faffran 
de  mars  bien  prepare,  comme  cela  eft  affes  facile.  Enfin 
nous  finirons  cet  article  par  une  queftion  ,  dont  la  fo!u- 
tion  eft  entierement  du  reffort  de  la  Medecine ,  favoir  s'il 
ne  feroit  pas  plus  utile  d7emp!oyer  la  limaille  de  fer  ou 
d’acier  au  lieu  d’un  faffran  ou  du  colcothar? 

Sur  le  blanchijpige 

DES  SOIES. 

X  I  I. 

f 

^ette  preparation  eft  fort  fimple ,  ii  ne  s’agit  que  de 
faire  cuire  les  Soies  dans  une  eau  de  favon  plus  ou  moins 
forte,  fuivant  la  teinture  qu’on  fe  propofe  deleur  donner.Si  Pon 
confidere  neanmoins  la  quantite  de  favon  qui  eft  necef- 
faire  pour  les  mettre  en  erat  de  paffer  enfuite  a  la  tein- 
ture  ,  &  fi  lon  reflechit  que  P expirience  a  fait  reconnohre 
(  c’eft  M.  Macquer  qui  parle )  que.  les  Soies.  decreufies  pan 
le  favon  ont  plufieicrs  defauts  &  fingultirement  moins  de  Iw • 


flre  que  celles  de  la  Chine  quoti  dit  1'itre  fans  favori  .  on 
conviendra  que  cet  objet  merite  quelque  attention :  quoique 
je  n’aye  pas  616  a  meme  de  continuer  les  experienees  que 
j’avois  entrepris  a  ce  fujet,  je  ne  laifferai  pas  ignorer  cepen- 
dant  Ie  reiultat  des  obfervations  que  j’ai  pu  faire,  efperant 
qu’elles  ne  feront  pas  tout-afait  infru&ueules. 

XIII. 

Quelque  foit  Ia  nature  du  vernis  dont  Ia  Soie  efl:  en- 
duite  ,  ce  qui  ne  fait  pas  Fobjet  de  ces  recherches,  je  me 
permettrai  feulement  de  faire  remarquer  que  les  acides 
altares  ,  meme  par  des  matieres  graffes ,  bien  loin  de  Iui 
enlever  ce  vernis,  le  lui  redonnent,  lors  meme  quTelles  ont  ete 
blanchies  &  que  (i  l’on  fait  entrer  de  Facide  vitriolique  dans 
Ie  bain  favonneux  il  n’eft  meme  plus  poffible  de  les  faire 
repafler  au  blanc  :  je  ne  dois  pas  noti  plus  negliger  de 
faire  obferver  que  les  alkalis  fixes  ,  ne  produifent  pas  un 
grand  effer,  lorfqu’on  les  employe  en  bien  petite  dofe,  ou 
qu’ils  enervent  beaucoup  les  Soies,  s’  iis  ne  les  decompofent 
pas  entierement ,  lorfque  la  leflive  eft  un  peu  plus  forte* 
d’ou  il  fuit  qu’  il  ne  feroit,  peut-etre  pas  d’une  economie  , 
bien  enrendue  que  de  les  expofer  a  un  pareil  rifque,  je  n’infi- 
fifterai  pas  davantage  fur  ma  propofition  &  je  me  bor- 
nerai  encor  e  a  remarquer  que  les  matieres  abforbantes,teI- 
les  que  les  os  calcines,  les  yeux  d’ecreviffes  &c,  ne  font  pref- 
que  point  d’effet  fur  les  Soies  pour  les  mettre  en  blanc. 

X  1  V. 

Un  favon  liquide  ou  il  entroit  beaucoup  moins  d’huile 
qu’on  rien  met  orcjinairement  dans  les  fabriques ,  au  rap- 
porc  de  M.  Geofroi,  mais  autant  qu’  il  en  falloit  pour 
^mouffer  Facrete  de  Falkali  fixe  fans  etre  aiguife  par  la 
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chaux  a  tres-bien  repondu  a  mon  attente,  &  rempli  toutes 
Jes  indications  que  je  nferois  propofees  *  car  outre  que 
les  Soies  furent  tres  bien  decreufees  &  conferverent  plus 
de  luftre  qu’elles  n’ont  ordinairemenr,  on  voit  fenfible- 
ment  que  je  profirai  beaucoup  du  cote  de  la  depenfe* 

X  V. 

Les  fentimens  font  partages  fur  les  Soies  de  Ia  Chine, 
Ies  uns  penfent  qu’on  les  decreufe  fans  cependant  ernplo- 
yer  du  favon  *  les  autres  croyent  qu’eUes  font  narurellement 
blanches:  dans  cette  incertitude  j’ofai  former  le  foup^oti 
que  cette  nation  Ii  econome  &  fi  induftrieufe  ne  fit  que 
dans  une  feule  operation  le  filage ,  &  le  degomage  :  Fex- 
perience  vint  a  Fappui  de  mon  idee  ,  car  en  me  fervant 
cFune  eau  legerement  favonneufe  je  reufiis  a  filer  quelques 
cocons  jaunes  &  verds  en  foie  blanche  du  plus  beau  lultre, 
j’obfervai  m&me  qu’  il  n’eft  pas  necefiaire  que  le  bouillon 
foit  aufii  chaud  que  Feft  ordinairement  Feau  dans  le  bafi 
fines  j  ce  qui  fait  un  nouvel  objet  d’epargne. 

XVL 

II  refulte  de  tout  ce  que  je  viens  de  dire  *  1®  Qureu 
fubftituant  une  matiere  favonneufe  au  favon  manufa&ure  on 
obtient  un  avantage  confiderable  du  cote  de  la  depenfe, 
d’autant  plus  que  j’ai  epfouve  qu’on  peut  tres-bien  fe  fer- 
vir  de  cendres  lefiivees  ,  &  filtrees  par  le  papier  pofe  fur 
une  piece  de  laine  encadree,  Sc  dont  on  emouffe  Facrete 
par  une  plus  ou  moins  grande  quantite  drhuile  fuivant 
que  Ia  leffive  eft  plus  ou  moins  forte  :  d’  011  il  refulte 
Favantage  de  conferver  plus  de  luftre  aux  Soies*  i°  Qu’en 
decreulant  les  Soies  a  la  baffine,  outre  qu’on  gagne  une  opera- 
tion ,  le  filage  etant  uniforme,  la  force  du  fil  ne  Feft  pas 

moins 
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moins,  car  toutes  fes  parties  font  egalement  expofees  a 
fa&ion  du  menifrue  ,  ce  qui  ne  fauroit  arriver  en  decreu- 
fant  les  Soies  par  echevaux ,  &  d’ailleurs  le  dechet  de 
deux  operations  ne  peut  a  moins  d’etre  beaucoup  plus 
conhderabie  que  celui  d’une  feule. 

XVII. 

Uufage  d*un  favon  extemporane  pour  deereufer  les 
Soies  a  la  bafbne ,  me  fit  naitre  i’  idee  de  tenter  la  for- 
xnation  d’un  favon  folide  fans  le  fecours  du  feu  j  Shaw  en 
dit  un  mot  dans  fes  le^ons,  &  nous  voyons  dans  les  ma¬ 
deres  medicales  qu’on  ea  prepare  pour  fufage  medecinal. 
II  eft  d^ailleurs  aflez  {imple  de  penfer  que  le  favon  folide 
n’eft  qu  une  combinaifon  d’  huile  a  un  alkali  la  plus  con- 
cen^ree  podible  pour  prendre  cette  forme,  &  que  le  fa¬ 
von  liquide  eft  cette  combinaifon  avec  furabondance  d’eau; 
tout  ce  qui  facilitera  donc  Tevaporation  de  la  partie  acqueufe 
donnera  plus  ©u  moins  promptement  la  folution  du  pro- 
bleme:en  fouettant  comme  on  fait  pour  le  beurre  un  m£- 
lange  bien  conditionne  d’ huile  ,  &  d’ alkali  mineral  rendu 
caultique  par  la  chaux,  on  parvient  a  manufafturer  du 
favon  folide  ,  on  fent  affez  qu’une  machine  mue  par  Teau 
ferott  encore  d’un  grand  avantage. 

XVIII. 

II  ne  me  refte  qu’  a  fouhaiter  que  ces  foibles  effais 
puiffent  tourner  a  f  utilite  du  public. 

Turin  ce  10  Decembre  1767 
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Mifc.  Taur ,  Tom,  IV* 


De  la  teinture  en  noir 
SUR  LA  S  O  I  L 
X  I  X. 

Tl  y  a  tout  Iieu  de  croire  r,  dit  Monfieur  Macquer  que 
„  dans  le  grand  nombre  des  drogues  qifon  employe  pour 

„  le  noir  il  y  en  a  beaucoup  d’ inutiles.,  ce  qu’ il  y  a 

„  de  plus  eflentiel  a  obferver  fur  la  teinture  noire,  cett 
„  qu’en  general  elle  alrere  &  enerve  beaucoup  les  etof- 

„  fes,  en  forte,  que  ceiles  qui  font  teinres  en  noir  font 

„  toujours  beaucoup  plutot  ulees,  toutes  chofes  £gales  d’ail- 
„  leurs  que  ceiles  qui  font  teintes  en  cfautres  couleurs  i 
^  c’eft  principalement  a  1’acide  vitriolique  de  la  coupe- 
„  rofe ,  lequel  ri’eft  qu’  imparfaitement  fature  par  le  fer 
qu’on  doit  attribuer  cet  inconvenienti  comme  le  fer 
uni  a  tout  autre  acide  ,  &c  meme  aux  acides  vegetaux 
,,  elt  capable  de  produire  du  noir ,  il  y  a  tout  lieu  de 
,,  croire  qu’en  fubftituant  d’autres  combinaifons  de  ce  md- 
tal  a  la  couperofe  en  pourroit  remedier  a  cet  incon- 
venient. 

X  X. 

Pour  decouvrir  les  d^fauts  de  cette  teinture  il  me  pa- 
roit  qu’  il  faut  avant  toutes  chofes  analifer  les  methodes 
1‘e^ues  dans  les  attelliers  les  plus  recommandes,  car  il  n’y  a 
pas  apparence,  quelqu’ait  ete  fignorance  des  Teinturiers  lur 
le  priacipe  colorant  dans  la  teinture  en  queltior»,  qu’  iis  fe 
foyent  determines  a  ajouter  des  nouvelles  drogues  julqu’a 
en  porter  Le  nombre  ii  loin ,  que ,  parcequ’  iis  auroat  re- 
connu  rimperfefiion  de  leur  methode  plus  fimple,  or  il  e(l 
quellion  de  voir  fi  certe  imperfe6lion  depend  du  nombre ,  de 
ia  yualbjy  qu  de  la  maniere  detnployer  ces  drogues. 


XXI. 
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Ce  nreft  que  par  la  comparaifon  entre  ces  m&hodes , 
&  1’analyfe  de  chacune  cPelles  q^on  peut  dem£ier  leurs 
defauts  pour  fervir  enfuite  de  guide  dans  les  tentatives 
qu’on  peut  faire  ,  en  rapprocliant  aiors  plufieurs  connoif- 
fances  que  nous  devons  aux  Chimiftes  modernes  r  je  ne 
rapporterai  que  les  drogues,  fans  parier  de  leur  poids  qu’’ 
autant  qu’  iis  pourront  avoir  caufe  ou  contribue  au  pr^ju* 
dice  de  cette  teinture  :  car  on  pourra  toujours  le  trouver 
dans  Pexcellent  ouvrage  de  la  teinture  en  foie  par  Mon- 
fieur  Macquer ,  dyou  je  tire  ceci  j  au  refte  je  dois  a  verti  r 
davance  que  je  fuppofe  que  les  foies  ne  fe  trouvent  pas 
d’une  mauvaife  condition ,  car  (i  toutes  chofes  egales  la 
teinture  noire  endommage  plus-  les  etoffes  que  les  autres 
teintures  *  il  eft  dvident  que  cet  inconvenient  augmentera 
dautant  plus  que  la  matiere ,  fer  laquelle  on  voudra  Pap¬ 
pi  iquer  itera  moins  bonne. 

XXII 

Cette  reflexion  ne  me  paroit  pas  fans  fcndement car 
je  ne  feche  pas  que  les  ^carlates,  ni  les  foies  teintes  en 
eramoifi  fouffrent  ce  reproche  ,  &  perfonne  n’  ignore 
aujourd’  hui  que  c’eft  avec  Feau  regale  qui  tient  de  1’etain 
en  dilTolution  q.u’on  en  exalte  la  couleur,  ce  qui  s’appelle 
eompojition, ,  on  pourroit  dire,  il  eft  vrai,  que  dans  ces  cou- 
leurs  Peau  forte  fe  combine  avec  le  tartare  blanc,  mais 
quoique  apres  Ia  combinaifon  faite  on  ne  doive  plus  craindre 
Tadlion  de  Facide  fur  Petoffe  comme  dans  le  noir,  ii  eft 
probable  qu’elle  continue  a  fe  faire  fendr  par  la  raifon 
qu’en  donne  Monlieur  Macquer  y  il  eft  cependant  naturel 
de  penfer  que  dans  le  tems  de  la  combinaifon,  Facide  de 
Feau  regale  agira  fur  Petoffe,,.  de  raeme  que  celui  de  vir- 

(L  ci  %, 
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triol  dans  la  teinture  noire ,  &  c’eft  principalement  a  Poc- 
cafion  qu’  il  arrive  ces  decompofuions,  comme  nous  le  ver- 
rons  ,  qu’on  doit  craindre  d’enerver  ou  de  bruler  ies  etof- 
fes  ,  quoique  je  ne  me  diffimule  pas,  je  le  repete  ,  que 
Pabondance  des  fubftances  falines  dont  on  fait  ufage  pour 
le  noir  ,  &  qui  font  tres-faciles  a  etre  decompofees  foit 
une  raifon  qui  rend  les  etoffes  d’autant  moins  durables 
qu’elles  retiennent  dans  fes  pores  des  caufes  permanentes  de 
deftru&ion. 

XXIII. 

En  rappellant  ici  la  combinaifon  qui  doit  arriver  de 
Pacide  de  la  compofition  avec  la  bafe  du  criftal  de  tartre , 
de  maniere  que  Pacide  vegetal  fe  trouve  libre,  il  me  paroit 
qu’011  peut  voir  d’ou  vient  la  belle  couleur  de  Pecarlate 
fur  les  laines  ,  &c  du  cr^moifi  fur  les  Soies,  les  acides  v^- 
getaux  ayant  la  proprietd  d’exalter  la  couleur  naturelle 
des  teintures  rouges,  &  principalement  de  Ia  cochenille : 
il  refteroit  a  examiner  pourquoi  en  d^compofant  le  tartre 
par  d’autres  acides  ou  par  des  alkalis,  &  enfin  pourquoi 
en  fubftituant  une  autre  bafe  que  Teram  a  Teau  regale  on 
ne  reuffiffe  pas  de  memej  cela  merite  trop  d’attenrion 
pour  que  je  neglige  de  le  fuivre ,  lorfque  je  lerai  affure 
que  M.  Macquer  n*en  a  point  fait  Pobjet  de  fes  recher- 
ches  dans  Ia  decouverte  d’une  couleur  d’ecarlate  fur  les 
etoffes  en  Soie ,  qu’  il  vient  de  donner  a  PAcademie  des 
Sciences  de.  Paris. 


Dejcription  des  drogues ,  ou  de  la  methode 
de  plujieurs  teinturiers  de  Paris . 

XXIV. 

Noixde  galle  noire  pilee,  du  cumin ,  de  fumac,  d’ecor- 
ces  de  grenades,  de  colloquinte,  d’agaric,  de  coques  dele¬ 
vant,  de  Nerprun,  de  plilium  ,  du  bois  de  camp^che  ,  de 
la  gomme  arabique  ,  d’ecume  de  fuere  candi ,  de  la  ca£ 
fonade  ,  de  limaiile  de  fer,  du  Realgar,  de  Forpiment  pi¬ 
le,  de  Farfenic  blanc ,  de  couperofe  verte  $  de  fublime  cor* 
rofif,defei  ammoniac,  de  fel  gemme,  de  criftal  mineral, 
de  litarge  d’or  ,  d’antimoine  pile,  de  plumbago  ,  de  verd 
de  gris,  le  to ut  dans  du  vinaigre  felon  Fart. 

Methode  des  Genois. 

XXV. 

Noix  de  galle ,  gomme  de  fenegal ,  vitriol  Romain  ,  & 
limaiile  de  fer  dans  1’eau,  ( a  ) 

(a)  Comme  les  artiftes  pourroient  etre  bien-aife  de  favoir  les  procgdgs  de 
Ggnes,  &  de  Tours ,  je  les  tranferirai  ici  d'apr£s  M  Macquer,  an 
de  la  teint.  en  Soie. 

Noir  de  Genes  pour  les  velours . 

On  fait  bouiUir  la  Soie  pendant  quatre  heures  avec  le  auart .  de  fon 
poids  de  favon  blanc  de  Marfeille,  on  la  lave  k  fond,  dans  une 
chaudi£re  de  cinq-cents  peintes  d’eau:  faites  bouillir  fept  livres  de 
galle;  laiflez  depofer  la  galle,  tirez  1’eau  k  clair,  &  ayant  jett6  le  mare 
lemetrez  Teau  de  galle  dans  la  meme  chaudidre,  plongez  y  ademi 
une  cuiller  perce  k  puree,  dans  laquelle  vous  meurez  fept  livres 
de  gomme  de  S6n6gal ,  fept  livres  de  vitriol  Romain  ou  couperofe, 
&  fept  livres  de  la  plus  belle  limaiile  de  fer.  Le  bain  ayant  diflout 
ces  drogues ,  laiflez  6teindre  Je  feu  ,  &  fermenter  ce  bain  pendant 
huit  jours ;  enfuite  faites-Ie  chauffer  ,  &  quant  il/era  pret  k ^  bouil¬ 
lir,  mett^z  de  nouveau,  fufpendue  dans  la  meme  chaudiere ,  Ia 
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Methode  des  Tours*. 

X  X  V  L 

Galle  cTAIep  r  vitriol  cTAngleterre,  limaille  de  fer ,  go in¬ 
ane  du  pays* 

XXVII. 

En  examinant  ces  trois  procedes  que  nous  pouvons. 
reduire  a  deux,  nous  devons  naturellemem  etre  frappes  de 
la  (implicite  de  Pun  ,  &  du  nombre  prodigieux  des  dro-' 
gues  de  Pautre  y  ii  ne  paroitra  pas  a.  la  piuralitd  que  le 
noir  de  Genes ,  &  de  Tours ,  fuppofe  qu’on  ae  les  nom¬ 
ine  pas,  puiffe  jamais  etre  auffi  beau,.  ni  comparable  avec 
eelui  ou  il  entre  tant  de  drogues  :  a.  parier  cependant  avec 
(incerite,  ce  noir  (i  (impler  eft  ,  &  paffe  pour  des  plus  beaux 
d’oii  viendra  doac  cette  enorme  difference  ?  En  reflechiflante 


meme  pafloire;  &  ayanr  fair  fix  paquets  compofos  dfc  Ia  fixiSme- 
partie  de  Ia  quantite  de  gomme ,  couperofe ,  &  Jimaille  deftinge  k  ce- 
bain  de  noir,  felon  Ia  quantifo  de  Soie  ,  k'  raifon  d’une  livre  de  cha- 
cun  de  ces  ingr^diens  pour  dix  livres  de  Soie,.  faires  fondre  dans 
Ia  pafloire  cette  fixidme  partie  du  total.  Le  feu  etant  ,  &  ayantf 
fait  jetter  dix  pintes  d’eau  froide  fur  le  bain  qui  doit  refler  chaud 
y  pouvoir  tenir  Ja  main  ,  faite  mettre  Ia  Soie  fur  des  Iifoirs  ■  plon- 
gez-te  dans  Je  bain  ,  &  I”y  tenea  pendant  dix  minutes  ou  envirom 
Iifez  les  €cheveaux  quatre  fois,  apres  quoi  tordez-Ies  k  Ja  cheville- 
fnr  Ja  chaudiere. 

Paflez  fur  le  meme  bain  de  nouvelle  Soie  farrs  rien  ajouter  ,  Ia  traitea- 
de  merae,  commencez  d^bord  par  Ia  trame  ,  enfuite  paflez  le  poil», 
enfin ,  le  bain  dtant  beaucoup  retfoidi ,  paflez  y  Ia  chaihe  qu’on  ne 
veut  teindre  ordinairement  qu’en  geis  noir, 

Toutc  Ia  Soie  ayant  paffii  dans  ce  premier  bain  rechauffezde ,  &  y 
remetrez  Ja  pafloire.,  avec  un  autre  fixieme  partie  de  gomme,  vi- 
trroi,  &  mnaille  de  fer,  quand  le  bain  fera  rafraichi,  comme  ci-def- 
fiis ,  paflez-  y  la  Soie  comme  au  premier  bain ,  obfervant  cette  fois> 
ici  de  paffer  le  poil  le  premier,  enfuite  latrame,  &  roujours  la  charne 
ia  dermdre  j  fanes  ce  matfoge  fix  fois.  Tant  que  Ia  Soie  6toh  rnouil^ 
lee »  fon  noir  cfaannoit tneme  compari  avec  ceJui  de  tours.  p.  176 
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fur  les  qualites  des  drogues  ,  &  fur  la  maniere  de  les  em- 
ployer,  il  m’a  paru  d’en  entrevoir  la  caufe. 

X  X  V  1  I  L 

II  me  faut  remarquer  en  premi  er  lieu  la  preference  que 
le  teinturier  Genois  donne  a  la  galle  legere  de  la  Roma- 
gne ,  ■&  de  la  Sicile,  pendant  qu’en  France  on  fait  ufage, 
pour  engaller  pour  le  pied  de  noir  de  galle  noire  ,  &  pe* 
*  fante  en  trop  grande  quantire  par  rapport  a  la  Soie;  ce  qui 
a  et£  reieve  par  les  Genois  au  fujet  de  la  teinture  de 
Tours ,  qu*on  a  enfuite  re&ihee :  or  il  eft  narurel  de 
penfer  que  ces  habiles  artilles  feront  egalement  attemifs,  & 
fcrupuleux  dans  le  clioix  des  noix  de  galle. 

Noir  de  Touru 

jPour  cent  livres  de  Soie,  on  fait  boiiillir  pendantune  'heure  vingt  Iivres- 
de  noix  de  galle  d’Alep  en  poudre  dans  fuflifante  quantitg  d’eaux.  On 
JailTe  enfuirc  repofer  le  bain  jufqu’^  ce  que  Ia  galle  foit  pi6cipit6e 
fiu  fond  de  la  chaudifire  ,  <fod  on  Ia  retire.  Aprds  quoi  on  y  met 
deux  livres  &  demie  de  vitriol  cf  Angleterre ,  &  douze  livres  de  li- 
maille  de  fer,  vingt  livres  de  gomme  du  pays,  c’eft-4  dire,  du pru- 
nitr  cerifier  bc.  qu*on  met  dans  une  efp£ce  de  chaodron  a  deux 
anfes ,  trou£  detoutes  parts.  On  fufpend  le  chaudron  avec  des  batons 
dans  la  ehaudide,,  de  maniore  qu’i!  rfaille  pas  au  tond.  On  laiffe  dif- 
foudre  la  gomme  pendant  un  heure,  en  la  remuant  l£g£rement  de 
tems  en  Tems  avec  un  baton.  Si  Pheure  paflbe,  il  refte  encore  de 
la  gomme  dans  le  chaudron  ,  deft  une  marque  que  le  bain  qui  eft 
de  deux  muids  en  a  piis  autant  qu*  il  faut.  Si  au  contraire  toute  Ia 
•gomme  eft  difToute  on  pem  en  remertre  trois  ou  quatre  livres.  On 
laifTe  ce  chaudron  continuellement  fufpendu  dans  la  chaudiere  ,  tfotf 
on  nePote  que  pour  teindre,  &  on  le  remet  enlime.  Pendam  to  ut  ea 
ces  pr^parattons  Ia  chaudiere  doit  etre  tenue  chaude,  mais  fans  boiiH- 
lir.  Ifengallage  de  la  Soie  fe  fait  avec  un  liers  de  galle  cPAlep.  On 
'y  laifTe  la  Soie  d’abord  pendant  fix  heures ,  puis  pendant  douze,  k 
idte  felon  f!art.  ibid.  j>.  78 
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XXIX. 


J’obferve  enfuite  que  les  Genois  n’ajoutent  rien  a  Ia  de- 
co6i:ion,ou  bain  de  galle,  au  Iieu  que  les  Fran^ois  y  font 
entrer  le  cumin  ,  le  fumac  &c. :  mais  ert-il  bien  prouve  que 
toutes  ces  drogues  pofledent  a  un  degres  aufli  eminent  la 
ftipticite  ,  &  la  proprieie  de  precipiter  le  fer  comme  la 
noix  de  galle  ainfi  que  fa  demontre  M.  Lemdry  ?  Le  fait 
ne  fernble  pas  favorifer  cette  idee. 

XXX. 

Je  vois  qu’apres  avoir.  ote  le  mare  de  la  deco&ion  de 
la  galle  ,  &  y  avoir  fait  difToudre  la  gomme  ,  le  vitriol , 
&  la  limailie  de  fer  on  en  ote  le  feu  pour  laifler  fermen¬ 
ter  ce  bain  ou  pied  de  noir  pendant  huit  jours,  au  lieu  que 
les  Fran$ois ,  calcul  fait,  teignent  au  plus  tard  dans 
fix  iours. 

XXXI. 

Apres  tout  enfin,  je  remarque  que  le  pied  de  noir  n’eft 
ches  les  Genois  qu’un  encre  fimple,  pendant  que  dans  le 
procede  des  Francis  il  arrive  neceflairement  des  decom- 
pofitions  ,  &  des  recompofitions;  etant  tres-naturel  de  pen- 
fer  que  la  loi  des  affinites  fera  ici  oblervee  comme  elle  l’eft 
aflez  generalement:  &  par  confequent  il  eft  naturel  que 
1’acide  vitriolique  qui  n’eft  que  foiblement  retenu  par  le 
fer  s’en  ddtache  pour  s’emparer  d’un  alkali  fixe  ,  d’un  al- 
kali  volatil  &c.  L’acide  marin  exercera  a  fon  tour  fa  fu- 
perioritd  ,  &  au  defaut  d’exafte  faturation ,  il  agira  en 
qualite  de  corrofif  fur  la  Soie  meme,  apres  avoir  ( b )  forme 

du 

Comme  1'acide  marin  a  plus  d’affinit6  avec  1’antimoine  qu*avec  le  fu- 
blira6  corrofif,  ii  paroit  probable  qu*  il  fe  forme  un  beurre  d’antimoine 


/*5 

du  plomb  corne  :  quant  a  Tarfenic  il  eft  probable  quune 
partie  s’en  envoiera,&que  s'ilen  relte,  qu’il  fe  combinera  avec 
le  fer;  ce  qui  peut-£tre,  fait  noircir  la  teinture,  &  corrige 
ainfi  Talt^ration  que  doit  caufer  le  nombre  de  ces  decom- 
pofmons :  je  crois  meme  de  pouvoir  foupgonner  que  cela 
fe  paffe  ainfi ,  car  il  eft  conflant  que  les  acides  &ant  neu- 
tralifes,  Tenere  refte  detruite ,  il  eft  vrai,  qu*outre  a  ces  acides 
fatures  &  neutres  il  refteroit  encore  le  vegetal:  mais  en  ce  cas 
il  arriveroit  que  Ja  couleur  feroit  due  uniquement  a  Tacide 
vegetal ,  pendant  que  les  autres  drogues  ne  feroient  qu?en 
pure  perte ,  &  au  pr^judice  des  ecoftes:  peut-£tre  encore, 
que  dans  le  tems  que  Tacide  vitriolique  chafle  le  marin 
de  fes  bafes ,  Tarfenic  s’en  empare  ,  quoique  a  la  v^rit^, 
Tacide  vitriolique  fe  trouvant  ici  combine  avec  une  fub- 
ftance  metallique,  il  me  femble  qu’  il  doit  etre  compris  dans 
le  cas  dont  parle  M.  Macquer  dans  fon  ditlionnaire  de  chi- 
n)ie  page  441  tom.  2  article  fels  arfenicaux, 

XXXII. 

De  tout  ce  que  nous  venons  de  dire ,  il  me  paroit  de 
reconnoitre  que  le  peu  de  fcrupule  des  Teinturiers  dans 
les  proportions ,  &  dans  le  choix  des  drogues,  a  ete  Tori- 
gine  des  additions  empiriques  qu’on  a  fait  dans  cette 
teinture  :  mais  il  ne  faut  pas  imaginer  pour  cela  qu’on  ait 
ajoute  ce  grand  nombre  de  drogues  inutiles  tout  d’un  coup. 
C  eft  ainfi  qu’  il  en  arrive  dans  toutes  les  chofes  qui  font 
abandonnees  a  des  fimples  manoeuvres,  fans  qu’elles  fe  trou- 
vent  fubordonnees ,  &  fous  la  dire&ion  des  perfonnes  qui 


qui  fera  de  meme  decompofg,  k  caufe  de  Ia  trop  grande  quantirg  de 
liquide ,  dans  lequel  ii  fe  trouve  gtendu ,  &  en  ce  cas  Tacide  marin 
agit  en  qualir6  de  corrofif :  quoiqu’il  en  foit  cependant »  Pamimoine 
eft  toujours  en  pure  perte. 

Mifc.  Taur .  Tom,  1V~,  b  b 
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en  remontant  k  des  principes  exafls  ,  &  fimples  fachent 
dem&ler  les  caufes ,  auxquelles  on  doit  afligner  les  change- 
mens,  &  les  alterations  qu’on  n’attendoit  pas,  &  qui  fauroient 
par  confequent  y  remedier :  c’eft  une  marche  naturelle 
de  Fefprit  humam  d’avancer  toujours  ,  &  il  n’appartient 
qu’au  philofophe  de  retourner  fur  fes  pas ,  aufli  pendant 
que  Fun  pour  reuffir,  fe  croit  en  devoir  de  compofer,  &  de 
furcompofer  ;  Fautre  reconnoit  bien  fouvent  qu’il  faut 
fimplifier,  &  par  confequent  retrancher.  Ceit  ce  qui  fe 
montre  evidemment  dans  la  teinture  en  queftion,  Sc  c’eft 
ce  que  nous  allons  prouver,  maintenant  par  une  methode 
finrhetique  pour  reunir  les  deux  p  re  uves  les  pius  convain- 
canres  que  nous  fournifle  la  chimie. 

XXXIII. 

La  methode  que  nous  avons  fuivi  jufqu’  a  prefent ,  & 
la  comparaifon  des  procedes  regas,  nous  a  fervi  de  guide 
pour  nous  convaincre  de  F  inatilite  ,  &  de  la  malfaifance 
de  plufieurs  drogues  :  par  celle  que  je  me  propofe  main¬ 
tenant,  je  chercherai  de  determiner  ceiles  qui  y  entreront 
avee  avantage. 

XXXIV. 

Apres  avoir  decreufe  Ia  Soie  je  plongeai  les  echevaux 
dans  une  deco&ion  de  noix  de  galle  Romaine  ,  &  apres 
F  engallage  ,  j’en  mis  un  dans  une  terrine  qui  contenoit 
une  deco£lion  de  noix  de  galle  faite  dans  Feau  ,  &  un 
autre  dans  une  deco&ion  faite  avec  le  vinaigre ,  avec 
quatre  gros  de  gomme  Arabique,  je  les  fis  bien  tremper 
Fun  &  Fautre  ;  ayant  enfuite  ore  les  terrines  de  dellus  le 
feu  ,  je  mis  une  tafle  de  diffoiution  de  vitriol  dans  cha- 
cune,  favoir  fur  deux  parties  de  decedhon  une  de  diflolu- 
iion ,  qui  etoit  de  quatre  gros  fur  deux  livres  d’eau. 
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Premi  er  refultat. 

XXXV. 

Dans  la  deco&ion  faite  avec  1’eau ,  Ia  couleur  noire 
parut  a  1’  inftant,  &  il  ne  fe  manifefta  aucun  changement 
fenfible  dans  celle  qui  etoit  faite  avec  le  vinaigre  :  je 
plongeai  alors  les  deux  echeveaux  que  favois  rerire  pour 
ajouter  le  vitriol  ,  mais  ni  Pun  ,  ni  Pautre  ne  furent  pas 
beaucoup  alteres  dans  .la  couleur,  ce  qui  me  determina  a 
y  ajouter  encore  une  demie  ralle  de  dilfolucion  fans  neanmoins 
qu’  il  parut  de  changement  bien  fenfible  ;  j’en  ajoutai  alors 
une  talfe  ,  ce  qui  revenoit  a  5  parties  de  vitriol  fur  4  de 
deco&ion  de  noix  de  galle  :  la  Soie  qui  etoit  dans  Ia  de- 
coftion  faite  avec  Peau  parut  alors  beaucoup  plus  noire 
que  Pautre ;  ce  qui  fe  foutint  dans  les  operations  qui  fuivi* 
rent ,  jufqua  ce  que  j’eus  un  beau  noir  fur  les  deux  echeveaux; 
je  fus  oblige  a  la  verite  pour  y  reuffir  de  diffoudre  deux 
gros  de  nouveau  vitriol  dans  un  tiers  de  la  premiere 
quantite  d’eau  ,  &  apres  avoir  ajoute  encore  une  tafle  de 
dilToiution  je  retirai  les  echeveaux  ,  je  le  6s  fecher  a  l’om- 
bre  ,  &  au  cinquieme  jour  je  les  remis  dans  leurs  bains 
refpe£lifs  que  j’avois  anime,  en  ajoutant  5  gros  de  iimaille  de 
fer  dans  chacun ,  je  les  mis  au  feu  boiiiliir  environ  une  heure; 
je  les  retirai  apres  ce  tems  pour  les  faire  fecher,  &  dans 
24  heures  je  les  repaffai  fur  ce  bain,  &  les  lavai  a  fond, 
jufqu’  a  ce  qubls  ne  perdirent  plus  de  couleur,  &  iis  pa- 
rurent  alors  d’un  beau  noir;  feulement  etant  humides  celui, 
qui  etoit  dans  la  deco&ion  avec  le  vinaigre  paroiffoit  tirer 
au  rouge. 

XXXVI. 

Il  me  faut  maintenant  remarquer  qu’ayant  mis  deux 
nouveaux  echeveaux  dans  ces  bains  a  cette  derniere  ope- 
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ration  iis  en  fortirent  tous  aufli  noirs ,  &  aufli  beaux  que  les 
deux  premiers  ,  foit  apres  le  lavage ,  qu’  apres  qu’  iis 
furent  parfaitement  fecs :  cTou  ii  fuit  evidemment ,  que 
fans  multiplier  les  operations  on  teindra  toujours  en  beau 
noir  toutes  les  fois  que  les  ingrediens  fe  trouveront  dans 
la  prpportion  convenable. 

Deuxieme  refultat. 

XXXVII. 

Mais  paffons  k  la  fuite  de  notre  examen,  aux  bains  en 
queftion  que  nous  pouvons  nommer  pied  de  noir ,  j’ajoutai 
fucceflivement  du  cumin  du  P filium ,  de  1* icor  ce  de  grena - 
de ,  de  la  coloquinte ,  de  Vagar ic ,  Sc  comme  je  voulois 
conferver  un  certain  rapport ,  fanimai  le  bain  avec  du  vi- 
triol ,  &  de  la  limaille  ,  mais  je  ne  vis  pas  que  ces  fub- 
ftances  en  augmentaffent  la  couleur  $  le  bois  de  campeche 
feulement  me  parut  1’avoir  un  peu  plus  foncee  ,  mais  ce 
qui  fit  varier  le  fond  fut  1’addition  fucceflive  du  fel  am- 
moniac  du  fublime  corrofif ,  du  fel  gemme ,  du  criftal  mi- 
neral ,  car  alors  le  noir  me  paroiffoit  avoir  tourne  tantot 
au  brun  tres-fonce,  tantot  au  gris :  couleurs  qui  changeoient 
encore  par  Taddition  du  realgar,  de  Torpiment,  de  1’arfenic 
blanc  ,  de  1’antimoine,  du  verd  de  gris,  de  la  litarge  &c. 
&:  principalement  d’une  quantite  de  couperofe  bleiie,  &c 
de  limaille. 

XXXVIII. 

Voici  deux  chofes  principales  que  j’obfervai  dans  Ia  fuite 
de  ce  procede  ,  p.°  que  ,  comme  j’emp!oyai  pres  de  j  8 
jours  pour  toutes  ces  adduions,  les  bains  iaiflerent  paroitre 
de  la  moififfure  apres  que  j’eus  ajoutes  les  lubllances  ve- 
getales  dont  j’ai  parie ,  &  en  i1*  heu  que  Tarlenic  bianc 
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fe  foutient  prefqu’en  entier  a  la  furface  des  bains,  de  meme 
que  forpiment,  quoique  je  les  aye  faits  bciuliir  a  gios 
bcuilions  un  tems  confiderable. 

XXXIX. 

Je  crois  donc  &tre  fonde  a  conclure  que  les  methodes 
de  Tours ,  &  de  Genes  font  infiniment  fuperieures  a  celle 
des  autres  Teintuners  qui  entaffent  drogues  fur  drogues 
dans  les  teintures  noires  pour  La  Soie  ,  je  ne  doute  nu  le- 
ment  qu’  il  en  foit  de  meme  pour  les  laines  ce  que  je  n’ai 
cependant  pas  verifi^  $  au  relte  tant  qu’on  rendra  Ia 
teinture  compofte  ,  on  ne  gagnera  rien  ni  du  core 
de  la  teinture  meme  ,  ni  dans  la  confervation  des  etoffies. 
La  bonte  donc  des  etoffes ,  le  choix  des  drogues ,  la  pre- 
cifion  dans  leurs  poids  ,  le  foin  dans  les  operations ,  & 
principalement  dans  Padminiiiration  du  feu  doivent  etre  le 
fecret  d’une  bonne  couleur  noire.  (c) 

X  L. 

Ce  memoire  dtant  principalement  deftine  k  Pavantage 
des  arts ,  &  confacre  par  confequenr  a  Putilite  pubiique,  je 
crois  qu’on  ne  me  faura  pas  mauvais  gre  de  ce  que  je 
Penrichirai  de  decouvertes  &  d’obfervations  qui  ont  e  es 
faites  par  d’autres ,  Pefprit  patriotique  m’  impofe  le  devoir 
facre  de  chercher  a  &tre  utile. 

(c)  11  paroit  par  le  precis  analitique  que  j’ai  donn£  §.  XXVIII.  que  dans  !e 
cahos  de  tant  de  drogues  le  feul  acide  doni  feioit  fornifje  1’ancn  oil 
la  teinture  noire  feroit,  peuc-erre,  le  v6g6tal ,  roais  j'ai  eu  ot  cafloa 
d’obferver  que  la  teinture  qui  en  rgfulre  §.  XXXII.  nVfl  jamais  d’un  fi 
beau  noir:  il  n*en  eft  pas  de  meme  poar  tes  encres  propi ement 
dites,  favoir  celles  dont  on  fe  fert  pour  ferire,  car  je  me  fuisaflui6 
que  le  noir  le  plus  beau  pour  la  teinrure  des  6toffes  ne  paxoit  plus 
le  meme  quand  ®o  Femploit  fur  Ic  papien 
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Sur  un  moyen  de  teindre  la  Soie  en  un 
rouge  vif  de  cochenille  &c* 

X  L  I. 

J’ai  fait  mention  ci-devant  §,  XXITL  de  Ia  decouverte  de 
Mondeur  Macquer  pour  teindre  Ia  Soie  en  couleur  d ecar- 
late  ;  je  n’avois  pas  encore  vu  fexcellent  memoire  que  ce 
celebre  £crivain  a  prefente  a  TAcademie  fur  ce  fujet ,  & 
comme  il  renferme  des  principes  tres-inreredants  outre  l’in- 
vention  ,  non  feulement  de  cette  couleur,  mais  encore  de 
plufieurs  autres  tirees  de  meme  de  la  cochenille  ,  je  crois' 
de  faire  un  prefent  aux  Savams  ,  &  en  meme  rems  aux 
arrides ,  &  aux  gens  du  monde  ,  en  rapportant  le  precis 
de  tout  ce  qui  y  ed  contenu  d’efTentiel  pour  reuflir :  j’en4 
ferai  donc  deux  parties  ,  dans  la  premiere  feront  contenus 
les  principes  theoriques  ,  dans  la  leconde  nous  donnerons 
la  pratique  ,  ou  les  procedes. 

X  L  I  I. 

L’experience  lui  ayant  fait  connoitre  que  les  fubftances 
font  dautant  plus  difpofees  a  fe  teindre  en  ecarlate  de  co- 
chenille ,  qu’elles  participent  davantage  du  caraS;ere  des 
matieres  animales ,  (  ce  qui  ed  general  pour  toutes 

les  couleurs)  ,  il  effaya  d’augmenter  le  caraftere  ani¬ 
mal  de  la  Soie  par  des  procedes  analogues  a  ceux  ,  dont 
on  fe  fert  pour  le  coton  ,  mais  fes  tentatives  furent  in- 
fru&ueufes,  quelques  foins  qu’  il  fe  foit  donne  de  varier  les 
dofes  de  la  compolition ,  &  de  fubdituer  la  didolutipn  des 
autres  metaux  ,  &  demis  meraux  blancs  a  celle  de  1’etain  : 
ce  qui  lui  fic  fentir  que  la  reuffite  'dependoit  de  quelques 
circondances  qu’on  ne  pouvoit  decouvrir  qu’en  examinant 
avec  le  plus  grand  foin  tout  ce  qui  fe  pafle  dans  la  tein- 
Uire  en  ecarlate  :  il  reconnut  donc  qu’  il  en  ejl  de  la  dif- 
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folution  (Titain  dans  leau  regale  comme  de  beaucoup  d  autres  dif- 
folutions  de  maderes  metalliques  ,  qui  fe  decompofent  quand 
on  les  mele  avec  une  grande  quantite  dleau,  en  forte  que  le 
metal  fe  precipite  uni  feulement  avec  trop  peu  d? acide ,  pour 
pouvoir  demeurer  diffous  dans  la  liqueur .  Que  dans  la  tein - 
ture  en  ecarlate  il  ny  a  reellement  que  la  chaux  d'etain  qui 
foit  teinte ,  car  par  des  additions  reiterees  de  diflblutiou 
d’etain  dans  l’eau  regale,  faite  dans  une  decoflion  de  eo- 
chenille  il  reuflit  a  en  precipiter  toute  la  partie  colorante 
avec  la  terre  de  Petain,  de  maniere  que  la  liqueur,  qui  fur- 
nageoit  le  precipite  rouge  ,  etait  aufli  claire  que  de  1’eau 
pure  ;  d’ou  il  fuit  que  la  laine ,  &  les  autres  fubftances  qui  font 
fufceptibles  de  prendre  cette  couleur  ne  la  recoivent  que  / econ - 
dair  ement,.  cejl-a-dire ,  quautant  quelles  font  capables  de  faifir , 
&  de  retenir  fortement  la  chaux  d'etain ,  dejd  teinte  elle  meme 
en  cette  couleur . 

X  L  I  I  I. 

Ces  veritas  bien  conftatees  lui  firent  decouvrir  le  mo- 
yen  de  faire  prendre  a  Ia  Soie  la  couleur  en  queftion,  en 
procurant  le  precipite  d’  etain  fur  Ia  Soie  meme  ,  &  nOn 
dans  le  bain  de  cochenille  j  ce  principe  que  notre  Auteur 
a  decouvert  a  V  occafion  qu’  il  fe  propofa  de  faire  pren¬ 
dre  le  bleu  de  PrufTe  aux  etofles  ,  &  dont  le  fucces  re- 
pondit  avec  autant  d’e'egance  ,  lui  fournit  ici  une  refolu- 
tion  aufli  complette:  car  apres  avoir  trempe  la  Soie  dans 
la  compofltion  ,  &  s’etre  afliire  qu’elle  en  etoit  inrime- 
snent  penetree ,  &  umformement  mouillee  dans  toutes  fes 
parties ,  apres  quelques  precautlons  qu’on  trouvera  dans 
le  procede  meme  (  d )  ,  il  la  teigrtit  dans  un  bain  de  co- 

(  d)  J’ai  fait  nnc  compofition  ou  diffolution  cf  6tain  avec  huir  onces  d’£tain 
de  M£lac  grcnaill6  que  j’ai  fait  difloudre  peu  &  peu ,  &  fort  lente- 
meni  dans  une  livre  d’eau  regale,  compone  cTune  partie  d’efprir  de 
fel,  &dedeux  parties  d’efprit  de  nitre:  cet|,e  diffolution  6toit  claire. 


cheniile,  dont  elle  tira  fortement  toute  la  couleur  avec  autant 
de  ioiidite  que  1’ecarlate  fur  iaine. 

X  L  l  V. 

Tout  confifte  donc  a  faire  incorporer  dans  la  Soie  la 
terre  de  Tetain  ,  de  la  delivrer  enfuire  par  le  lavage  de  Ja 
quantiie  furabondante  de  cette  terre,  qui  ne  feroit  d’ailleurs 
que  peu  ou  point  adherante  ,  ce  qui  etant  fait  1’operation 
ne  fauroit  manquer,  en  patiant  la  Soie  dans  le  bain  de  co- 
chenille,  en  vertu  de  la  propriete  que  M.  Macquer  a  de- 
couvert  dans  la  terre  d’etain  d’ablorber ,  ou  dattirer  la 
£ecule  colorante,  &  de  la  retenir  avec  force  en  en  exalrant 
beaucoup  la  couleur  par  la  portion  cTacide  quelle  redent. 
avec  eile. 

De 


&  limpide,  &  ii  efl  ngcefiaire  qu’elle  ait  cette  limpidiig  pour  Ia 
rSuflite  de  l’opgration:  je  l’ai  affoiblie  avec  deux  parties  d'eau  pure, 
quantir6  qui  n’efl  pas  fuffifante  pour  faire  pr^cipiter  1’gtain  dune 
pareille  diflolution ,  quand  elle  a  bien  faire,  c’eft-a-dire ,  avec  la 
Jenteur  convenable  ,  fai  tremp6  dans  cette  Iiqueur  la  Soie  que  je 
deflinois  a  etre  teinte:  en  un  inflant  elle  en  a  €i€  pgngtrge  inti- 
m6ment,  &  je  l’ai  reiir^e  apr£s  avoir  reconnu  qu*elle  6toit  mouillCe 
exa&ement,  &  uniform6mem  dans  toute  fes  parties;  Tayant  enfuite 
exprim£e  fortement ,  je  I’ai  lavee  k  plufieurs  reprifes  dans  une  grande 
quantite  d’eau  pure,  apras  quoi  je  l’ai  fait  teindre  dans  un  bain  de 
cochenille  pure  ,  &  qui  n’etoit  avivg  que  par  un  feizjeme  du  poids  de 
la  cochenille  de  ereme  de  tartre :  Ia  Soie  a  tirg  fortement  toute  la 
couleur  de  ce  bain,  &  s’eft  teinte  en  un  rouge  plein ,  vif,  &  d’un 
fort  bel  oeil :  cetre  couleur  a  foutenu  tous  Jes  lavages  ordinaires  fans 
fe  ternir ,  ni  fc  de  charger ,  &  a  r^fiflg  aux  memes  gpreuves  ,  & 
dabouillis  que  1’gcarlate  fur  Jaine :  j’ai  donc  aflurC  des  Jors  que 
la  methode  que  j’avois  ^employge  £toit  propre  k  faire  prendre  k  la 
Soie  le  rouge  de  cochenille  exalte  par  la  diflolution  d’6tain;  en  ef- 
fet  ayam  rgiteig  cette  expgrience  nombre  de  fois ,  &  meme  en 
giand  elle  a  roujours  eu  le  meme  fucc$s;  j’ai  conflamment  obtenus 
des  rouges  fort  beaux  ,  bien  pfeins,  &  bien  fotides  ,  tornes  les  fois 
que  je  mettois  la  diflolution  d’6rain  fur  ia  Soie  meme,  &  point  du 
tout  dans  le  bain  de  Ja  cochenille. 


Pour 


1  £3 


quelques  fubjlances  dont  on  peut 
tirer  de  V  huile. 

X  L  V. 

Nous  venans  de  voir  paroitre  dans  un  petite  ouvrage 
tine  methode  pour  fe  procurer  de  1’  huile  avec  une  ma¬ 
nere,  dont  on  ne  fait  affez  generalemenc  aucun  cas,  favoir 
les  pepins  de  raiftn,  nous  ferions  difpenf^  de  rendre  compte 
de  cer  ouvrage  fi  refprit  des  Societes  litterataires  nletoit 
pas  dirige  par  le  jufte  empreffement  de  faire  du  bien  a 
1’homme  de  queJque  natiori  qu’  il  puiffe  erre ,  &  en  recom- 
penfe  je  rendrai  compte  de  ce  qui  a  ere  propoie  par 
M.  De-Francheville  dans  un  Memoire  fur  une  huile  du  re- 
gne  vegeral  propre  a  remplacer  1’  huile  cTolive  dans  tous 
les  Pays  trop  froids  pour  Tolivier. 


Pour  rguffir  4  bien  faire  cette  difiblution,  il  ne  faut  metrre  d’abord 
qu’environ  Ia  douzi^me  parrie  de  1’btain,  &  la  laifler  difloudre 
prefqu’en  entier;  enfuite  continuer  4  ajouter  le  refle  de  1’dtain  par 
perires  parties ,  en  prenant  garde  que  Ja  Jiqueur  ne  s’&chauffe  trop-; 
il  ne  faut  pas  qu’elle  s’6chauffe  4  plus  de  45  ou  50  d6gi6s.  LorfqtfiI 
ne  refle  plus  gu£re  d’6tain  4  difloudre,  il  faut  laiffei  refroidir  Ia 
diflolution  totalcment ,  &  y  ajouter  apres  cela  ce  refle  d’6tain  tout- 
&  Ja  fois  Ia  diflolution  achevera  de  fe  faturer  en  corrodant  peu' 4  peu 
cet  6tain  fans  prefque  s’6chauffer,  &  prendra  une  couleur  ambr£e 
affez  foncge.  Si  les  acides  dont  on  s’eft  fervi  ne  font  pas  bien  forts 
il  pourra  refler  de  J’6taiu  non  diflous ,  mais  cela  efl  indiffbrent :  h 
plus  fur  pour  obrenir  une  belle  couleur  cfl  d'employer  cette  diflolu- 
tion  pure  ,  &  fans  fafFoiblir  par  de  1’eau,  cornm^.  je  ne  l’ai  fait  que' 
parceque  mes  acides  gtoient  u£s-concentr6es ,  il  n’eft  poim  4  craindre 
que  cette  diflolution ,  quoique  pure  endommage  la  Soye  ,  parceque 
quand  elle  efl  bien  faite ,  les  acides  font  fuffifaminent  6moufl£s  ,  & 
faturgs  par  1’  £rain.  Enfin  une  circonftance  encore  eflentielle  4  Ia 
r^uflite  des  nouvelles  couleurs ,  c*eft  que  la  Soie  apr&s  avoir  £te  im- 
pregnSe  du  mordant,  n*en  foit  poinr  trop  d£pouilI6e  par  un  forr  la- 
ge  avec  batture;  il  faut  qu*  il  refle  dans  la  Soie  un  peu  du  mordant 
meme  furabondant,  qui  le  repandant  enfuite  dans  le  bain  de  tein- 
ture  lui  fait  prendre  une  nuance  de  rouge  vif  qui  contribue  iniini* 
ment  4  Ia  beautg  de  la  couleur,. 

Mijc*  Taur.  Tvmt.iy..  c  c 
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X  L  V  I. 


UAufeur  de  1’  huile  de  pepins  de  raifin  nous  apprend 
que  plus  le  raifin  dont  on  les  tire  eft  de  meilleure  qualit£ 
plus  il  fourniflent  de  i’  huile  7  la  premiere  operatiori  eft 
celle  de  les  feparer  du  mare  par  le  lavage ,  &  par  le 
crible,  &  de  les  faire  bien  fecher  au  foleil*  on  pratique 
cette  operation,  cfabord  apres  qu’on  a  retire  le  mare  du 
prefloir ,  pour  qu’  il  11’arrive  pas  aux  pepins  de  fe  gater ; 
on  pafle  enfuite  a  la  mouture  ,  oii  il  faut  ufer  de  la  pre- 
caution  de  bien  placer  les  meules  pour  que  les  grains  fe 
diftribuent  plus  facilement ,  &  plus  uniformement  entre  les 
deux  meulesj  pdrceque  les  pepins  ne  fe  repandent  pas  aufli 
aifement  que  les  graines  de  bled  ,  ce  qui  fait  aufli  qu’on 
ne  doit  y  en  mertre  qu’un  peu  moins  cFune  mine  de  notre 
Pays  ,  &  apres  ia  premiere  mouture  on  fait  pafler  Ia  fa* 
rine  par  le  crible  pour  remoudre  ce  qui  refte  ,  il  efl  en¬ 
fuite  queftion  de  la  faire  cuire  avec  une  (ixieme  de  fon 
poids  d’ eau  dans  un  chaudron,  &  de  la  remuer  avec  une 
ipatule  ou  ce  qui  vaut  mieux  encore  avec  la  main,  car  du 
moment  quelle  n’y  peut  plus  foutenir  on  la  met  dans  une 


Enfin  M.  Macquer  obferve  que  cette  couleur  retiendroit  roujours 
-un  ton  plus  rosi ,  &  qu*  il  faut  ufer  du  meme  expedierit  que  I*oa 
emploi  pour  le  carthame ,  &  quelque  fois  meme  pouraviver  Ia  cou- 
jeur  de  cochenilk  for  la  laine.  On  commence  par  donner  k  l,a  Soie 
une  teinte  de  jaune  tirant  fur  Porange  au  moyen  du  rocou  ,  &  la 
tranant  enfuite  comme  lon  a  du  ci  devant, 

Les  couleurs  de  feu,  &  de  cdiifes  demandent  trois ,  &  meme 
quatre  onces  de  cochenille  par  chaque  livre  de  Soie. 

Une  remarque  tr£s  int^rcflanie  de  1’Auteur,  enfin,  nous  inftruit  de 
favamage  que  I’on  peut  retirer  de  ladiflolution  cfetain  appliqu^e  fur  cette 
matieie  de  la  manicre  indiqu^e  :  camelle  la  rend  capabk-  de  tirer  avec 
avamage  prefque  toutes  les  couleurs  extraftives ,  c*eft  k  dire  ,  tomes 
;celles  dont  l’eau  fe  charge  facilement  fans  le  fecours  tfaucun  fels, 
&  auxquelles  la  eompofition  fert  de  mordant  k  la  place  de  Talun , 
principalemem  pour  les  couleurs  rouges,  ou  qui  tirent  fur  le  rouge, 
aiafx  que  celles  que  donnent  le  bois  d’  inde ,  &  de  brefib 


grofTe  toile  lous  Je  preffoir  pour  en  retirer  Fhuile  comme 
Fon  fait  pour  celle  de  Jin,  &  d’amandes:  apres  la  premiere 
extra&ion  on  reduit  de  nouveau  en  farine  ce  gateau  pour 
Ja  remettre  une  feconde  fois  de  Ia  me  me  maniere  fous 
le  preffoir:  il  eft  bon  d’obferver  qu’il  ne  faut  pas  mettre 
une  trop  grande  quantite  de  farine  a  ia  fois,  car  on  en 
retire  davantage  d’  huile  d’une  moindre  quantite  que  d’une 
trop  grande ;  d’ailleurs  cette  quantite  doit  etre  encore 
determinee  par  Ia  capacite  du  preffoir  meme. 

X  L  V  I  I, 

En  voila  affez  pour  ce  qui  regarde  F  huile  quron  peut 
fe  procurer  des  pepins  de  raifins :  nous  allons  expofer  main- 
tenant  la  methode  de  M.  Franche ville  pour  en  retirer 
d’une  piante  affez  commune  dans  nos  montagnes ;  c’  ell:  le 
hetre  fayard  ou  fau  ainfi  que  nous  Fappellons  auffi  ,  &  en 
latin  fagus  que  cet  ingenieux  Auteur  propofe  pour  rem- 
placer  Folivier  :  le  fruit  qui  doit  fournir  F  huile  fe  nom¬ 
ine  en  fran^ais  faine ,  &  en  latin  bacca  ,  ou  glans  fagina. 
Id  huile  de  faine  fraiche  ou  bien  confervee ,  &  fait  e  avec  le  join  ne - 
cejfaire  approche  affe ^  de  ! huile  ddolive  pour  tromper  des  eon - 
noiffeurs  qui  nen  feroient  pas  prevenus  ;  ce  font  la  les  pa- 
roles  de  Fauteur ,  &  comme  par  un  prejuge  populaire 
quelques  uns  attribuent  a  Fufage  interieur  de  cette  huile 
la  funefle  propriete  de  faire  tomber  en  demence,  il  fe  fait 
un  devoir  de  nous  raffurer  par  Fexemple  de  plufieurs 
provinces  de  Ia  France  ou  Fon  ne  fait  ufage  cFaucune 
autre  huile  ;  telles  fbnt  Ia  Bourgogne ,  la  Champagne ,  la 
Picardie  ,  &  plufieurs  autres. 

X  L  V  II  L 

Ea  premiere  attention  doit  fe  porter  fur  le  choix  de  la 
faine ,  en  en  feparant  exaftement  la  vieille ,  dont  Fecorce. 

ce  x 
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«{i:  noiratre  ,  de  la  nouvelle  qui  eft  plus  blonde  ,  &  plus 
luifante  j  ce  triage  peut*etre  execute  par  des  enfans  ,  il 
faut  enfuite  depouiller  la  foine  de  fon  ecorce  ,  parceqif  on 
ne  rifque  pas  afors  de  laiffer  des  amandes  moifies,  fk  par- 
ceque  Fecorce  en  s’abreuvant  d’une  partie  de  F  huile  en 
enleveroit  confiderablemenr ,  &  eile  ne  peut  p!us  au  refte 
lui  communiquer  fon  gout,  ni  les  impuretes  quVlle  a  con- 
tra&ees  en  tombant  fur  Ia  terre,  c’eit  enfin  encore  la  un 
ouvrage  d’en£ant ,  on  ,jette  enfuite  la  faine  ainfi  depouillee 
dans  Feau  tiede  pour  Ia  d&ivrer  d’une  pelieule  ou  mem* 
brane  qui  Fenveloppe ,  &  qui  lui  donneroit  un  gout 
ftiptique  ou  acre. 

X  L  I  X. 

On  doit  laiffer  repofer  la  faine  dans  fa  coque  deux  ou 
trois  mois  apres  la  recolte,  parceqffelle  rend  alors  beau- 
coup  plus  d’huile,  &  pour  empecher  qffelie  ne  fe  gate 
on  doit  la  loger  dans  un  lieu  qui  ne  foit  ni  froid  ,  ni 
humide  i  F  etendre  fur  ie  plancher,  .&  la  remuer  fouvent. 

L, 

Je  ne  faurois  mieux  faire  que  de  rapporter  en  emier 
le  paffage  de  FAuteur  pour  ce  qui  concerne  la  maniere 
d’en  tirer  F  huile,  &  des  ufages  auxquels  on  peut  emplo- 
yer  fon  mare. 

7  L  L 

w  Enfin  apres  toutes  ces  precautions  on  peut  efperer  qffon 
^  fera  une  huile  de  faine  de  tres-bonne  qualite,  mais  ii  refte 

a  favoir  quelle  eft  la  meilleure  maniere  de  la  faire.  On 
„  doit  avant  tout  s’etre  muni  d’un  prefloir  aflis  dans  un 
„  endrort  un  peu  chaud  (  car  cet  ouvrage  fe  doit  faire  en 
w  hiver ,  &  a  Fabri  de  la  fumee*  ainfi  que  de  toute  mau- 
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„  vaife  odeur  : )  il  faut  que  ce  preffoir  ait  une  forte  vis, 

3J  &:  que  fes  tables  de  deffus  &c  deffous  (celle-ci  plus 
„  longue  plus  large ,  &  a  rebords )  fbient  de  bois  de 
,,  nover  ou  tout  au  moins  de  coeur  de  ebene  fans  aubier, 
w  epaiffes  de  3  a  4  pouces  bien  feches ,  &  bien  polies, 

„  on  doit  £tre  auffi  a  portee  d’un  moulin  foit  a  meules  , 

”  foit  a  pilons  ,  pour  y  faire  concaffer  ou  piler  la  fame: 

cela  fait ,  on  prend  une  quantite  de  cette  faine  propor- 
„  tionnee  a  la  Iongueur  ,  &  largeur  des  tables ,  on  la 
”  met  dans  un  fac  de  groffe  toile  de  cbanvre  un  peu 
„  claire ,  mais  forte  ,  &c  ayant  couche  ce  fac  bien  ferme 
„  entre  les  deux  tables,  on  le  prefle  d*abord  doucement 
„  de  peur  de  crever  le  fac  ,  &  on  regoit  1’  huile  qui  en 
decoule  par  une  ouverture  pratiquee  au  milieu  du  rebord 
”  de  chacun  des  quatre  cotes  de  ia  table  de  deffous, 
’’  dans  autant  de  jates  de  fayance ,  qui  font  placees  un 
,,  peu  plus  bas ,  cette  premiere  huile  eft  la  plus  fine ,  & 
„  ii  ne  faut  pas  la  m£ler  avec  la  feconde  ,  ni  celle-ci 
„  avec  la  troifieme  ,  la  feconde  fe  tire  par  une  expref- 
99  fion  un  peu  plus  forte  que  la  premiere,  mais  moindre 
„  que  la  troifieme  ,  par  laquelle  on  tire  de  la  faine,  tout 
„  ce  qui  peut  y  refter  d’  huile*  &  il  faut  avoir  foin  apres 
chaque  expreffion  de  renuter  le  fac,  &  de  la  retour- 
9,  ner  dans  un  fens  contraire  a  celui  d'auparavant ,  ces 
trois  preffurages  etant  faits,  on  vuide  le  fac,  on  le  rem- 
^  plit  de  nouveau  pour  le  preffer  de  meme,  tte.  on  con- 
„  tinue  ainfi  jufqffa  la  fia. 

L  I  L 

Ii  s^agit  a  prefent  des  ufages  qu’on  peut  faire  du  mare 
de  la  faine ,  ce  mare  trois  fois  preffure  en  eft  ^  devenu 
( chofe  admirabie)  encore  plus  aiimentaire  que  ffetoit  la 
faine  dans  fon  premier  etat.  Car  ibit  frais  ou  humide 
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comme  il  eft  au  fortir  du  fac  ,  foit  mis  en  tourteaux ,  & 
feche  pour  le  conferver ,  il  peut-etre  donne  aux  volailles, 
aux  cochons,  merae  aux  boeufs ,  &  aux  vaches ,  &  ii 
eft  pour  ces  anitnaux  une  nourriture  faine,  &  agreable  qui 
les  engraifie  merveilleufement ,  fans  rendre  leur  chair,  & 
leur  graifie  molaffe  ,  comme  doit  faire  la  faine  y  lorfqu’elle 
contient  encore  fon  huile.  Ce  n’elt  pas  le  tout  ni  meme 
le  meilleur  :  car  ce  mare  etendu  fur  des  nappes  a  Fair 
pour  en  faire  evaporer  F  humidite  ,  &  enfuire  porre  au 
moulin  pour  aefrever  de  le  moudre  &  blutter  ,  devient 
une  farine  propre  a  faire  du  pain  ,  comme  Ia  cafTave  de 
FAmerique  dont  on  a  epuife  le  fuc  venimeux.  On  peut 
faire ,  fi  Fon  veur  ,  un  melange  de  cette  farine  avec  celle 
du  bled  ,  elle  n’y  gatera  rien  ,  mais  ce  melange  rfeft  pas 
necefiaire  le  pain  de  pure  farine  de  faine  erane  d’un  bon 
gout ,  d’une  belle  couleur  ,  &  nullement  malfaifanr.  De 
quel  prix  ne  doit  pas  etre  cette  reflburce  dans  des  tems 
de  famine  ?  voila  peut-etre  quel  fut  le  pain,  dont  vecurent 
les  premiers  hommes. 

L  I  I  I. 

Mais  comme  F  homme  ne  vit  pas  de  pain  feulement  r 
ce  meme  mare  de  faine  Iui  fournit  quelque  chofe  encore 
de  plus  recherche ,  c’eli  qu’au  fortir  du  preffoir  etant 
hume&e  de  lait  mis  dans  des  formes  ,  &  affaifonne  de 
fel  ,  il  devient  une  efpece  de  fromage  au/Fi  bon  que  celui 
qui  fe  fait  en  Bourgogne ,  &  en  Franche  Comte ,  avec 
le  mare  de  noix  dont  on  a  exprime  F  huile  ,  &  qifon  y 
mange  par  regal ,  enfin  Ja  farine  du  meme  mare  de  faine 
fi  Fon  y  joint  du  lait ,  8c  des  oeufs ,  donne  des  gateaux 
que  les  premiers  hommes  ne  mangeoient  apparemment  qu’ 
aux  bonnes  fetes  >  &  d  ailleurs  elle  peut  fervir  audi  a  faire 
de  F amidon ,  &  de  la  poudre  a  cheveux  qu*  iis  ne  coa- 
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noifToient  pas  vralfemblablemenf.  Mais  fi  Pon  peut  tirer  un 
fi  grand  parti  cPun  fruit  fauvage  tel  qu’eft  aujourd  hui  Ia 
faine  des  bois:  quelle  fuperiorite  n’auroit  pa*  la  farine  de 
fa  pulpe  ,  &  fon  huile  m^me  ;  s’il  etoit  poffible  de  ren¬ 
dre  les  hetres  des  foreft  auffi  franc  que  le  font  les  oli- 
viers  de  Provence,  &  les  arbres  fruitiers  de  nos  jardins? 
Ceft-a-dire,  qu’  il  faudroit  trouver  un  h£tre  deja  franc  pour 
pouvoir  affranchir  les  hetres  fauvages  en  les  greffant  ou 
Pentant  fur  eux$  c’efladire,  qu’ il  faudrait  trouver  le  fecret 
de  rendre  franc  un  hetre  fauvage  fans  en  changer  Pefpece, 
ce  fecret  feroit  veritablement ,  le  grand  oeuvre  des  arbo- 
riftes,  &:  des  botaniftes,  car  enhn  s’il  n’exitte  point  d’hetres 
francs  dans  la  nature,  comment  pourroit  on  affranchir  un 
hetre  fauvage,  fans  le  marier  avec  un  arbre  franc  d’un 
autre  efpece,  qui  doir  neceffairement  changer  la  fienne,  &c 
le  denatarer. 

Des  maderes  propres  a  remplacer  le  chene  f 
&  le  bouleau  dans  Part  de  la  7 'anner ie. 

h  i  v. 

Il  m’a  paru  de  reconnoitre  des  avantages  fi  effentielc 
dans  un  Memoire  de  Monfieur  Gleditfch  fur  Part  de  la 
Tannerie  par  rapport  a  Pepargne  qifon  peut  faire  des  ehe- 
nes,  &  des  bouleaux,  &  par  les  facilites  qui  en  revien- 
droient  a  cet  art  meme  de  Pufage  des  plantes  que  cet 
Auteur  propofe  pour  faire  le  Tan  que  f  ai  cru  de 
mon  devoir  d'en  rendre  compte,  Monfieur  de  Lalande 
n’a  pas  cru  pouvoir  s’en  difpenfer  par  les  memes  morifs 
qui  ont  porte  auffi  Monfieur  Gleditfch  a  donner  Ja  main 
aux  idees  de  Monfieur  Klein,  &  qui  nfy  engagent  rnain- 
tenant. 


O n  a  dit  fouvent  qu’  ii  etoit  a  craindre  de  voir,  enfin, 
manquer  les  bois  en  Europe,  dit  Monfieur  de  Lalande ,  a 
caule  de  1’etonnante  dellrubHon  qu’on  ne  cefle  d’en  faire 
pour  les  bacimens,  pour  le  chaufage,  &  pour  les  arts.  II 
y  a  deja  des  endroits  ou  il  eft  ficher,qu’on  ne  le  brule 
que  par  poids,  &par  mefure;  ou  n’ofant  Pemployer  a  faire 
des  tonneaux ,  &  des  eaiffes ,  on  prefere  d’envelopper  les 
marchundifes  dans  des  peaux,  dans  des  joncsj  ou  Ton  n’oferoit 
enfin  tenter  retablifTement  des  manufadures  les  plus  utiles 
a  Petat ,  parceque  le  feu  ,  cet  agent  univerfel ,  &  indif- 
penfable ,  de  prefque  tous  les  arts ,  exige  une  trop  grande 
abondance  de  bois.  II  pourroit  venir  un  tems ,  ou  des , 
nations  meme  policees  retomberoient  dans  Pancien  ecat 
de  pauvrete  &  d’  ignorance  par  Ia  difette  du  bois  qui 
entraine  la  per  te  des  arts  utiles.  Jufque-la  M.  de  Lalande. 
Ces  verites  de  fait  font  bien-tot  de  tous  les  pays  ,  toutes 
les  reflexions  a  part ,  on  ne  pourroit  donc  trouver  mauvais 
qu’en  y  portant  quelque  attention  ,  je  me  Ibis  determine 
a  groffir  ce  mdmoire  des  travaux  d’autrui.  On  peut  bien 
renoncer  a  Pambition  d’etre  un  Auteur  lterile  pour  fentir  Ia 
douce  fatisfaelion  d’avoir  tranfcrit  avec  utilite ,  &  pour  le 
bien  de  fa  Patrie. 


Flantes, 
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Plantes,  dont  les  f e  miles  ,  les  hranches ,  les  fruits , 

les  Jemences ,  <&  cjuelque  fois  les  racines  peuvent 
/  eniployer  dans  la  Tannerie, 

Les  branches  de  vigne  .  .  I  rami  della  vite . 

Prunus  fdveftris,  C.  B.  Pin.  444  Prn- 
nier  fauvage,  epineux  on  prendra  Tecorce, 

&  Ie  fruit  avant  qu’  ii  foit  mur  .  „  Pruno  felvatico *. 

vulgaris  alba  ,  Ie  faule  ;  on  em- j 
ploye  les  branches ,  &  les  feuilles.  / 

Salix  caprea  rotundifolia  Tabernae  A  Salcio ,  0 
faule  aquatique :  on  employe  Tecorcei 
les  feuilles ,  &  les  branches.  \ 

Sorbus  aucuparia.  J.  B.  I.  62  Sorbier; 
on  prendra  les  branches ,  les  feuilles  & 
les  fruits  avant  qu’ils  foient  murs  .  Sorbo* 

Les  feuilles  de  rofier  *  .  Poglie  di  Rofaja . 

Fagus  Dod.  Pempt.  83  2  hetre,  fouteauj 
les  feuilles  ,  &  Tecorce  .  Faggio. 

Carpinus ,  Dod.  Pempt.  841  charme  f 
les  branches,  les  feuilles,  1’ecorce  .  Carpine. 

Les  feuilles  de  chene  ,  ...  Foglie  di  quercU . 

Les  feuilles  d’aune  .  .  Foglie  d'alna . 

Mefpilu *  ,  le  nefflier  fauvage;  les  feuilles, 
les  branches  ,  les  fruirs  avant  qifils  foient 
^riurs  Nefpolo  falvatico . 

Cornus  JilveJiris  mas  ,  C.  B.  Pin.  447 
Cornouiller  lauvage  5  les  feuilles  ,  les 
branches ,  &  les  femences  qui  refTem- 
blent  a  des  offelets ;  mais  elles  auroient 
ieibin  d’etre  pilees  .  .  ..  Corniolo.  Cornio. 
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Jcetofa  pratenjis ,  C.  B.  Pin.  1 1 4  1’ofeille: 
fa  racine  ,  &  ia  femence  peuvent  s’era- 
ployer  •  *  *  *  »  » 


Lapathum  maximum  aquaticum  Chabraei\ 
hifloriae  309.  Grande  patience  aquatiqaej  / 
les  feuilies ,  la  racine  ,  les  femences.C 
Lapathum  folio,  acuto  planorQ.  B.  Pm. / 
,  Patience  3  la  racine,,  lea  feuillesA 
les  feirsences.  -  ^  *  *  J 

Iris  paluflris  lutea ,  f  m  acorus  adulterinus.  r 
C.  B.  Pin.  34,  flambe  aquatique ,  la 
racine  .. 


Acetof dia*  Ace - 
tofa. 


Lapaqior  Romhice 


Coltellino  ghiag - 
giuolo •. 


Nymphe  a  lutea,  nenuphar ,  &  nymphea. 
alba ,  nenuphar  ou  Jys  des  etangs,  C.  B. 

Pin.  193  5  Ia  racine  feulement  .  .  Ninfea* 

Les  ecorces  de  chataigner,  de  peuplier, 
de  noifettier  pourroient  egalement  s’em- 
ployer  *  .  *  •-  *  La.  Corteccia  di 

Caji  agno  ,  di 
Pwppo ,  di  Noc- 
ciuolo. 


Plantes  dont  les  fleurs  feulement  ,  ou  les  feuilies 
avec  les  fleurs  peuvent  etre  utiles, 
dans  la  Tannerie .. 

Salicaria  vulgaris  purpurea  foliis  oblon¬ 
gis  TournefortiL  In/autio  num  153;  Ly - 
fimachia  /picata  purpurea  forte  Plinio  , 

Cajpari  Bauhini  in  Pinace  ,  pag.  24  6 

falicaire  _  .  Lifunacchia  falcio.. 
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Ulmaria  ,  Clufii  hifloriae  198,  Joan- 
nis  Bauhini  III.,  488,  Reine  des  pres  Ulmaria. 

Filix  ramofa  major  pinnulis  obtufis  non 
dentatis,  C.  B.  Pm.  fougere  femelle. 

Filix  non  ramofa  dentata .  C.  B.  Pin. 

358,  fougere  male  , 

Filix  paluflris  maxima .  C.  B.  prodromi 
1 5°  ,  grande  fougere  aquatique  ofmunde. 

Filix  mas  aculeata  major ,  &  minor 
C.  B.  Prodr.  151 

Fer  ficaria  [alicis  folio  potamogeton  an - 
guflij otium  dici  a  Raii  hift.  184,  per  fica¬ 
ria  acida  Jungermanni.  Perficaire  d’eau 
elle  vient  dans  Peau  &  hors-,  de  Peau, 
xst^is  fous  des  formes  un  peu  differentes.  Per  ficaria. 

B  i  flor  t  a  major  radice  intorta.  C.  B.  Pin. 

192,  Biflotte  ...  .  Biflorta,. 

Tormentilla  Silveflris  ,  C.  B.  Pin,  326, 

Tormentille  .  Tormentilla . 

Pimpinella  fangui  forba  major.  C.  B. 

Pin.  160,  grande  Pimpreneile  fauvage 

des  pres  .  .  Pimpinella  falva- 

firella. 

Cariophillata  vulgaris ,  C,  B.  Pin.  311, 

Benoite  ....  .  Erba  benedetta . 

Cariophillata  aquatica  nutante  flore .  C.  B. 

Pin.  321,  Benoite  aquatique  .  .  Benedetta  aqua¬ 

tica. 

Ar gemina  Dodonaei  Pempt.  600,  Po - 
lentilla  Joannis  Bauhini  II*  398  &  C. 

B.  3  1 1  f  anferina  officinarum  ,  argenrine,  B  oderit  illa. 

d  d  z 
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Quinquefolium  p'alujtre  rubrum ,  C.B.Pin."^ 

316  comarum  linnaei ,  quintefeuille  aqua- 
tique  rouge,  . 

Quinquefolium  majus  repens  C.  B.  Pin. 

325,  quintefeuille  des  boutiques 

Quinquefolium  minus  repens  luteum  , 

C.  B,  Pm.  3  2. 5  r  petite  quintefeuille 
fauvage.  . 

Quinquefolium  folio  argenteo.,.  C.  B. 

Pin.  325,  quintefeuille  blanehe,  . 

JHorminum  pratenfe  foliis  ferratis ,  C.  B. 

238,  Sciar  ea  tabernae  montani ,  Orvale 
Agrimonia  ,  aigremoine 
Equifetum  arvenfe  longioribus  fetis  ,  C. 

B,  Pin,  16  ,  Presle  ou  Queue  de  Che- 

va^  *  •  *  *  •  .  Rafperella . 

Equifetum  paluflre  longioribus  fetis  ,  C. 

B.  Pin.  15  ,  queue  de  chevaf  aquatique  ,  Rafperella  aqua * 


Schiarea\ 
Agrimonia , 


Alchimilla  vulgaris  ,  C.  B.  Pin.  31 9  , 
pied  de  lion  .  .  ..  Alchimilla.  Stet-. 

Laria.  Piede ■  di 
lio  ne,. 

Mufus  pulmonarius ,  five  puftnonari®  offi¬ 
cinarum  Lobellii  iconum ,  p,  248,  mujcus 
quernus  ,  pulmonaire  de  chene  ,  .  Polmonaria .  M?- 

fcolo . 

Lyfimachia  lutea  major  ,  quae  diofcoridis , 

C.  B.  Pin.  i45  ,  lyfimaehie  .  .  Lijimachia.. 

Vacinium.  Rivini  Vitis  idea  foliis  oblott-  I 
gis  crinalis  fruclu  nigricante  ,  C.  B.  Pin. 

470  ,  airelie  ou  myrulle  .  .  .  Monella „ 
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V icinium  foliis  Suxi  ,  femper  virens  hac - 
cis  rubris ,  Rupp.  florae  Gen.  p.  5  2  ,  airelle 
toujours  verte  *  *  .  *  .  Monella  fempre 

verde , 

Rubus  vulgaris  feu  fructu  nigro ,  C.  B. 

Pin.  479  ,  la  grande  ronce  .  .  Rovo* 

Fragaria  vulgaris  ,  le  fraifler  .  Fragaria  fragola * 
FiVpendula ,  J.  B.  II.  189,  Ia  Filipen- 
pendule  ....  .  Filipendulcu 

Pervinca  tragi  ,  &  Tournefortii  ,  Cle¬ 
matis  daphnoides  ,  C.  B.  Ia  Pervanche.  Pervinca . 

Sparganium  ,  C.  B.  Pxn.  1 1 5  ,  Ruban 
d’eau  ......  Fafciola, 

Filago ,  impia  ,  Dodonaei  ,  Pempt, 

66  ,  heibe  a  coton  .  ,  .  Filagoto* 

Gnaphalium  montanum  flore  rotundiore  , 

&  longiore  tournejortii  inflitutionum  453, 
pied  de  chat  .  Gnafalio * 

Geranium  f anguineum  maximo  flore ,  C. 

B.  Pin.  319,  bec  de  grue  &  grande  fleur  .  Geranio  a  gran 

flore . 

Geranium  batrackioides  maximum  minus 
laciniatum  folio  aconiti ,  J.  B.  III.,  477, 
gratia  Dei  Germanorum ,  bec  de  grue  de 
mon  agne  .....  Geraniot 
Plantago ,  le  plantain  :  toutes  les  efpe- 
ces  en  font  bonnes  ,  .  .  Piantaginev 

Hipericutn  oflicinarum  &c,  C»  B.  Pin, 

2 79?  ie  Miilepertuis  *  .  .  Jperko . 


Page  185  ligne  17  changes  la  citation  page  478  tom.  2 
artide  fel  neutre  arsenicaL 
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SOLUTION  GENERALE' 

ET  ANALITIQUE  DE  CE  PROBLEME  » 

Une  equadon  differende  Ile  aux  dfferenees  injiniment 
pedtes ,  &  qui  admet  une  foludon  generale 
etant  donnee  irouver  l'  integrale 

Par  ie  Marquis  de  CONDORCET* 

^Jne  application  fort  (imple  des  principes  repandus  dans 
mon  ouvrage  fur  le  calcul  integral  fuffit  pour  refoudre 
cet  important  probleme  ,  &  P  o n  trouve  dans  P  eclaircif- 
fement  que  j’  ai  donne  a  la  fuite  de  P  ouvrage  intitule  du 
probleme  des  trois  corps ,  &  dans  la  preface  que  je  joins 
a  Ia  colle&ion  de  mes  Effais  tout  le  detail  de  la  metho¬ 
de  qu’  il  faut  fuivre  pour  cela  ,  audi  eft-il  moins  queftion 
ici  de  donner  une  nouvelle  folution  de  ce  probleme  que 
de  rendre  par  des  nou velles  remarques  celle  que  j’ai  trou- 
vee  aflez  (imple  &  a (Tez  commode  pour  etre  employee 
dans  la  pratique.  Les  hommes  dedaignent ,  &  peut-etre 
avec  raifon  tout  ee  qui  n’  a  pas  une  apparence  du  moins 
eloignee  d’  utilite  ,  &  P  analife  eft  elle  -  meme  tellement 
foumife  a  cette  loi ,  que  les  (peculations  les  plus  elevees 
y  font  comptees  prefque  pour  rien  des-lors  qu’on  ne  leur 
trouve  aucune  utilite  reelle  ou  convenue  ;  par  exemple , 
il  fudit  ici  pour  reioudre  le  probleme  propofe  d’avoir  une 
methode  a  P  aide  de  laquelle  on  parvienne  furement  a 
avoir  P  integrale  de  toute  equation  did&rentielle  propoiee, 
snais  pour  etre  utile ,  il  faut  qu’elle  (bit  telle  que  pour  une 
equation  particuliere  on  aime  mieux  fuivre  la  methode 
‘generale  que  de  chercher  a  s’  en  faire  une  nouvelle  uni- 
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quement  pour  les  equations  de  la  claffe  de  ia  propofee. 
Or  pour  remplir  ce  bur,  il  faut  que  Ia  marche  de  la 
methode  foit  limple ,  &  ne  demande  que  des  operations 
de  fanalife  ordinaire  aflujetties  de  plus  a  une  forte  de 
forme  technique  ,  en  forte  que  pour  la  refoudre  on  n’ait 
prefque  aucun  befoin  de  fes  propres  reflexions. 

Lcmme  premier . 

On  peut  regarder  comme  refolue  une  equation  ,  Iors 
qu  on  fait  que  1  inconnue  y  eit  egale  a  une  fonftion  d’une 
forme  determinee  ,  d  un  nombre  de  termes  indefini,  mais 
iini ,  &  dont  les  coeficiens  peuvent  etre  fiifoeptibles  a  la 
fois  de  plufieurs  determinations ,  mais  toujours  en  nombre 
fini.  En  effet  fubfiituant  cette  forme  dans  1’  equation  qui 
fe  trouve  alors  etre  identique ,  on  n’a  plus  que  des  equa- 
lions  entre  les  coeficiens  dont  Ie  nombre  e  it  indenm  ainfi 
que  celui  des  equations,  mais  dont  les  premieres  ne  con- 
tiennent  qu’  un  nombre  determine  de  coeficiens ;  &  les 
siurres  toujours  en  augmentant  d’  un  nombre  determine  , 
tellement  qu  on  na  jamais  a  refoudre  que  des  equations 
finies  &  determinees ,  ce  qui  n’  a  aucune  difficulte ,  or 
par  ce  moyen  on  parviendra  toujours  a  trouver  ou  fo 
termine  la  fuite  indefinie  qui  reprefente  1’  inconnue  (pui£ 
que  c*eft  une  fuite  de  1’  hipothefe  )  de  merae  qu*  a  avoir 
la  valeur  de  tous  les  coeficiens,  donc  &c. 

Lemme  fecond \ 

Si  la  forme  donnee  de  la  valeur  d’ une  inconnue  don- 
nee  par  une  equation  quelconque  efi  trop  compliquee, 
&  que  je  la  fuppofe  transformee  en  une  fuite  infinie  ,  il 
efi  clair  que  la  fubltituant  dans  la  propofee  &  determi¬ 
nant  les  coeficiens ,  j  aurai  un  terme  geueral  de  la  meme 
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forme  que  celui  qui  donne  Ia  rddu&ion  de  la  forme  don- 
nee  enfuite  infinie ,  &  duquel  je  tirerai  immediatement 
la  valeur  des  coeficiens  dans  la  forme  donnee ,  &  le  point 
oii  elle  s.’  arrete.  Cela  fuit  ndceflairement  de  ce  que  l’ex- 
preflion  infinie  d’  une  fon&ion  finie  lui  eft  ablolument 
identique. 

Lemnie  troijie/ne , 

La  forme  d’  une  fon&ion  d’  un  nombre  quelconque  de 
variables  etant  une  fon&ion  algebrique  rationelle  &  entiere 
divifee  par  une  fonflion  femblable  ,  trOuver  la  forme  de 
la  fuite  infinie  qui  lui  eft  identique. 

SoL  il  eft  clair  que  cette  fuite  multipliee  par  le  deno- 
minateur  efi:  dgale  au  numerateur  :  ainfi  le  coeficient  de 
chaque  terme  dans  le  produit  efi:  egal  au  coeficient  du 
Hieme  terme  dans  le  numerateur  ou  bien  a  zero  ,  lorf- 
qu’  il  efi:  trop  eleve  pour  s’  y  trouver ,  donc  dans  ce  cas 
on  a  egale  a  z£ro  la  fbmme  du  produit  de  chaque  coe¬ 
ficient  du  denominateur  par  un  coeficient  de  la  fuite  j  le 
terme  confiant  du  denominateur  eft  multiplie  par  le  ter¬ 
me  de  la  fuite  dont  on  fait  Je  conficient  egal  a  zero  dans 
le  produit,  &  les  autres  coeficiens  le  font  par  ceux  des 
termes  infikieurs  tels  que  la  fomme  des  expofans  de  cha¬ 
que  variahle  prife  dans  les  deux  produifans  foit  egale  aux 
expofans  des  memes  variables  dans  le  terme  dont  il  s’agit, 
donc  on  aura  ,  quelque  foit  le  nombre  des  variables  ,  la 
valeur  d’  un  terme  quelconque  par  une  equation  lineaire 
d’  un  nombre  de  termes  fini  determine  ,  &  egal  a  celui 
des  termes  du  denominateur  ,  donc  fi  on  fubftitue  une 
fuite  infinie  a  la  place  d’  une  inconrrue  dont  Ja  forme  foit 
celle  de  ce  Lemme  ,  on  aura  au  bout  d’un  certain  nom¬ 
bre  de  termes  une  equation  femblable,  de  laquelle  on  ti- 
rera  aifement  la  valeur  du  denominateur ,  &  celle  du  nu¬ 
merateur  fe  deduira  des  premiers  termes. 
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Lemme  quatrieme . 

Soit  Z  -une  fonaion  de  *  ,  y  ,  ^  ,  &c. ;  d  x  ,  , 

^  j  d  d  X  7  d  dy  ,  d  d  £  ,  &c.j  &c.  &C,  qu’elle  Ibir 

nne  differentielle  exaae  d’ une  fonaion  d’un  ordre  moins 
eleve  ,  d  une  unite  ,  &  que  B  foit  cette  integrale  incon- 
nue  ,  il  eft  clair  que  differentiant  d’une  maniere  indepen- 
danre  des  differences  qui  fe  trouvent  dans  Z  &  dans  J?, 
j  ai  &  d  B  =  &  Z  ,  &  Z  =  ^  ^  .  Le  figne  d’  int^gra- 
tion/fe  rapportant  a  la  caraaerHHque  </ .  il  fuit  del4 
i.°,  que  cherchant  a  integrer  &Z  par  partie  en  regardant 
les  &  x- ,  S y  ,  &  {  ,  &c.  comme  des  variables  ordinaires  , 
on  aura  neceffairement  egale  a  zero  Texpredion  quirefie 
ibus  le  figne  f  fans  pouvoir  etre  reduite  :  2.0,  que  1’  ex¬ 
preffion  qui  fera  hors  du  figne  tera  identiquement  Ja  me- 
me  que  IB7  mais  la  premiere  expreffion  doit  etre  nulle, 
quelques  foient  les  lx7  ly7  &c.  ,  &  fans  donner 
aucune  equation  entre  les  variables  donc  on  aura  dans 
ce  cas  pour  que  Z  foit  vraiment  egale  a  d  B  les  equa* 
tions  (  B  )  de  condition  que  M.  de  la  Grange  dans  fon  EiTai 
d  une  nouvelle  methode  de  determiner  les  maxima  ou 
minima  des  formules  integrales  indefinies,  prob;eme  premier 
page  176  du  fecond  volume  des  Memoires  de  la  Sociae 
Roiaie  de  Turin  deduit  de  1’ equation  de  Ia  page  175,  & 
il  faudra  que  ces  equations  foient  telles  que  tous  les  ter¬ 
mes  s’ en  detruifent  mutuellement,  quant  a  Ja  feconde 
expreffion  ,  on  aura  la  fonaion  ( C )  de  la  meme  page 
egale  a  l  B  ,  donc  integrant  cette  fonaion  par  rapport  a 
la  carabe riftique  &  ,  &  regardant  les  autres  differences 
comme  de  nouveiles  variables  ,  on  aura  B ,  donc  ii  j’  ai 
Z  differentielle  exacte  ,  &  que  j’  en  cherche  F  integrale , 
je  ffaurai  qu’  a  chercher  celle  de  la  fonaion  C,  qui  con¬ 
fidere  par  rapport  a  la  caraaeriffique  S  eft  comme  une 
fonaion  du  premier  ordre  ,  differenuede  exaae  ffune  fon¬ 
aion  finie. 


J’ obferverai  fur  ce  Lemme  :  i°,  que  fi  f  ai  d  x  con¬ 
fiant  j’  aurai  une  equation  de  condition  de  moins,  &  c’eft 
Fequation  qui  nait  du  coeficient  de  Sat  egale  a  zero  dans 
la  fon£tion  (B)  de  la  page  175:  20,  que  dans  ce  m&me 
cas  pour  avoir  le  coeficient  de  lix  dans  Ia  fon&ion  ( C ), 
il  faut  remarquer  que  j’ai,  appellant  ce  coeficient  A,  & 
le  refle  de  la  fonftion  ( C )  qui  fe  trouve  a  1’  ordinaire 
A',  A  §  x  A'  =  $  B  ‘9  ,  ...  &  en  faifant  $  fembla- 
folable  a  d7  Ad  x  A'  =  dB  =  Z  dans  cette  hipothe- 

fe ,  donc  A  =  :  3%  Ia  plus  haute  difference  de 

x  7  J  ?  {  ne  fe  peut  trouver  dans  Z  que  fous  une 
forme  lineaire ,  parcequ’autrement  elle  entreroit  dans  le 
dernier  terme  de  1’  equation  de  condition  de  meme  que 
dans  les  autres  ,  or  ce  terme  erant  dans  cette  equation 
affe&e  d’  un  figne  de  differentiation  d’  un  ordre  plus  eleve 
que  les  autres  r  donneroit  alors  des  differences  auffi  plus  ' 
elevees  que  celles  qui  s’  y  peuvent  trouver  ,  donc  rien  ne 
les  pourroit  faire  difparoirre  $  donc  1'  equation  ne  pourroit 
ctre  identique, 

V  ai  prefere  cette  methode  a  celle  que  j’  ai  donnee  en 
derail  ,  parceqffelie  me  difpenfe  de  repeter  ici  des  formu- 
les  qu’on  trouve  toutes  conllruites  dans  Touvrage  de  M.  de 
La-Grange ,  &  que  fans  me  repeter  entierement ,  je  ne 
fiippofe  ici  rien  qui  ne  fe  trouve  dans  les  Memoires  de 
ia  Societe  Roiale. 


Lemme  cinquieme. 

Suppofe  que  j’aye  une  fon&ion  differentielle  d’un  ordre 
quelconque  egale  a  zero ,  que  cette  Equation  admette  une 
folution  complete  ,  &  qffaucune  difference  n’  aye  ete  lup- 
polee  con Itante ,  je  puis  regarder  a  volonte  une  de  ces 
differences  comme  conflante ,  integrer  en  confequence  ,  & 
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)  aurai  une  meme  integrale ,  que  fi  favois  integre  Ia  pro- 
pofee  fans  cette  fuppofition  :  a  cela-pres  que  fi  1’  integra- 
tion  donne  dans  le  cas  de  dx  confiant,  des  arbitraires  de 
la  forme  ax  -fr-  A,  a  x2,  -f-  bx  c  &c. ,  il  faut  dans  Ia 
fuppofition  que  tout  efi  variable,  mettre  au  lieu  de  #  une 
autre  .variable  x'  qui  ne  fe  trouve  pas  dans  i’  equation. 

Lemme  fixieme . 

Soit  1’ equation  -h  a  1  -+-  />  — 2  -h  -f- 

— 4  .  .  .  .  ~+~  p  =  o  ,  je  dis  que  toute  fon&ion 

rationelle  de  p,  peut  etre  fuppofee  de  la  forme  a  ^n-~l  -h 
^  *+•  .  .  .  .  -H  p\  les  coeficiens  erant 

rationels ,  en  effet  il  efi  clair  que  par  une  fimple  fubftitu- 

tion,  elle’efi  necefiairement  ^ - ~~rr - — ^ 

a  zm  —  1  ■+■  b  zm  — 3  .  .  .  -h  p"' 

Je  muliiplie  par  une  fon£Eion  indeterminee  &c  entiere 
du  meme  ordre  le  numerateur ,  &  le  denominateur  de 
cette  forme,  &  je  fais  la  meme  fubftitution,  j’ai  par  con- 
fequent  au  denominateur  une  fon&ion  qui  a  un  nombre 
m  de  coeficiens ,  &  #  uti  nombre  m  —  i  d’  inconnues  a 
caufe  des  coeficiens  de  la  fontfiion  indeterminee,  je  fuppo- 
fe  egaux  zero  tous  les  coeficiens  du  denominateur  hors 
celui  du  terme  fans  &  j’ai  m  —  i  equations  ,  &  m —  i 
d’  inconnues  qui  ne  moiitent  qu7au  premier  d^gre  ,  donc 
je  puis  fuppofer  le  denominateur  fans  ^ ,  donc  &c. 

PROBLEME  PREMIER. 

Une  equation  differentielle  etant  donnee  ,  trouver  une 
fon£tion  differentielle  qui  foit  la  difference  exa&e  d’  une 
fonftioti  d’un  ordre  moins  eleve ,  &:  dont  1’  integrale  ega- 
lee  a  zdro  foit  la  folution  generale  de  la  propofee ,  & 
trouver  auffi  les  folutions  particulieres  qui  ne  font  pas  ren- 
fermees  dans  la  generale. 


S  O  L  U  T  I  O  N. 
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Premier  ordre  &  premier  degre. 


'  Soit  *°  A  d  x  ■+-  B  dy  =  o  ,  F  ^quation  propofee  ,  A 
&c  B  etant  des  fonftions  rationelies  &  entieres.  Je  prends 
A'  dx  -t*  B'  dy,  &c.  A'  &  B'  etant  rationels.  &  tels  que 
dA*  _  dB'  0  A!  A  /  H 

~Ty  dx  9  K  ^ue  ~W  —  ~b~  >  ces  deux  equations 

etant  idemiques,  j’ai de  ia derniere,  1’equation-^-  —  Bi^L 

dy  B 

A  JB‘  c  . 

Subftltuant  cette  valeur  dans  Ia  premiere 


eiie  devientf  -4xf  -^4  =  0.  Equa. 

dy 

tion ,  d  ou  par  Ies  Lemmes  1,2,3  on  pourra  avoir  Ia 
valeur  de  B  qui  ainfi  que  A  elt  une  fon£Uon  rationelle 
de  x  &  y,  on  aura  femblablement  celle  de  A' ,  &  1’ on 
connoitra  la  fonaion  A  d  x  B'  dy  qui  eft  une  difte- 
rentielle  exaae ,  dont  F  integrale  egalee  a  zero  eft  celle 
de  la  propolee, 


Solutions  pariiculieres, 

o*  1  ri  A  d x  +  B  dv 

Si  ce  n  eft  que  prenant  —  £.  £  etant 

une  fonaion  finie ,  la  propolee  a  de  plus  la  lolution  par- 
ticuliere  C  =  o. 

Second  degre . 

Soit  2®,  d  x*  -4-  Adxdy  B  dyz  s=  o  A  &  B , 
etant  des  fon&ions  rationelies  de  x9  y ,  je  fais  A  -h  B\ 


$  _ _ 

d  X  C  h-  D'  I  d y  =s  o  ,  A*  ,  B%  C\  D'  etant  des 
fon£lions  rationelles  de  x ,  y ,  &  ayant  — —  = 

- - ,  j’  ai  1  equation  iden.tique  — ^  ^  - ^ 


e  -4-  Drz 
A' 


-+-  B  =  o  ,  &  requation  encore  identiqire  ^ 


A  i  +  B  z=z  i  j’  elimine  {  ,  &  f  ai  deux  equations  en¬ 
core  identiques  9/  dont  j’  elimine  a  volonte  une  des  quatre 
A  ,  B'  ,  C ,  -O' ,  j’  ai  donc  enfin  une  equation  qui  doir 
me  donner  la  valeur  des  trois  qui  reflent  par  les  Lemmes 
1,2,3  &  ce^e  la  qaatrieme  fe  trouvera  par  une 
"dquation  lirieaire  qu’on  aura  trouvee  en  cherchant  a  1’  eli¬ 


miner  . 


Solutions  particulieres . 


Si  f  elimine  {  des  equations 


A' '  -+-  B'  i  d  X  -+•  C  -h  1>  i  dy  =o,  &  que  je 
divife  par  la  fon&ion  egale  a  zero  qui  en  refulte,  la  propo¬ 
ne  multipliee  par  la  fonftion  ,  par  laquelle  ii  a  faliu  la  divifer 
pour  rendre  egal  a  1’  unite  le  conficient  de  d  xz ,  Ie  quo- 
tient  fini  donnera  les  folurions  particulieres  de  la  propofee. 

Comme  la  propofee  renferme  deux1  equations  differen¬ 
tes  ,  la  folution  en  renferme  egalement  deux ,  &  chaque 
fonfHon  A \  B' ,  C  ,  D'  a  deux  valeurs.  Dans  ce  cas  t 
fi  on  a  F  equation  entiere  a  refoudre,  on  prendra  pour 
A\  B\  C\  D'  une  valeur  qui  reprdfente  les  deux  qu’elles 
peuvent.  avoir ,  fans  la  determiner  a  L’  une  ou  a  1’  autre  : 
mais  fi  l’on  n’a  qu’une  des  equations  a  refoudre,  on  choi- 
fira  celle  des  deux  valeurs  qui  repond  a  cftte  equation. 

Ddgres 
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Degres  fuperieurs . 

Ce  que  je  viens  de  dire  pour  le  premier  &  le  fecond 
degre  s’applique  fans  difficulte  aux  degres  plus  eleves,  ainfi 
pour  le  troiiieme  au  lieu  de  A'  -+-  B^,  quon  a  pour  le 
fecond  ,  on  prendra  A'  ->  B\  h-  &  de  meme  pour 
le  degre  m  ,  A  -4-  B' £  -4-  C\z  -4-  Dp  on 

prendroit  egalement  une  fon&ion  femblable  au  lieu  de 
C  -4-  D\,  &  im  -4-  A  im—1  -h  B  f”1  -h  Ct”—*... 
_l-  P  =  o  pour  le  degre  /?z ,  &  {*  -4-  -4-  -+* 

C  =  o  pour  le  troifieme  degre. 

Second  ardre  &  premier  degre . 

Soit  3  °,didy  A  =  o  ,  d  x  etant  conflant;  &  ^ 
etant  une  fon&ion  de  x ,  jy ,  ,  ix,  je  fuppofe  que 

j’  aie  la  fon&ion  Addy  -+-  B  =  o  ,  enforte  que  1*  appel¬ 
lant  Z  )  aie  ,  Memoires  de  la  Societe  Roiale  Tome  fecond 
pag.  174-17 5-1 76,  N  —  dP  -h  dzQ  =  o  ,  Tequation 
By 

identique  =  A ,  jy  aurai  en  eliminant  B' ,  A  donne 

par  une  equation  qui  ne  contiendra  que  A  fes  diff^ren- 
ces ,  &  des  connues  de  laquelle  ,  Lemmes  1,2,3,  je 

tirerai  A  qui  eft  une  fon&ion  de  x  ,  y  ,  —  multipliee 

par  dxp.  A'  doir  avoir  deux  valeurs,  parcequ’il  y  a  deux 
fon&ions  du  premier  ordre  dontja  propofee  efl  la  difie- 
rentielie  exa&e,  divifee  par  une  fon&ion  du  premier  ordre. 

Secorid  degre . 

Soit  40  d  dyz  -4r  A  ddy  -+-  B  =  o  ,  je  prends  Ia 
fon£lion  A  ~4-  B  ^  *  d  dy  -4-  C'  -4-  D £  =  o  ,  les  equadons 

identiques  N  DP  n~  -  Q  =  o  A  {  B  =  o  ,,  & 

M/c.  2W..  Tom.  IV.  b 
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C'  -+■  D  z'  A  C'  +  D'z  n 

A  +  A  ~aT~w7  ■+“  ^  =  °>  &  en  dliminant 

j’  ai  une  equation  qui  contient  trois  des  fon&ions  A\  B' , 
C’  y  Df ,  &  de  laquelle  j’  en  deduis  la  valeur  par  les  Lem- 
mes  i  ,  2,  y9  chacune  de  ces  fon&ions  a  quaere  valeurs, 
deux  a  caufe  du  degre  de  1’  equation ,  &  deux  a  caufe 
qu’elle  eft  du  fecond  ordre  ,  ce  qui  donne  lien  a  Ia  m&- 
me  reflexion  que  ci-deffus.  Si  je  voulois  favoir  avant  1’  in- 
tegration  quelles  fonr  les  deux  valeurs  qui  appartiennent  a  Ia 
merae  racine  de  Pequation  d  dy 2  A  d  dy  B  =  o 
je  verrois  qu’elles  font  les  deux  qui  donnent ,  quelque  foit 
l ,  chacune  la  meme  equation  d  dy  -h  A"  4-  B'  i  =s 

Digres  fuperieurs . 

Ce  que  je  viens  de  dire  s’applique  fans  difficulte  aux  degres 
plus  eleves. 

Solutions  particulieres. 

On  aura  pour  le  premier  degre  les  folutions  particu- 
ddv  -t-  A 

heres  en  prenant  —  »'  ^  fi/  =  Cy  &  C  multiplie  par 

la  fon&ion  ,  par  laquelle  il  a  fallu  divifer  P  equation  pour 
donner  a  ddy  Punite  pour  coeficient,  etant  egale  a  zero 
donnera  ces  folutions ,  on  les  auroit  pour  les  autres  de¬ 
gres  par  le  moyen  que  j’ ai  explique  ci  -  deflus  pour  les 
equations  du  fecond  degre  &  du  premier  ordre  ,  &  com¬ 
me  A  &  B  ont  deux  valeurs  independantes  des  valeurs 
diverfes  de  i ,  C  aura  aura  auih  deux  valeurs. 

Ordres  fuperieurs . 

On  fuivra  pour  les  ordres  fuperieurs  Ia  meme  metho¬ 
de  avec  un  egal  fucces ,  &  P  on  aura  pour  le  troifieme 


ordre  dddy  n’  etant  qu’un  premier  ddgre ,  3  fon&io  ns 
differentielles  ,  4  pour  le  4%  &  n  pour  le  n%  &  fi  le  de- 
gre  de  la  plus  haute  difference  efl:  m  on  en  aura  in  n , 
ces  fon6tions  etant  une  fois  donnees  ,  ii  n’  y  aura  plus  de 
difficulte  pour  trouver  les  folutions  particulieres  qui  ne  fe 
trouvent  pas  cOntenues  dans  la  folution  generale.  Eiles  fe 
trouvent  pour  1’  ordre  n ,  pouvoir  £tre  de  1’ ordre  n  —  1  , 
&  a  caufe  que  la  fon&ion  pour  le  meme  ordre  a  un 
nombre  n  de  valeurs,  il  y  aura  aufli  un  nombre  n  de  ces 
folutions.  A 

PROBLEME  SECOND. 

Preparer  une  fon£Hon  d’un  ordre  fupdrieur  au  premier  ,  & 
qui  foit  une  differentielle  exa&e  de  maniere  qffelle  puiffe  etre 
prife  pour  une  fon&ion  du  premierordre ,  difference  exafte 
d’une  fon&ion  finie  d’un  plus  grand  nombre  de  variables. 

SoL  Soit  la  fon&ion  d’  un  ordre  quelconque ,  &  foit 
fait  dy  =  p  d  x  ,  dzy  esa  d  p  d  x  =  q d  x*,  di  y  =  d1  pd  x 
=  dqdxz  =  rdx%...  ainfi  de  fiiite  ,  que  la  fon&ioa 
differentielle  exa&e  d’  une  fon&ion  de  1*  ordre  immedia- 
tement  inferieur  foit  fuppofee  de  la  forme  A  d  x  -+-  Bdy 

Cdp  Ddq  -+-  Edr  &c. ,  &  qffelle  foit  fous  cette 
derniere  forme  la  difference  d’  une  fonftion  finie  de  x , 
y  •>  P  >  %  1  r  &c.'  >  on  aura  Par  Lemme  ci  -  dejfus ,  &  le 

Probleme  premier  de  la  methode  de  M.  de  La  -  Grange 

Tome  fecond  des  Memoires  de  la  Societ  e  Roiale  page  175 
les  valeurs  de  B ,  C,  D ,  E  &c.m,  &  par  le  meme  Lem- 
me  quatriime  appellant  Z  la  fon&ion  que  1’  on  aura 
mife  fous  une  forme  finie  au  moyen  des  fubftitutions  ci- 
deffus ,  &  de  Ia  divifion  par  la  conftante  d  x ,  on  aura 
A  =  Z  —  B  p  —  C  q  —  D  r  —  E  f  &c. ,  &  encore 

par  le  Lemme  quatriime  A ,  B ,  C ,  D  ,  E  &c.  ne  con- 

iiendront  pas  la  derniere  des  p  ,  q  ,  r  &c.  parceque  les 
termes  qui  les  contiendroient  fe  detruifent  mutuellement 


dans  ces  fonftions  cPapres  1’  hipothefe  a6luelle  que  la  fon- 
6Ho n  foit  une  differentielle  exa£le.  Dans  le  cas  ou  Ja  fon- 
aion  Z  contiendra  les  £  du  Problime  premier ,  i?,  C, 

,  E  &c.  contiendront  des  differences  partielles  de  i , 
mais  011  a  une  equation  identique  du  degre  m  en  £  qui 
donnera  ces  differences  par  des  fon&ions  rationeiles  de  i 
des  variables  &  de  leurs  differences  ,  enforte  qu’on  con- 
noitra  toujours  A ,  B ,  C ,  D ,  E  &c.  ,  &  quMs  feront 
de  la  forme  du  Lemme  (ixieme  C ,  Q,  jP  ,  7\ 

PROBLEME  TR0IS1EME. 

Integrer  la  fon&ion  m-  i?  </y  h-  CJ/j  ~h  Ddq 

h-  E  d  r  &c,  qu’on  fait  etre  une  differentielle  exa6te 
d’  une  fonaion  finie  de  *  ,  y  ,  p ,  q ,  r  &c.  les  A ,  B  , 
C ,,  D ,  E  &c.  pouvant  contenir  une  fonaion  £  donnee 
par  une  equation  identique  de  degre  m  en  { ,  &  x ,  y  ? 
p  ,  q  y  r  &c 

Sol.  1°  ,  je  fuppofe  que  A ,  B ,  C ,  D ,  E  &c.  erant 
rationels  ne  contiennent  pas  {  ,  l’intdgrale  de  la  propofee 
ne  peut-etre  que  /.  A'  -+•  m  l.  B'  -i-  n  l.  C  -+•  p  l.  D'  -+-  .  .  . 

V' 

•  “q7  *  A ,  B\  C\  D\ . P\  Q  etant  des  fon- 

aions  rationeiles  &  entieres  des  variables,  &  le  nombre 
des  A ,  ^  ,  C  ,  i?'  ne  pouvant  etre  plus  grand  que  Ia 
fomme  des  plus  hauts  degres  de  x ,  y  ,  p  9  q  y  r  dans  Ia 
propofee ,  donc  par  les  Lemmes  i  ,  i  ,  j  ,  on  pourra 
avoir  ces  fonaions  dont  le  nombre  &  la  forme  font  con- 
nues.  J’  ai  donne  dans  mes  EJfais  d ’  analife  des  moyens 
d’  abreger  le  travail  qu*exige  cette  operarion. 

2°  En  fuppofant  que  A ,  B ,  C ,  ,  E  &c.  conti en- 

nent  £ ,  la  propofee  ne  peut  avoir  pour  integrale  que 
LA'  Hr  £'i  + . *•+■  p  L  A"  4-  B"i .... 


PROBLEME  QUATRIEME, 

Integrer  une  equation  differentielle  donnee. 


Premier  ordre , 

Sol .  i.°  Pour  le  premier  ordre  on  a  1*  integrale  gene¬ 
rale  par  le  Probleme  p recident ,  &  les  folutions  particuhe- 
res  par  le  Probleme  premier* 

Second  ordre. 


2..0  Pour  le  fecond  on  a ,  Probleme  premier ,  deux  diffe- 
rentielles  exa&es  qui  etant  integrees  donnent  deux  equa- 
lions  du  premier  ordre  de  Tune  defquelles  on  peut  tirer 


-£  en  x ,  y  ,  fubftituant  dans  Ia  feconde  ,  on  a  1’  inte¬ 
grale  generale  de  la  propofee  ,  &  les  folutions  particulie- 
res  fe  trouvent  Problime  premier  ,  ou  bien  en  differentiant 
1’  integrale  generale  reproduifant  la  propofee  ,  &  egalant 
a  zero  les  fontfions  ,  par  lefquelles  ii  a  taliu  pour  cela 
multiplier  les  differences  de  1’  integrale. 

Troijieme  ordre. 

3°  Pour  le  troifieme  ordre  on  a  trois  differentielles 
exa6les  qui  erant  integrees  donnent  fune  une  valeur  de 
ddy  dy 

—  en  —  tk  x  y  y  la  feconde ,  la  valeur  de  -y-  en  x 
Sc  y  ,  apres  qu’on  y  a  fubftitue  Ia  valeur  de  tiree  de 

dx* 

la  premiere  ,  &  Ia  derniere  devient  1?  integrale  cherchee  en 
y  fubftituant  les  valeurs  de  ~r-  prifes  des  deux 

premieres. 

Ordres  fuperieurs, 

Pour  les  ordres  plus  eleves  on  a,  P  ordre  etant  n9  un 
nombre  n  de  differentielles  exa&es  ,  qui  etant  integrees 
par  les  Problimes  2  &  3  ,  donnent  P  integrale  cherchee, 
&  on  a  les  folutions  particulieres  par  le  Problime  premier 
ou  comme  ci-deffus. 


Remarquts * 

I*  Soit  Adx*+*Bdy^Cdp  -+.  D  dq  -4-  E  d  r  .  . . . 
une  differentielie  exa&e  ,  &  que  Z  en  fott  P  integrale,  ii 
eft  clair  que  multipliant  cette  differentielie  par  une  fon- 


6Uon  quelconque  de  Z  elle  eft  encore  une  difFerentielle 
exa£ie ,  a  caule  de  ce  qu’une  fon£fion  d’une  feule  varia- 
bie  multipliee  par  fa  difference  eft  toujours  dans  ce  meme 
cas*  V 7yei  le  quatrieme  Volume  des  Opufcules  de  M.  D’Alem- 
bert ,  ou  j’  ai  vu  cette  remarque  pour  la  premiere  fois  , 
cela  pofe  fi  Z  eft  algebrique  au  lieu  d’une ,  de  deux,  de 
quatre  ,  de  n  ,  mn  differenrielles*  exaftes  ,  j’  en  aurai  Pro - 
bleme  premier ,  un  nombre  indefini  j  mais  alors  prenant 
deux  de  ces  valeurs  fuperflues  &  convenab les  au  meme 
{  les  divifant  1  une  par  1’autre ,  &  egalant  le  quotient  a 
une  arbitraire ,  j  ai  T  integrale  de  cts  differentielfes  exa- 
cies  j  u  deux  valeurs  de  differentielles  exa6fes  pour  la  m£- 
me  equation  avoient  egalement  des  integrales  algebriques, 
on  les  trouveroit  par  cette  methode  ,  ainli  le  travail  de  ia 
Kecherche  des  dilFerentielles  exa&es  ne  peut  etre  prolonge 
par-la ,  fans  que  celui  de  1’integration  ne  foit  diminue,  & 
fi  ion  a  foin  lorfqffon  a  une  integrale  algebrique  de  la 
prendre  pour  1’  equation  propofee  ,  on  evitera  meme  fou- 
vent  cet  ambarras.  Lorfqffon  fait  qffune  equation  d’un  or- 
dre  n  ,  ne  contient  qffautant  de  tranfcendantes  quune  equa¬ 
tion  dT  un  ordre  inferieur  en  peut  contenir  ,  on  eft  fur 
par  cette  remarque  de  parvenir  fans  integration  a  trouver 
fon  integrale  de  cet  ordre  inferieur. 

Soient  encore  A ,  A  ,  A"  ,  . . , .  les  fon61ions  qui  au 
nombre  de  n  rendent  une  fon&ion  de '  1’ordre  n  la  difFe¬ 
rentielle  exa61e  de  fondions  differentes  Z  ,  Z' ,  Z'  .... 
auffi  au  nombre  de  n ,  il  eft  clair  que  muitipliant  la  pro¬ 
pofee  par  a  A  -+-  h  A  -f-  c  AJ/  elle  devient  en¬ 

core  la  difFerentielle  exa&e  de  a  Z  -h  b  Z'  -+-  c  C'  -4- . . . 
a  ,  b ,  c ,  etant  des  coeficiens  conflans.  11  fuit  de-Ia  qu’il 
peut  arriver  que  connoiffant  Z ,  Z  ,  Z"  &c.  &  les  ega¬ 
lant  a  zero  on  n’  en  ait  aucune ,  de  laquelle  on  puiffe  ti- 
rer  dn  ~  1  y  ,  en  dn  - 3  y  ...  .  dy  ,  dx9  y,  &  x  }  ce 
qui  fembie  rendre  inutile  dans  ce  cas  la  foiution  donnee 
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dans  Ie  Probleme  quatrieme  ,  mais  d*abord  il  fuit  de  Phi- 
pothefe  qu’on  peut  toujours  tirer  une  pareille  valeur  des 
equations  ,  Z  =  o  ,  Z  =  o  ,  Z°  =  o  &c.  prifes  enfem- 
ble,  &  de  pius  prenant  d  Z  b'  Z  -h  c'  Z" 

=  o  ,  on  aura  toujours  cette  equation  en  determinant  a  , 
b  ,  d ,  &c.  qui  n’  etant  donnees  que  par  des  equations 
determinees  &  lineaires  ,*  n’  introduifent  aueune  nouvelle 
difficulte  dans  la  Solution  de  ce  Probleme.  Voyeq  ci  def- 
fous  la  premier  e  des  obfervations  Jur  la  theorie  des  equa¬ 
tions  different  ielles  ou  je  re  fous  une  aut  re  difjiculte  du  mime 
genre. 

i.°  J’ ai  prefere  la  fuppofition  de  dx  conftant  a  celle 
de  faire  varier  toutes  les  differentielles ,  parceque  dans  le 
dernier  cas  ,  fi  P  arbitraire  eft  a  x  -+-  h  ,  par  exemple  ,  je 
ne  puis  avoir  Jes  deux  int^grales  du  premier  ordre  qui 
repondent  a  une  propofee  du  fecond ,  fans  que  x  s’  y  trou- 
ve  i  Pune  des  deux,  &  la  differentieile  le  contiendront  ne- 
cefTairement  ,  ce  qui  rend  plus  compliquee  la  Solution  du 
jProbleme  premier  qui  le  feroit  deja  d’  avantage ,  parce 

qu’au  lieu  des  fon&ions  de  x ,  y ,  ~ ,  ~ ,  &  multi- 

pliees  par  d  x *  ,  il  faudroit  y  faire  entrer  ~ ^  &c.  Voyei 

les  memes  obfervations  on  trouveroit  de  quoi  fe  dedommager 
du  premier  inconvenient  en  remarquant  qu’ il  n’a  lieu  que 
quand  la  propofee  a  une  intdgrale  algebrique  du  premier 
ordre  ,  &  que  multipliee  par  une  fon&ion  finie ,  elle  de¬ 
vient  differemielle  exa&e  cfune  fon&ion  finie,  ce  qui  don- 
ne  le  moyen  de  trouver  toujours  une  des  integraies  fans 
recourir  au  Probleme  troifieme  ,  ce  que  je  viens.de  dire 
d’  une  equation  du  fecond  ordre  s’  applique  facilement  a 
celles  des  autres  ordres  qui  font  fufcepribles  de  la  meme 
Remarque  ,  &  j’  ai  cru  qu1  il  feroit  fuflifant  de  detailler 
le  cas  le  plus  fimple. 
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3 .°  Si  j’  ai  une  equation  differentielle  qui  contienne 
des  tranfcend antes  ou  des  expofans  indetermines ,  ou  &c. , 
je  puis  ies  faire  evanoiiir  par  des  differentiations  fucceffives  , 
integrer  alors  1’ equation  qui  en  refulte  en  obfervant ,  ce 
qui  fimplifie  le  travail ,  que  l’equation  propofee,  8c  qui  eft 
d’  un  ordre  inferieur  eft  alors  une  des  integrales. 

4.0  M.  Fontaine  a  propofe  d’  employer  le  merae  mo- 
yen  pour  h’avoir  jamais  a  integrer  que  des  fbn&ions  fans 
radicaux.  Cette  idee  me  fournit  une  nouvelle  maniere 
d*  integrer  preferable  a  ce  que  je  crois  dans  Ja  pratique , 
en  effet  mettant  la  propofee  fous  une  forme  rationelle,  tk 
la  differentiant ,  j' ai :  i°,  une  differentielle  exa£te  toute 

trouvee  ,  &  dont  1’  integrale  eft  la  propofee:  i°,  j’ ai  par 
le  Probleme  premier  toutes  les  autres  differentielles  exa- 
&es  dont  je  cherche  Ies  integrales  ,  afin  qu’eliminant  les 
differences ,  &  celles  de  la  propofee ,  j’  aie  1’  integrale  fi- 
nie ,  ce  qui  fait  que  j’  ai  dans  les  fon&ions  a  determiner 
autant  d’equations  a  integrer  que  par  Ia  methode  ci-deffus, 
&  autant  des  variables  ,  dans  le  cas  ou  la  propofee  eft 
entre  x  &  y  feulement.  3%  j’ ai  un  nombre  indefini  de 
differentielles  exares,  dont  I’ integrale  eft  la  propofee  ega- 
lee  a  une'arbitraire ,  &  qui  ne  peuvent  qu’embaraffer  la 
Solution.-  Le  grand  avantage  de  cette  methode  eft  de 
n’  avoir  a  traiter  que  des  equations  lineaires ,  &  quoiquhl 
s’y  rencontre  dans  la  pratique  quelques  inconveniens  parti- 
culiers  elle  me  paroit  en  tout  Ia  plus  fimple. 


Je  crois  que  les  Geometres  qui  fe  donneront  Ia  peine 
de  me  lire  avec  attention  ,  &  de  fuivre  cette  folucion  , 
trouveront  qffelle  contient  la  Solution  generale  que  je 
promets  dans  le  titre.  Je  me  flatte  d’  en  avoir  rendu  la 
marche  affez  -  fimple  ,  d’  avoir  affez  indique  la  fource  des 
Mifc.  Taur ,  Tom.  IV*  c 
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principales  difficultes ,  &  le  moyen  cP  y  remedier ,  pour 
qu’un  Analifte  un  peu  inftruit  puiffie  1’employer  avec  fae¬ 
ces  fur  telles  equations  qu’il  voudra,  &  refoudre  ainli  avec 
de  la  patience  &  quelque  application  les  Problemes  les 
plus  difficiles ,  pourvu  qu’ils  dependent  de  P  inr^gration 
d’  equations  differentielles  aux  differences  abfolues  &  eva- 
nouiffantes.  Si  cette  idee  de  mon  travail  eft  jufte  ,  j’  ai 
lien  d’efperer  que  la  grande  utilite  dont  ii  pettt-etre  me 
donnera  quelques  droits  a  1’  indulgence  des  Geometres  , 
&  qu’ils  ne  le  regarderont  pas  comme  une  repetition  in¬ 
utile  des  principes  que  fai  deja  donnes,  mais  qui  avoient 
befoin  pour  etre  mis  eu  ufage  d’  etre  prefentes  fous  uu 
nouveau  jour. 


Ribemont  du  x  i  Mal  1768. 


OBSER.VATIONS 

Sur  la  Theorie  des  equations  differentielles. 

Par  M.  le  Marquis  de  CONDORCET. 

I. 

J  ai  donne  dans  un  Memoire  precedent  une  methode  ge- 
nerale  pour  integrer  toutes  ces  equations  ,  &  i’  on'  par- 
viendra  par  cette  methode  a  avoir  dans  tous  les  cas  les  n 
equations  de  Tordre  n  —  i  ,  d’  oii  1’  on  doit  tirer  1’  inte- 
gra!e  finie  d’  une  equation  de  1’  ordre  n  ,  mais  il  faut  que 
les  differentielles  exaftes  qui  repondent  a  ces  equations  foient 
■  reeliement  au  nombre  de  n  toutes  differentes,  &  pour 
cela  que  les  appellant  d  B ,  d  B' ,  d  B” ,  &c, ,  &  ayant 
d  B  ,  &  d  B'  ,  differentielles  de  deux  fonftions  reeliement 
differentes  ,  je  n’aie  ni  d  B"  =  m  d  B  H-  n  d  B' ,  n  &  m 

etant  des  conflantes  ,  ni  d  B"  =  F .  m  B  n  B  .  m  d  B 

V  n  d~B' ,  ni  d  B"  =  -+-  F  B'  -  d  B'  . . .  ou  reci- 

proquement ;  ni  dB'=^d.F(ByB/).mB  n  B'  dans 
le  fecond  cas ,  B'  dans  le  troiheme ,  F ,  F ,  dans  le 
quatrieme  doivent  etre  algebriques,  lorfqu’  il  ne  fe  rappelle 
pas  aux  precedens  ,  car  tous  font  contenus  dans  ce  der- 
nier  :  pour  verifier  ce  cas  en  generai ,  fons  connoitre  ni 
B  ,  ni  B' ,  ni  B"  ,  foit  V  la  propofee,)  ai  d  B  ~  AV , 
dB'  =  A  F,dB"  =  A' Fi  A ,  F,  A*  font  connus , 
la  condition  fera  donc  A'  =  F  {B ,  B1 }  *  ^  F  .  ( F  , 
Bf )  .  A  *  •  .  *  donc  faifant  d  B  fk  d  B' =  o  dA"  =  F, 
(B,  B').dA  +  F.  {B,  B ').  dA...  j’elimine  F.  (F,  B  ), 
&  il  ne  me  relle  plus  que  F.  (F,  B' )  qui  etant  egalee :a 
une  conflante  eft  une  des  integrales  cherchees ,  lcrfque  B 


nen  donnera  pas  une  nouvelle,  ii  en  fera  de  meme  de 
F  .  (  B  ,  B  )  le  refie  n  a  plus  de  difficulte  ,  Sc  ce  cjue  je 
viens  de  dire  pour  trois  differentieiles  s’appliqUe  egalement 
a  un  plus  grand  nombre ,  comme  ie  but  que  je^mepro- 
pofe  ici  n’  ell  que  de  ne  pas  integrer  en  pure  perte  des 
difFerentielles  qui  rentrent  les  unes  dans  les  autres  ,  il  efl: 
aile  de  voir  que  je  puis  fuppofer  qu’on  connoifle  B>  B\  Sc 
alors  rien  n’  efl:  fi  facile  que  de  verifier  les  conditions  ci- 
defius,  au  refte  on  peut  toujours  proceder  a  Fintegration, 
meme  fans  ceue  recherche  5  on  trouvera  en  cherchant  Fin- 
tegrale  finie  quelles  font  les  equations  qui  rentrent  les 
unes  dans  les  autres  ,  &  on  en  cherchera  de  nouvelles. 
Le  calcul  fera  feulement  plus  long  qu’  en  employant  les 
moyens  que  je  viens  de  propofer  ,  Sc  qui  difpenfent  du 
travail  de  1’  integration  dans  le  cas  des  integrales  alge* 
briques. 

I  L 

Soit  A  d  x  B  d y  une  fon&ion  qui  foit  une  diflerentielle 
exa^e  d’une  fonftion  de  *  &  dey  ,  &  que  A  Sc  B  foient  ho« 
mogenes ,  j’ai ,  m  ,  etant  Ie  degre  ou  montent  les  x  Sc  y  9 

f  A  d  x  -t-  B  dy  =  ^  ^  A  x  -+-  B  y  lorique  1’  inte- 

grale  efl:  algebrique.  Voyes  les  Memoires  de  M.  Fontaine 
pcige  29-38  i  fi  f  imegrale  efl:  purement  logaritmique 
ou  en  partie  logaritmique,  Sc  en  partie  algebrique  f  ai 
A  x  -*-By  =  ,  m'  etant  la  fomme  des  dimenfions  c te 

chaque  fon£Hon  qui  efl:  fous  le  figne  logaritmique  multi- 
pliees  par  le  coeficient  de  chaque  logaritme  3  j’ai  donc  en 
g^n^ral,  fi adx^bdy  multipliees  par  A'  doit  etre  une 

difFerentielle  exa&e  ,  a  x  •+■  b  y\  A'  =  m  ,  A*  =  ™ 

ce  qui  me  donne  le  fa&eur  toutes  les  fois  que  m  n’  efl: 
pas  zero.  Si  A  Sc  B  contiennent  une  exponentielie  e* , 


&  que  Ia  dimenfion  de  B*  foit  zero  ,  on  aura  encore 

A  x  -rB  y  =  f  A  dx  B  dy,  &  comme  c’efi 

le  feul  cas  oii  1’equation  difFerentielle  algebrique  ell  homogene, 

on  peut  faire  en  general  f.  A'  (a  d  x  -4-  b  dy)  =  — 1  ^  X 

A'  (  a  x  -4-  b y).  Voyes  le  Menwire  de  M.  Fontaine  ibidem . 
Si  A  &  B  contenoient  B' ,  &  que  la  dimenfion  de  B' 


ne  fut  pas  nulle ,  mais  egale  a  m!  on  aurait  A  x  ■+■  B  y 
m  +  i  -+-  B'  ~  /•  4  d  x  B  dy  ce  qui  peut  donner  B\  & 

rappeller  ce  cas  au  precedenr.  Soit  A' .  a  d  x  -+-  b  d  y  c  dp 

une  difFerentielle  exafte  tout  etant  algebrique ,  f  ai  A' .  a  x 
by-+~cp  ==  m  ,  fuppofant  /n'  =  o  ce  que  je  peus  toujours 
faire  fi ,  f  ,  etant  la  parametre  confiant,  je  le  fuppofe  enfuite 
variable  pour  que  la  fon£tion  foit  homogene  j’aurai  donc 

C  =x - -  ,  &  lorfque  A  d  x  -h  B  dy  h-  C  dp  eft 


une  difFerentielle  exacte  C  =  - 


By 


V ?yei  M. 


Fontaine  ibid, ,  je  puis  donc  rappeller  ainfi  une  equatioti 
non  homogene  a  une  homogene  qui  a  une  variable  de 
plus ,  or  une  equation  homogene  n’  efi  pas  fujette  a  ce 
que ,  les  rangs  fuperieurs  d’  une  difFerentielle  exafte  mife 
fous  une  forme  rationelle,  Sc  qu’on  n’ a  point  debarafTee 
de  fes  fa&eurs  puiflent  devenir  nuis  ;  foit  par  exemple 
pdx  pdy  . 

- - - * - - - o  elle  devient 


■+-  a  p  x  h-  b  p1 
pdx  —  x  dp 


*py  +  fP % 

-  ydp _ _ 


,  /  ,  •  s - —  -  -  Or  cette 

x>  +  ap  x  +  bp'  c  f  +  e  p  y  +■  f  f 

Equation  fe  trouve  etre  du  troineme  degre  comme  elle  le 
doit ,  &  ainfi  d’apres  cette  precaution  les  tables  que  j’  ai 
donnees  dans  mon  calcul  int^gral  font  fuftifantes  pour  les 
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differentielles  exaftes.  II  faut  remarquer  que  fi  au  lieu  de 

adx  bdy  =  o  je  prends  adx  -4-  bdy  -  —  —  dp=  o  qui 

eft  homogene  ,  fk  que  je  cherche  a  I*  integrer  par  Ia  me¬ 
thode  de  M.  Bernoulli ,  cette  methode  ne  me  donne  au- 
cun  refultat 

I  I  I. 

Soit  une  fonftion  differentielle  d’un  ordre  fuperieur  au 
premier  ,  &  qffelle  foit  une  difference  exa£te  d’  une  fon- 
ftion  de  1’ordre  inferieur  ,  il  elt  clair  que  regardant  ddy 
comme  de  deux  dimenfions  ,  d3  y  comme  de  trois  &c.  , 
&  de  meme  pour  chaque  variable ,  fi  aucune  difference 
n’  y  eft  fuppofee  conflante  ,  on  peut  la  regarder  comme 
homogene  par  rapport  aux  differences  regardees  comme  de 
nouvelles  variables ;  ce  qui  donnera  un  moyen  d’  avoir 
toujours  une  equation  homogene  ,  quant  a  ces  variables, 
a  I’  aide  d’  une  fubflitution  convenable.  Voye?  M.  Fon- 
taine  page  49-50?  cela  pofe  il  eft  clair:  i°,  que  fi  dx 

a  ete  fuppofe  condant,  &  qu’on  ait  mis  d .  pom 

&  ainfi  de  fuite  ,  ou  ce  qui  revient  au  meme  fi  les  arbi- 
traires  ne  contiennent  pas  la  difference  conflante  d’  une 
nouvelle  variable,  le  degre  des  differences  eft  nui  ,  &  que 
par  confequent  dans  ce  eas  on  ifaura  par  la  methode  ci- 
deffus  ni  Fintegrale,  ni  le  fafteur  qui  rend  une  equation 
propofee  de  cet  ordre  une  differentielle  complette  quand 
meme  on  connoitroit  les  Siemens  neceffaires  pour  la  trai- 
ter  comme  une  equation  du  premier  ordre  ,  &:  les  diffe¬ 
rences  fuperieures  comme  de  nouvelles  variables:  2%  que 
fi  Fintegrale  doit  contenir  une  nouvelle  variable,  &qu’il 
foit  queftion  d’  une  equation  poffible ,  on  aura  neceffai- 
rement  V  -+-  a  x'  -+*  b  =  o  ,  x  erant  la  nouvelle  varia- 
bie ,  d’ou  d  d  V  =  o  qui  eft  la  propofee  multipliee  par 
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fon  fa&eur ,  &  connoiiTant  d  d  V  on  aura  d  V  algebrique 
par  la  Remarque  quatrieme  page  1 1  du  Calcul  integral : 
30,  qu’  ayant  V  -H  a  x  ■+-  b  =  o  ,  j’  en  tire  dV  -h 

a  d  x  =  o  ,  tx  —  —  -  —  -  =  o  difreren- 

X  Ar1  ** 


tiant  la  premiere  ,  j’  ai  d  d  V  =  o  ,  &  differentiant  la 
feconde  pour  eliminer  b9dxdV^xddV-dV  d  x  =  o  , 
x  d  d  V  =  o  quantite  qui  eft  encore  une  difterentielle  exa- 
,  &  de  dV  Hr  a  d  x  =  o,  &  x  dV  —V  d  x  ~  b  d  x  9 
je  tire  V*  a  x  -h  b  =  o  ce  qui  eft  conforme  aux  prin¬ 
cipes  generaux  du  calcul  :  40  ,  que  fi  j’  ai  V  -H  a  xz  -4- 
b  x  -+-  c  =  o  ,  j*aurai  d1  V  ==  o  ,  d’oii  d  dF  x  a  d  x1 
==  o  ,  x  d*  y  =  o  ,  d’ou  xddj^— dxdV  —  b  d  xz  =  o  , 
&  x7,  d*  K  =z  o  ,  d’oii  xz  dz  K  —  xxdxdV  -t-  x  K  d  x* 
-h  x  c  d  xz  =  o  . 

Et  par  ia  meme  remarque  une  expreffion  algebrique  de 
J  K  iorfque  je  connaitrai  ^  F  j  d’  ou  il  fuit  que  la  pro- 
polee  a  deux  iruegrales  algebriques  ,  &  qu’  ii  en  fera  de 
meme  des  ordres  plus  eleves,  que  fi  fon  a  pour  inte- 
grale  V  a  x  -±-  b  '=  6  ,  &  V*  d  x  H-  b'  ~  o  , 
on  aura  egalement ,  connoiffant  d  dV  &  d  d  V' ,  d  V  & 
dV' ,  &  une  equation  algebrique  d’  un  ordre  moindre  de 
deux  unites,  comme  s’ilavoit  eu  dddV9  en  forte  qu’en 
genera!  on  pourra  parvenir  a  une  equation  algebrique  de 
1’  ordre  n  -  m ,  m  defignant  le  degre  de  x  dans  le  pro- 
duit  de  toutes  ies  fon&ions  arbitraires  multipliees  entre 
elles :  50,  que  ce  cas ,  qui  eft  le  plus  fimp!e,  eft  le  feni 
oix  fon  puifle  deduire  le  fa&eur  apres  avoir  rendu  1’equa- 
tion  homogene  quant  au  degre  des  difterences  ,  qu’  alors 

on  a  non  pas  ddV  9  mais  ~  qu’egalant  apres  finte- 

gration  dV ...  .  a  —  adx9  on  a  par  une  nouvelle  inte- 
gration  V  a  x  -t-  b  o  j  mais  que  fi  on  veut  inte¬ 
grer  cette  nouvelie  equation  on  a  une  equation  de  la  na- 
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ture  de  celles  ou  !a  difference  eft  fuppofee  conflante ,  & 
a  laquelle  cette  methode  de  chercher  Jes  fafteurs  ne  s’ap- 
plique  plus  quand-meme  V  feroit  algebrique  ce  qui  ifarrive 
pas  toujours ;  car  1  equation  petit-  etre  telle  que  V  con- 
tienne  neceffairement  une  tranfcendante :  6°,  fi  on  vouloic 
chercher  fuccefli vernent  les  int^grales,  il  faudroit  prendre 
une  autre  route  ,  par  exemple  foit  V  =  o  une  equation 
de  fordre  n  rationelle  qui  ne  contienne  pas  de  variables, 
dont  la  difterentielle  foit  conflante ,  &  dont  1*  integrale 
finie  en  peut  contenir ,  je  fuppofe  le  fa£leur  algebrique 
&  rationel  A  de  1  ordre  n  ,  le  fa£leur  A  de  1’  ordre 
n  —  i  pour  1’  integrale  de  AV,  le  fafteur  A'  de  fordre 
n  2  pour  1’  integrale  de  A  f  A  V ,  &  ainfi  de  fui  te , 
&  prenant  les  equations  de  condirion  fans  faire  V  =  o, 
(  &  elies  font  au  nombre  de  n  m  — •  i  )  pour  m  variables  , 
&  n  fa&eurs  ,  je  cherche  a  determiner  tous  les  fa&eurs  , 
de  maniere  qu’  iis  fatisfaffent  a  la  fois  a  toutes  ces  equa¬ 
bus,  &  dela  fans  connoitre  a  priori  le  degre  ou  montent 
les  differences  fuperieures  dans  chaque  integrale,  j’ ai  des 
fa£leurs  qui  s  accorderont  toujours  avec  ceux  qu5  on  trou- 
vera  a  pojleriori\  il  eft  clair  que  les  fa&eurs  doivent 
etre  tels  que  A'  contienne  /  AV  ^  A" ,  /.  A'  f  A  F,  & 
a  inii  de  fuite  ,  a  caufe  des  trafcendantes  qui  peuvent  ici 
entrer  dans  les  fatleurs  :  j°  ,  enfin  que  fi  1’  on  cherche 
toutes  les  integraies  de  fordre  n  —  i  ,  on  peut  lorfque 
f  integrale  peut  contenir  x?  ...  .  prendre  les  fafteurs  de 
la  forme  xp  A  ,  A  etant  fans  x'  &  p  etant  un  entier  , 
mais  fi  on  cherche  a  integrer  fucceffivement  il  faut  que 
x  entre  dans  A  de  toutes  les  manieres  poftibles. 

I  V, 

Soit  une  equation  d’un  ordre  n  entre  x  y ,  &  que 
j’  aie  fait  d  x^=  p ,  d  d  x  =  q  ,  d3  x  =  r  &c.  dy  =  p' , 

fry 


d1  y  =  q* ,  d3  y  —  r'  &c.  j?  aurai  fi  elle  eft  poflible 
A  d  x  -+•  B  d p  -t~  C  d  q  -4-  D  d  r  &C. 

. -+-  A'  dy  ~H  B'  d  p  -H  C  d  q  -f-  D'  d  r'  Scc. 

P  dn  ~  1  X  -4-  dn  x  \  _ 

+>*-»>  +  /  *“ 

Le  coeficient  de  la  plus  haute  difFerence  de  x  etant  i , 
celui  de  la  plus  haute  difFerence  de  y  etant  connu  ,  &  A 
T  etant  aufli  lorfque  les  B  ,  C ,  D  Scc.  ,  ^  B'  C  D'  &c. 
le  font  devenus.  Cela  pofe  prenant  les  equations  de  con- 
dition  pour  que  cette  equation  regardee  comme  contenant 
im  nombre  2  n  de  variables  foit  poflible  ,  j’  ai  2  n  —  2 
equations  ,  dont  2  n  —  3  contiennent  chacune  F  inconnue 
&  la  derniere  n’  en  contient  pas  de  nouveile  ,  fubftituant 
dans  cette  derniere  les  valeurs  des  difFerences  partielles  de 
toutes  les  variables  tirees  des-aufres  equations  ,  on  fera 
evanouir  ces  difFerences  partielles,,  &  les  variables  avec 
elles ,  a  1’  exception  de  P  &  P' ,  differentiam  enfuite  aux 
^difFerences  partielles  F  equation  Hneaire  entre  P  &  P',  on 
parviendra  a  eliminer  1’  un  ou»-Fautre  ,  &  1’  on  aura  une 
equation  A'  P  B'  =  o-.  II  eft  aife  de  reduire  en 
formules  indefinies  pour  un  ordre  indefini  /z  les  valeurs  de 
A  &  B' y  la  meme  methode  s’ applique  facilement  a.  un 
plus  grand  nombre  de  variables ,  mais  il  faut  de  plus  qu’en 
faifant  dn  x  H~  Q  dn  y  «+■  Q'  dn  £  &c.  =  o  ,  cette  equa¬ 
tion  foit  polFible  en  ne  regardant  que  da  ~  1  x,  dn  ~  1  yr 
&c.  comme  variables.  Si'  une  difFerentielle  eft 
fuppofee  conflante  ,  on  trouvera  egalement  A  &  B'  ,  lorf¬ 
que  le  nombre  des  variables.  eft  .au  deffus  de  deux \  eon- 
noiflant  P  ,  on  auroit  P 7 ,  &  les  coeficiens  de  dn  ~  z  x 
&  d?  ~~  z  y  'donmes  par  des  formules  qui  contiendront  P 
ou  /*'  ,  &:  ainfi  de  luite.  Voye {  M,  Fontaine  pag.  38,83, 
maintefoaut  je  remarque  que  la  propofee,  peut-etre  telle 
que  •j’011  ait  feuiement  une  integrale  de  1\ ordre  n  —  1  , 
Mifc;  Taur.  Tom.  IV.  d 
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que  cette  integrale  n’ en  ait  point  de  generale  dans  ce 
cas  ,  P  ne  doit  avoir  qu’une  valeur  poilible  fi  Ja  differen- 
tielle  n’  a  auffi  qu’  une  valeur ,  donc  on  peut  avoir  P  = 

B' 

*-  -jTf  >  &  fubftituant  cette  valeur  dans  1’  equation ,  de 

condition  qu’oa  a  en  P' ,  elle  doit  devenir  identique,  ce 
qui  donne  1’ equation  de  condition  cherchee.  Si  au  con¬ 
traire  la  propofee  a  deux  integrales  de  1’  ordre  n  —  i  , 
il  eft  clair  que  P  a  une  infinite  de  valeurs  d’ou  il  fuit 
qu’  on  ne  peut  le  fuppofer  donne  par  une  equation  lineaire9 
inais  feulement  par  une  Equation  differentielle  meme  aux 
differences  partielles ,  donc  on  aura  pour  que  les  i  n  —  3 
equations  de  conditions  qui  contiennent  des  inconnues , 
s’  accordent  avec  celle  qui  n’  en  contient  pas  les  deux 
equations  A  =  o  tk  £'=  o  9  qui  feront  ici  les  equa¬ 
tions  de  condition  ,  &  comme  lorfque  le  nombre  des  va- 
tiables  eft  pius  grand  que  deux  ,  A  &  B'  ont  plufieurs 
valeurs ,  la  meme  chofe  doit  avoir  lieu  pour  toutes  ce$ 
valeurs.  Les  equations  de  condition  que  donne  M.  Fontaine 
au  dela  du  fecond  ordre  ne  font  que  pour  les  equations 
homogenes  ,  fur  quoi  voyez  ci-deftus  YObfervation  111.,  & 
pourroient  etre  illufoires  parce  qu’  il  fuffic  ici  que  A'  =  o 

A 

&:  B'  =  o  ce  qui  peut  arriver  fans  que  ~ ,  paroiffe  fous 

la  forme  ~ .  Pourque  A  =  o  &  B'  =  o  ,  il  fuffit  que 

la  propofee  ait  deux  integrales  de  1’  ordre  n  —  1  y  &  il 
eft  clair  que ‘fi  1’ equation  a  une  integrale  complette  &  fi- 
nie ,  on  pourra  a  la  fin  trouver  une  de  ces  integrales  ou 
la  plus  haute  difference  fe  trouve  debarraflee  de  toute 
tranfcendante ,  cette  equation  une  fois  trouvee ,  orr  pour- 
roit  la  traiter  comme  la  propolee,  &  ainfi  de  fuite  ,  & 
avoir  par  -  la  les  equations  de  condition  quoique  fuccefli- 
vemenc  &  pofteneurement  a  la  recherche  des  integrale? 
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fuccefiives,  mais  fi  1’  on  ignore  que  Pdquation  ait  ou  n’aic 
pas  dr  integrale  finie  complette  ,.laut-il  necefiairement  qu7une 
equation  qui  a  deux  integrales  de  Pordre  n  —  i  en  ait 
une  de  1’ otdre  n —  2?  eft-il  fur  lorfque  cela  arrive  qu’on 
doive  en  trouver  encore  une  a  qui  on  puifle  appliquer  la 
methode  de  M.  Fonraine  ?  tandis  que  cela  ne  fera  pas 
demontre  les  equations  de  condition  A'  fk  B'  ne  nous 
apprendront  rien  fur  P  integrabilite  des  equations  qui  nous 
exempte  dans  tous  les  cas  de  P  inconvenient  de  luivre  a 
pure  perte  le  travail  de  P  integration  pour  des  equations 
abfurdes  :  on  peut  encore  moins  regarder  comme  gene¬ 
rale  P  equation  de  condition  identique  qu7  on  auroit  en 
fubfiituant  la  valeur  de  P  dans  P  equation  de  condition 
qui  contient  cette  inconnue ,  car  dans  ce  cas  connoiffant 
que  la  propofee  a  une  integrale  complette ,  on  peut  en 
trouver  une ,  ou  la  plus  haute  difference  foit  engagee  dans 
une  fon&ion  tranfcendante ,  &  a  laqueile  on  ne  puiffe 
plus  appliquer  la  methode. 

y. 

Si  Pon  favoit  qu’une  equation  admit  une  integrale  finie 
complette  ou  incomplette  fans  favoir  lequel  des  deux,  on 
tireroit  de  P  obfervation  precedente  une  maniere  de  s’  en 
afiurer ,  &  de  trouver  en  meme  tems  P  integrale  incom- 
piette ,  en  effet  dans  ce  cas  il  efi  clair  que  fi  on  n’  a  ni 
A'  =  o  ,  ni  B'  =  o  ,  di  que  fubftituant  la  valeur  de  P 
dans  P  equation  de  condition  ou  entre  P  cette  equation 
ne  devienne  pas  identique  ,  on  aura  cette  meme  equation 
pour  P  integrale  de  la  propofee ,  &  on  faura  de  plus  que 
cette  equation  n’  a  qu7une  iniegrale  finie  fans  arbitraire  , 
ce  qui  paroit  ne  pouvoir  arriver  a  une  equation  entre 
deux  variables  ,  ainfi  ce  cas  nayant  lieu  que  pour  plufieurs 
variables ,  il  faut  tirer  P  integrale  de  la  comparaiibn  de 
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toutes  les  conditions  qui  ne  feront  pas  identiques ,  &  cette 
integrale  ainfi  trouvee  n’  aura  elie  -  m£me  pour  inr^graie 
incomplette  qu’une  fon&ion  finie  fans  arbirraires.  Si  A'  & 
B  ne  fbnt  point  zero ,  &  que  F  equation  de  condition 
pour  P  foit  identique ,  ii  faut  integrer  la  propofde  a  For- 
dinaire  ,  &  fon  integrale  n’en  pourra  avoir  d’autre  qu^une 
fonaion  finie  fans  nouvelles  arbitraires ,  fi  j’  ai  A'  &  B* 
egaux  a  zero  ,  j’  aurai  neceflairement  dans  Je  cas  prefent 
une  integrale  ,  oii  la  pius  haute  difFerence  ne  fera  point 
dans  une,  fonaion  tranfcendante  ou  irrationelle  ,  &  traitant 
cette  integrale  comme  la  propofee  ,  je  ferois  les  metues 
Remarques  que  ci-defFus. 

V  I. 

Si  d’apres  ce  qu’on  vient  de  dire  N.  in  ,  iv  ,  &  v  ,  oti 
veut  rappeller  une  equation  de  1’  ordre  n  a  une  equa’tion 
du  premier  ordre,  il  eft  clair  i°,  qu’on  aura  P  par  1’equa- 
tion  de  condition  en  P ,  Q',  qu’on  aura  de  plus  P' ,  don- 
ne  en  P  &  Q' ,  les  autres  coeficiens  par  une  des  equa- 
tions  de  conditions  qui  y  conviennent ,  Sc  le  dernier  A 
en  retranchant  de  V  —  dn  x  —  Q  dn-' y  les  coeficiens 
connus  &  multiplies  par  les  difFerences  correfpondanres  , 
&  divifant  le  refte  par  dx:  x*  ,  que  Ct  on  avoit  voulu 
prendre  les  valeurs  des  coeficiens  telles  que  j’ai  dit  n.  iv. 
qu’on  les  trouvoit  d’apres  la  methode  de  M.  Fonraine,  il 
faudroit  comme  a  chaque  determination  on  fe  rrouve 
avoir  deux  equations  pour  chaque  inconnue,  que  fublli- 
tuant  ces  valeurs  dans  1’  equation  de  condition  ,  celle  -  ci 
devint  identique,  &  qu  ainfi  on  aura  pour  1’ordre  ou 
2-  (  n  2  ) inconnues  a  determiner  par  z  (  n  —  z  )  equa-  . 
tious  aux  difFerences  partielles ,  excepte  pour  le  fecond 
ordre  oii  il  y  a  une  feule  inconnue  &  une  feule  equation, 
ou  bien  une  feule  inconnue  qui  dou  fatisfaire  a  z  ( n  ■—  2 ) 


Equations ,  &  &  une  feule  pour  le  feCond  ordre :  30,  que 
ehaque  coeficient  peut-etre  toujours  fuppofe  une  fon&ion 
algebrique  de  x  ,  y  ,  &c. ,  &  de  ieur  difference  jufqu’  & 
d!1^1  yy  fans  d’ autres  irrationelles  que  celtes 
de  la  propofee  ,  enforte  que  pour  en  trouver  la  valeur  il 
n’y  a  qu’a  fubftituer  une  fonftion  de  certe  forme  dans  les 
equations  convenables :  40 ,  que  le  nombre  des  valeurs 
qui  conduifent  a  des  equations  reellement  differentes  eff  n , 
quoti  peut  les  chercher  ,  &  qffalors  integrant  toutes  ces 
equations  on  aura  1’  integrale  finie  fans  etre  obligd  de 
chercher  les  integrales  fucceffives  :  50,  que  pour  s^ffurer 
fi  elles  font  reellement  differentes  ,  on  prendra  des  mo- 
yens  femblables  a  ceux  que  'f  ai  expofes  n.  1  ,  en  obfer- 
vant  que  i’  equation  repondant  a  B  =.  o,  6c  F  -  B  =s± :  o  , 
lorfque  B  eff  alg^brique  ,  eft  ici  une  feule  &  metne  equa¬ 
tion:  6°,  que  ces  equations  etant  donnees,  ii  faudra  cher¬ 
cher  le  fa&eur  qui  les  rend  differentielles  complettes  ce 
qui  donne  une  inconnue  a  determiner  par  2  n  —  1  equa¬ 
tions  :  70  ,  que  pour  un  nombre  m  d’  inconnues  pour  re- 
duire  1’  Equation  propofee  a  une  equation  du  premier  or¬ 
dre  ,  on  aura  m  -  ( n  —  1  )  —  2  equations  redu&ibles  a 
m  -  (  n  —  x  )  &  m  n  —  1  pour  trouver  le  fa&eur  d’  011  il 
fuit  que  cette  methode  demande  deux  operations  ,  &  deux 
operations  plus  compliquees ,  au  lieu  d’une  plus  fimple 
que  demande  celie  que  j’  ai  expofee  :  au  refte  les  equa¬ 
tions  de  la  premiere  operation  peuvent  dans  une  infinite 
de  cas  fe  reduire  a  une  feule. 

Le  cas  que  j’ai  developpe  dans  VArticle  111  reduit  a 
une  feule  les  deux  operations ,  dont  on  vient  de  parier , 
parceqffon  trouve  immediatement  autanr  de  fa&eurs  que 
l’on  a  de  fois  dans  J’  integrale  a  x  -h  hy  x '  etant  la  nou- 
veile  variable,  ce  qui  peut  avoir  encore  lieu  dans  celui 
de  T  homogthieite  entre  les  vari  abies ,  &  dans  d’  autres 
hipothefes  particulieres.  La  mamere  de  fe  debarraffer  des 
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radicaux  eft  pour  cette  methode  la  meme  que  pour  Ia 
precedente  ,  &  quelque  fois  plus  commode,  lorfqu’  il  n’eft 
queftion  que  d’  equations  du  premier  ordre. 

V  I  I. 

Une  Remarque  je  crois  nouvelle,  &  qui  n’eft  pas  de-* 
placee  ici  c’eft  quune  equation  de  I’  ordre  n  entre  x  & 
y  peut  n’  etre  pas  abfurde  ,  quoique  par  1’  aigebre  ordi¬ 
nare  on  ne  puifle  en  tirer  dn  x  Q  dn y  Z  =  o  , 

foit  que  les  plus  hautes  differences  reflent  neceffairement 
dans  des  fbn&ions  irrationelles  ,  foit  meme  qu’elies  reflent 
dans  des  tranfcendantes ,  en  efTet  foit  une  equation  de 
1’ordre  ,  n  *+■  i  qui  admette  une  integrale  finie  complet- 
te  ,  &  que  une  de  fes  integrales  de  1’ordre  n  foit  dans 
le  cas  dont  je  viens  de  parier ,  ce  qu’on  fait  etre  poffible  , 
il  e  it  clair  que  cette  equation  de  1’  ordre  n  a  neceffaire- 
ment  pour  integrale  celle  de  Tequation  de  1’ordre  /z -t~  i$ 
&  qu’ainfi  fi  on  a  une  equation  de  lordre  n  qui  ne  dif- 
fere  de  celle-Ia  qu’en  ce  qu’on  a  determine  Ja  conflante 
arbitraire ,  il  eft  clair  qu’elle  aura  encore  la  meme  inte¬ 
grale  en  y  determinant  feulement  la  meme  conflante  ,  fi 
donc^qnade  pareilles  equations  on  faura  par  la  methode 
que  j’ai  donnee  dans  mon  calcul  integra!  fi  eiles  font  ab- 
furdes  ou  non  ,  mais  par  la  methode  expofee  ici  n,  iv 
on  ne  pourroit  s’en  affurer  qu’  en  differentiam  la  propo- 
fee  ,  or  apres  cette  differentjation  comme  il  eft  queflion 

de  favoir  fi  elle  a  une  inregrale  de  1’  ordre  n  _  i,  & 

qifelle  fe  trouve  de  1’ordre  «  -+-  i  ,  la  meme  merhode 
ne  peut  encore  fervir  par  les  raifons  que  j’ ai  expofees 
quant  a  la  maniere  de  les  integrer ,  il  faudra  les  diffe- 
rentier  &  integrer  1  equation  qui  en  nait  en  determinant 
1’arbitraire  dans  une  des  integrales  de  1’ordre  n  ,  en  forte 
que  la  propofee  puiffe  etre  une  de  ces  integrales. 


Je  crois  que  ces  nouvelles  Obfervations  jointes  a  la  me¬ 
thode  que  j’ai  propofee  dans  le  Memoire  p recedent  en  peu- 
vent  dans  plufieurs  cas  faciliter  1’ufage ,  du  moins  en  eclair- 
ciront  elles  la  Theorie  >  &  le  Probleme  efl:  fi  important 
que  cela  fuffit  pour  me  faire  pardonner  de  les  avoir  pia- 
cees  ici. 

VIII. 

Je  me  propofe  de  developper  dans  cet  article  un  cas 
du  Probleme  general  des  maxima  ou  minima  des  formules 
integrales  indefinies ,  ce  cas  me  paroit  fe  rapporter  au 
Probleme  des  Tauwchrones  .pris  dans  le  fetis  le  plus  et  en- 
du  5  ainli  j’  appellerai  quelque  fois  Probleme  des  Tau - 
tochrones  celui  dont  je  m’  occupe  ici  fans  pourtant  pre- 
tendre  par  la  rien  ajouter  a  ce  que  de  tres-grands  Geo¬ 
metres  ont  fait  fur  le  Probleme  des  Tautochrones  pris 
dans  le  fens  ordinaire. 

Soit  une  fon&ion  inregrale  indefinie  de  x  £  &c. 
&  de  leurs  differences  ,  &  que  fuppofant  qu’  il  y  ait  une 
equation  donnee  entre  ces  variabJes  ,  je  cherche  cette 
equation  d’apres  i’  hiporhefe  que  /{  = 
etant  pris  dans  la  fuppofition  que  1’  equation  cherch^e  ait 
lieu. 

Pour  cela  je  fuppofe  que  x  foit  de  venu  x  -t-  $x  , 
dx=p9p  +  $p  &c.  que  y  foit  devenu  y  h-  l  y 
dy  =  p' 9  p*  -+-  B  p'  &c.  que  ^  foit  devenu 
d^=zp'\p^lp  &c. 

J’  aurai  d’  apres  le  fecond  volume  des  Memoires  de  la 
Societe  Roiale  page  175  ,  les  equations  (B)  &.  (.£)• 

La  premiere  feule  devant  donner  1’  equation  cherchee 
entre  les  variables  ,  &  les  autres  fervant  a  determiner  les 
conditions  particulieres  ,  &  les  limitations  du  Probleme . 
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Soit  maintenant  1*  equation  (E  )  ,  AI  x  4-  Bl  y  •+- 
£$£...=  o  ,  il  eft  aife  de  voir  qu’  au  lieu  que  dans 
le  Probleme  des  ifoperimhr es  ii  faut ,  Iorfqu’ il  n’  y  a  pas 
de  fuppofitions  etrangeres  que  A  =  o  ,  3  =±=  o  &  C  =  o  , 
il  fuffit  ici.  que  ^0*4-  Bly  -+■  C§  %  .  .  .  .  =  o  les 
^  x  *  i  •  etant  lies  entre  eux  par  certe  hipo- 

thefe  qu  ii  foient  donnes  par  1’equation  finie  qui  doit  avoir 
lieu  entre  les  variables  ,  foit  A  d  x  -4-  B'  d  y  C  d  i  =  o 
la  differentielle  du  premier  ordre  qui  en  nait ,  j’ai  AI  x 
4-  i?'  -+-  C  $  £  =  o  ,  d’ou  fubftituant  &  egalant  a  zero 

le  coeficiens  de  S  £  &  $  y  qui  reftent  A  B'  —  B  A'  '==  o  r  A  C 
— —  C  A  =  o  ,  &  enfin  A  d  x  4~  B  d  y  ~h  C  d  ^  =  o ,  fi 
j’avois  fait  5  x  ==  A!  $y  ,  $  .x  =s  Bl^,  faurois  eu  feu* 

t  a  B  C  .  ,  *  B  y 

Iement  —  4-  —  =  o,  dou  ^  4-  — - — *  4- 

-4'  B  ’  d  x 

~~-J-  —  =  o  ,  ce  qui  revient  au  m£me  que  ci-defTus  ,  Sc 

d’ou  il  fuit  que  lorfqu’on  cherche  la  Solution  la  plus  eteib 
due  du  Probleme  (c,  a  d)  avec  Ia  condition  des 
t  x,  $y  donnes  entre  eux  par  1’ equation  cherchee  ,  on 
ne  peut  trouver  qu’une  equation  entre  toutes  les  variables, 
11  fernble  d’abord  que  certe  fuppofition  n’eft  pas  legitime, 
parceque  A B\  C  font  finis  par  1’  hipothefe ,  &  que  j’en 
trouve  des  valeurs  d’un  ordre  fuperieur  ,  voici  la  folution 
de  cette  difEcuke.  Soit  V  =  o  lr  equation  finie ,  & 
A'  d  x  4-  B'  dy  4-  C  d  ^  —  o  la  dilFerence  ,  que  F  eoa- 
tienne  n  tranfeendantes  ou  arbitraires ,  que  A,B',C  en 
contiennent  n  —  i  ,  &  que  je  connoifTe  toutes  }es,  diffe> 
rentielles  de  V  jufqu’ a  celle  qui  aft  algebrique  ;  il  eft  clair 
qu’ en  fubflituant  dans  les  A ,  B' ,  C ,  les  valeurs  des  tran- 
feendantes  ou  arbitraires  quon  tire  de  ces  equations.  on 
parviendra  a  une  equation  identique  de  1’  ordre  n  —  i  , 
ou  a  une  de  T  ordre  n  qui  fera  la  mem.e  que  1’equation 
algebrique  tiree  de  V  =  o  ,  on  aura  donc  des  valeurs  de 

A', 


A\  Bi  y  C  de  Tordre  n  —  i  ,  telles  qui  fi  on  fait  x 
B'  &  y  h-  C  l  i  =  o  on  ait  une  equation  identique  ,  en  faifant 
£  x  =  d  x  y  ly  =  dy  ,  ^  {  =  c/  { ,  &  des  valeurs  de 
Ford  re  «  ,  telles  qui  fi  on  fait  encore  ^x=^dxy^y  =  dy  , 
$  ^  =  d  i  on  ait  la  propofee  ,  &  c’  eft  ce  qui  arrive  ici, 
II  fuit  dela  :  i°  ,  que  les  equations  qui  donnent  les  con- 
ditions  qui  doivent  avoir  lieu  entre  les  variables  pour  que 
1*  integrale  indefinie  foit  ou  maximum ,  ou  minimum  donnent 
une  folution  particuliere  du  Probleme  dont  je  traite j  mais 
qu  il  faut  mettre  dans  1’ equation  (B)  dx  po^r &  dy 
pour  §y  &c. ,  lorfqu’on  veut  avoir  la  Solution  generale  : 
i°  y  que  lorfqu’une  fon£lion  ifadmet  point  de  maximum  y 
parceque  les  equations  ,  dont  le  nombre  egale  celui  des 
variables  ,  ne  peuvent  pas  fe  reduire  a  une  de  moins,  Ia 
folution  du  Probleme  a£luel  ne  peut-etre  complette  ,  mais 
qu’on  peut  en  avoir  de  particulieres ;  &  que  dans  la  me- 
me  hipothefe ,  fi  j’  ai  une  equation  definitive  pour  le  ma¬ 
ximum  en  x  feul ,  une  en  y  ,  une  en  £  de  1*  ordre  n  ,  Sc 
que  les  integrant  il  entre  dans  les  arbitraires  une  fonflion 
x'  y  dont  la  difierence  foit  conflante  ,  j’aurai  une  equation 
en  x  &  y  ,  ou  x  &  £  ,  &  le  Probleme  fera  refolu  com¬ 
me  fi  les  equations  s’  etoient  reduires  a  une  de  moins ;  it 
doit  arriver  cependant  dans  le  meme  cas  que  F  equation 
pour  le  Probleme  des  Tautochrones  n’  ait  pas  de  folution 
complete:  30,  qu’ il  peut  arriver  que  le  Probleme  de  ma¬ 
ximis  &  minimis  ait  une  folution  ,  &  que  Fautre  lFen  ait 
pas.  Mais  il  faut  entendre  cela  feulement  d’  une  folution 
abfolue  ,  car  en  confiderant  les  folutions  qu’  on  pourroit 
avoir  ,  en  prenant  entre  les  variables  une  equation  inde- 
pendante  du  Probleme  ,  il  efl  aif£  de  voir  que  le  Pro¬ 
bleme  de  maximis  a  reellement  une  folution  moins  etendue  : 
4°,  que  lorfqu’  il  n’y  a  que  deux  variables  ,  &  les  deux 
equations  pour  le  Probleme  de  maximis  fe  reduifant  k  une, 
la  folution  de  celui  des  Tautochrones  fe  trouve  etre  abfo- 
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lument  Ia  m£me ,  a  P  exeeption  de  Ia  determination  des 
arbitraires. 

Soit  r  equation  (C)  pour  le  cas  de  maxima,  &  mmi- 

,  j?aj  namrellement  2  /72 .  (  n  —  1  )  de  quantites  arbi* 
traires,  m  defignant  le  nombre  des  variables  ,  &  n  Pordre 
de  la  fon&ion  Z ,  Sc  celui  des  conditions  a  remplir  efl 
n  m  -  t  ,  parcequ’  il  y  en  a  une  qui  fe  determine  9i  en 
prenant  une  valeur  determinee  d’  une  des  variables  qu7on 
fuppofe  etre  reftee  dans  i’  equation  (  C )  apres  les  elimi- 
nations  oi^  conduit  Fequarion  (  B  ).  Dans  la  meme  hipothefe 
on  a  pour  le  Pr oblima  des  Tautochrones  n.(m  —  1 )  -  j 
conditions ,  Sc  z  n  arbitraires.  Ces  feules  conditions  font 
indifpenfables ,  fi  on  veut  encore  que  x  etant  zero ,  par 
exempte  / Z  foit  encore  le  meme  quelque  equation  qu’on 
fuppofe  entre  les  variables,  on  aura  pour  le  premier  cas 
n  m  nouvelles  conditions  ,  &  n  .  (  m  —  1  )  pour  le  fecond. 
Toutes  les  fois  que  dans  ces  fuppofitions  le  nombre  des 
conditions  furpafTe  celui  des  arbitraires ,  le  Problema  en 
general  n’  admet  pas  de  folution  ;  au  rette  il  faut  dans 
chaque  cas  particulier  verifier  les  equations  ,  parceque  la 
determination  des  arbitraires  fuffit  dans  quelque  cas  pour 
un  plus  grand  nombre  de  conditions ,  &.que  Ia  valeur  de 
ces  arbitraires  peut  reduire  les  equations  entre  les  varia¬ 
bles  a  n’ avoir  pour  lieu  que  des  points  conjugues  ,  ce 
qu’on  ne  pourroit  regarder  comme  une  vraie  Solutiori, 

Lorfque  le  Probleme  pris  en  general  n’  a  point  de  folu¬ 
tion  il  faut  le  confiderer  d’  apres  certaines  hipothefes  qui 
le  limitent.  Ainfi  dans  le  Probleme  des  maxima  ,  on  fuppo- 
fera  ou  que  les  valeurs  des  &  x  ,  &c.  &  y  ,  &  d  x  &c.  &c* 

foient  nuis ,  foit  pour  la  valeur  ou  Fon  fuppofe  que  f  Z 
commence,  foit  pour  celle  ou  elle  fe  termine,  ou  bien 
011  fuppofera  des  equations  entre  ces  quantites  pour  les 
memes  valeurs  ,  &  aiors  ce  ne  fera  plus  en  general  entre 
toutes  les  valeurs  de  /Z  qu’on  cherche  la  plus  grande. 


mais  entre  celles  de  toutes  ce$  valeurs  qui  font  afliijetries 
a  cemin^s  conditions  dans  celui  des  Tautochrones  ,  on 
pourra  faire  les  memes  fuppofitions  aveo  cette  difference 
qui  refte  toujours  un  %  x  ou  ty  que  ces  condirions  n  af¬ 
ferent  point :  i° ,  que  ces  conditions  ne  ibnt  pour  une 
valeur  unique ,  qne  pour  celle  des  deux  valeurs ,  entre 
lefquelles  on  prend  /Z  qui  refte  fixe  ,  mais  que  comme 
Pautre  ne  P  eft  point ,  ces  conditions  pour  cet  autre 
s’ etendent  a  toutes  les  valeurs  des  variables:  30,  que  les 
conditions  de  la  premiere  efpece  limitent  P  equation  fans 
limiter  le  Probleme ,  &  qu’  il  n’  en  eft  pas  ainfi  des 
fecondes. 

Lorfqu’  il  refte  des  arbitraires  dans  P  Equation  du  Probleme 
des  Tautochrones  ,  chaque  determination  donne  une  folution 
egalement  complette  du  Probleme  ,  mais  dans  celui  des  ma¬ 
xima  chaque  determination  ne  donne  le  maximum  ou  mi¬ 
nimum  ,  que  pour  les  cas  011  les  variables  ont  entre  elles 
pour  un  nombre  determine  de  points  les  conditions  necef- 
faires  pour  cette  determination. 

On  peut  *en  general  dans  le  Probleme  des  maxima  & 
minima  ,  fuppofer  que  les  ^quations  (  B  )  etant  fubftituees 
dans  Z,  on  aura  P  expreflion  de  /Z  en  une  fon&ion  fi- 
nie  d’une  des  variables,  mais  dans  celui  des  Tautochrones 
lorfqu’ il  y  a  plus  de  deux  variables,  il  faut  de  plus  pour 
que  le  Probleme  foit  vraiment  poflible ,  en  general  qu’on 
puifle  avoir  /Z  exprimee  par  une  fonftion  finie  de  plu- 
fteurs  variables  ,  ce  qu’on  peut  connoitre  fans  integration, 
en  effet  fans  cela  on  a  bien  en  general  les  equations  ne- 
ceflaires  pour  que  / Z  ait  les  conditions  demandees  ,  mais 
on  ne  fait  ce  que  peut-etre  f  Z  ,  &  elle  a  une  valeur 
ablolument  ind<£terminee. 

Apres  avoir  confidere  la  formule  /Z ,  je  puis  conftde- 
rer  celle  ou  j’  ai  Z '  donne  par  une  equation  differentielle 
entre  cette  fon&ion  ,  &  les  variables ,  fur  quoi  je  remar- 
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que ,  que  1’  equation  etant  du  premier  ordre ,  multipliant 
par  le  fafteur  qui  la  rend  une  differentielle  exafte  inte- 
grant  par  pame  pour  avoir  Ies  equations  de  condition 
j’ai  une  equation  (  B  )  qui  eft  A  S  Z'  B  S  *  C  l  y 

P  S, ? . &c’  C,  D,  contiennent  le  fafteur;  cela 

pofe  ,  j  ai  pour  le  Prohleme  de  maximis  &  minimis  ■  i<* 

1’  equation  donnee  en  Z ,  &  les  variables  :  i»  ies  aa  ’ 
tions  A '  ~  o  ,  B  =  o  ,  C  =  o  ,  D  =  o  &c. ,  &  fup. 
polant  dans  les  dernieres  equations  1’  equation  donnee  , 
j  en  elimine  les  differences  partielles  du  fa&eur  ,  j’e!imine 
enfuite  ce  fafleur  Iui  meme  par  les  methodes  connues,  & 
j  ai  un  nombre  d  equations  egal  a  celui  des  variables  pour 
celui  des  Tautochrones  ,  puifque  les  $  x ,  &y  ,  $  ?  doivenr 
etre  donnees  par  une  equation.  A’  S  *  -+-  B  l  y  C  '6  r 
&c.  —  o ,  repondant  a  1’  equation  cherchee  A'  d  x  ■+• 
B'  dy  -4-  C'  di  .  .  .  =  o  ,  j’aurai  toujours  pour  ce  Pro¬ 
bUme  1  equation  donnee  A=o,&iBdx-+-  C  dy  ~h 

P  d  V  /  =  °  ’  ,d’  °“  i’  eliminerai  le  fafteur  de  Z' ,  & 
,  aurai  1  equation  cherchee  entre  les  variables.  Si  l’equation 
eft  dun  ordre  fupeneur,  je  cherche  les  memes  equations 
de  condition  pour  celle  du  pretnier  ordre  qui  y  repond 
&  comme  eiles  contiennent  les  fadteurs  dont  on  auroit  beloin 
pour  les  rappeller  a  cet  ordre,  on  les  eliminera  par  1’equa- 
tion  qu  on  a  pour  chaque  fafteur ,  afin  que  Ia  propofee 
devienne  une  differentielle  exafte  de  Z  &  des  variables 
mais  dont  1’ integrale  puiffe  contenir  des  integrales  indefi- 
mes  des  fonttions  de  ces  dernieres. 

.  DanS  Le  Problime  des  Tautochrones  ,  ii  faut  que  I’  equa¬ 
tion  en  Z  devienne  poffible  apres  les  fubftitutions  ,  ce  qui 
arrive  naturellement  dans  celui  des  maxima ;  je  n’entrerai 
dans  aucun  autre  detaii,  parceque,  ce  que  j’ai  dit  ci-deffus 

Si  Z  eft  donne  par  une  equation  qui  contienne  des  dif¬ 
ferences  pamelles  de  Z%  comme  on  peut  regarder  les  dif- 
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ferences  comme  des  fon&ions  finies  &  inconnues  des  va- 
riables  ,  on  aura  egalement  d’  apres  ce  que  f  ai  dit  les 
equations  de  1’  un  &  de  1’  autre  Profpleme, 

Si  Z'  eft  donne  par  une  equation  aux  differences  finies 
ablolues  ,  j’  ai  pour  le  Probleme  de  maxima  les  equations 
demandees,  en  egalant  a  zero  ies  coeficiens  dzl  Z'  x  > 
jy  ,  S  {  .  .  .  dans  1’  equation  (  B  )  ,  mais  pour  celui  des 
Tautochrones  ,  je  fais  comme  ci  deflus  A  d  x  -4-  B'  dy~^ 
C'  d  {  =  o,  d’  ou  A  §  x  -4-  B't  y  -4-  C  ^  {  =  o  ,  fub- 
ftituant  j’  ai  A  ,  B' ,  C' ,  &  fuppofant  les  differences  infi- 
niment  petites  1’ equation  A'  =  o,  B"  d  x  -+-  C'  dy  -4- 
D"  d{  —  o  ,  A’ ,  B" y  C' ,  D  '  etant  ce  que  deviennent 
A  ,  B  y  C  y  D  y  par  cette  fuppofition  integrant  certe  equa¬ 
tion  ,  il  faut  quellefoit  telle,  que  mettant  pour  A',  B',  C\ 
leur  valeur  finie  ,  les  equations  B'  B  —  A  C  =  o  ,  C  C'  — 
A  D  =  o  ,  A  =  o  ,  fe  trouvent  avoir  lieu. 

Enfin  foit  Z  donne  par  une  equation  en  x,y9{  &c., 
&  Z  ,  Z"  donne  par  une  pareille  equation  ,  &  qu^on  cher- 
che  les  equations  pour  que  Z"'  donne  en  Z  &  Z  ,  foit 
dans  le  cas  d’un  de  nos  Problemes  ,  on  eJiminera  Z'  &  Z^ 
par  les  deux  premieres  equations,  fk  on  traitera  F  autre 
comme  ci-deflfus,  cette  derniere  folution  qui  paroit  n’  etre 
qu’une  fuite  tres-fimple  des  precedentes  donne  celle  des 
Problemes  que  M.  Euler  a  reuni  fous  le  titre  des  Metho¬ 
dus  maximorum ,  &  minimorum  relativa  ,*  &  tous  ceux  de 
cette  elpece  qu’on  voudra  le  propofer. 


A  Ribemont  ce  ix  Mai  1768. 


; 

EXEMPLES  DES  METHODES 

P recedentes,  pour  l'  integradon . 

J  ai  cherche  a  reunir  ici  dans  quelques  exemples  d’  inte- 
grations  particulieres  les  differentes  operations  qffexige  la 
methode  generale  d’  integrer  que  je  propofe.  11  y  en  a 
pluheurs  dont  je  n’  ai  point  fait  menrion  parceqffelles 
n’ont  lieu  que  pour  le  troifteme  ordre ,  &  que  cet  ordre 
demande  une  trop  grande  quantite  de  calculs  ,  ou  parce- 
qu  on  pourroit  les  employer  pour  refoudre  les  exemples 
que  j  ai  propoles ,  &  que  ces  exemples  une  fois  detaiiles 
pour  une  maniere  de  refoudre  le  Problime  ne  prelentent 
aucune  difficulte  pour  1’  application  des  autres. 


Exemple  premier . 

Soit  1’  equation  a'*y‘  -  i  xy~x  xzy  .  dxdzy 

*+*  4*Y  -  *** 


4-  2  xy  -  i*.+  4  *y  -  4  xy  4-  4  xy-  2  xz .  dydx 
~h  2  xy  dydx* 

•+•  Ax'  =  Ady  B  =  o 

&  que  je  cherche  Afiy  -+■  B'  d’  apres  ces  conditions 
qu’elle  foit  Ia  dufferentielle  exacte  d’une  fonftion  du  pre¬ 
mier  ordre  &  que  —  =  —en  fuivant  le  procede  du  Pro¬ 


blime  premier  ie  trouve  A'  = - - - d. _ c, 

xdx'  4  *'ydydx  •+■  4  xydy^  P3 
confequent  B'=—~  enfuite  par  les  procedes  du  Problime  fe- 


cond 


.r-t-  z  fx~i  xy-i  xy  ^  ^  -t -4*jy  +  4  xyy-i  xp-4xy-zx'p 

x-*-4*yp-*-4xyy'  p  *  4  *yp 4  xy  p*  " 
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-+-  i  4-  4  xYp'  ixyp  -  iyp'x  -  4  +•  4pp%x 

d  y  - - - - — - ,  d  x 

x  ■+■  4  -+-  4  #y/>* 

rendant  cette  equation  homogene  comme  je  le  propofe 
Obfervation  II.  &  faifant  difparoitre  le  denominateur  les 
variables  y  monteront  au  fixieme  degre ,  1’  integrale  fe 
trouvera  donc  &cre  une  de  celles  des  tables  pour  ce  de- 

gre  ,  &  fera - - - — - -  -4 ~  N  *  &c  cette 

fon&ion  egalee  a  zero  donnera  une  des  integrales  cher- 
chees  du  premier  crdre.  Je  cherche  enfuite  la  feconde 


valeur  de  A'  &  je  trouve  A'  =  A : 


J*2 


X”a^y-+-64y2H-2  a;2^  ■+•  2  at2jk  -  4  at^2  -+•  8  xzy J 

dy1  &  par  la  meme  methode  du  Problcme  fecond  je  trouve 


la  fon6Hon  x  4-  2  atj2  -  2  #2jy  —  2  dp  -4-  1  4-  2  xy 


"+-  iyz  -h  10  xyp  —  2  xp -  -  4  -  4  xy2p  -+-  4  a:^2/? 


-4-12  jry3/»  —  2  a;2/*2  1  2  xzyzpz  —  8  xzy3pz  H-  1 6  xzy*pz 

dy  -4-  1  m-  p  —  1  yp  h-  2  yz  dx  :  x  4-  jy  4*  x  -  2  xy 

y  6  y  ■+■  1  *‘.y  p  -  4  xy  -i-  8  *y .  p1  la 

luppofant  homogene  &  multipliee  par  fon  denominarer  elle 
fe  trouve  monter  au  8  degre ,  fon  integrale  eft  donc 


parmi  celles  de  ce  degre,  &  eft  ly  4-  a:  4-  xp  -  2  #y/? 

4-  4  jry2p  —  /  1  H-  2  xyp  4-  y'2  -h  iV' ,  qui  etant  egalee 
a  zero  donne  la  feconde  integrale  de  la  propofee  ,  &  met* 
tant  dans  cette  feconde  integrale  la  valeur  de  p  prife 

dans  la  premiere  elle  devient  ly  4-  xlx  -+•  N  ~  1  -*r  yz 
4-  N'  =5  o  integrale  generale  &:  finie  de  la  propofee. 
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Exemple  fecond. 

Soic  -r  equation  x  y  -+•  xy  -t-  xzy  -+-  xy2  Ix  dx  H- 

x2  “H  xi  xlx  -+-  </y  ==5  o  .  Je  pourrois  en  dif- 

ferentiant  faire  difparoitre  /x  ,  j’aurois  alors  une  equation  du 
fecond  ordre  .  La  propofee  en  donneroit  une  des  integra- 
les ,  &  trouvant  1’autre  comme  ci-deffus  j*  aurois  celle  de 
la  propofee  $  mais  puifque  Ix  ne  contient  point  de  diffe- 
rentielles  on  peut  employer  la  methode  fuivante.  Je  cher- 
che  d’abord  A  dy  B  dx  fon£Hon  difFerentielle  exaffte 
de  x  &  de  y  Sc  telle  que  la  propofee  etant  A  dy  -h  B  dx 

A'  A  i  _  -  . 

=  o  -g7  =  .  Je  trouve  Probleme  premier ,  en  fuppolanr  que 

Ix  entre  de  meme  que  x  Sc  y  dans  les  fon&ions  ratio- 
nelles ,  A  =  t  ^  x  +  yix  ce  SI0*  me  donne  B'  appellant 

maintenant  Ix  =  {  &  dx  ==  xd%  Sc  fuppofant  que  Ady 
-+-  Bdx  H-  B'  dx  — .  B  'xd %  eft  une  fonfftion  difFerentielle 

exa&e  de  x ,  y ,  ?  ,  je  trouve  i?"  =  - — - -  &  Ia 

’  J  ’  1  ’  ;  x  +  tf  +  xyz 

foaffion  dx  + 

i  ■+■  a?  -+-yz  i  -H  ^  i  x  ■+■  yz 

qui  etant  integree  donne  Ix  -+-  yi  ~+-  i  •+-  xy  -h  JV, 

Sc  par  confequent  1’  integrale  cherchee  de  la  propofee  eft 


Ix  -+-  yix  -+-  i  •+■  xy  N  =  o  • 

Exemple  troijieme, 

Soit  1’  equation  Jx  -H  6  ydx  -+-  9  xdx  •  dly  4  ^y9 
1 6  dxdy z  ii  dxzdy  H-  9  =  o  „  Confer- 

vant  les  m£mes  denominations  &  fuivant  les  memes 
procedes  que  pour  les  exemples  precedens  je  trouve 


A'*= 


A 


4  dy%  *+■  1 2  dxdy  ■+■  c>  dx‘ 


4* 

cherchant  une  autre  valeur  depelle 


r  dx  dy  •+■  5  xdy  •+■  2  ydy  -+-  3  xdx .  A  t  .. 

fe  trouve  5— rt - 7 - - 7-- - —  Iapremiere 

0  dy  '+'36  dxdyx  -h  54  dx*dy  ■+■  27  1 


^  ^  1  +  6j/  +  9*  ///'t  4p*  ■+■  6p  dy  •+■  1  op%  •+■  zip  -t-  9  dx 

4p*  +  Mp  -+■  9  ~ 


&  la  feconde  eft  y /  +  J  y~  ^  t.  -3  *  i  +  6 y-+-9x  Jp 
8 />J  H-  36/?*  -4-  54/?  H-  27  ^  r 


*+•  •  4  p1  -4-  6  piy  -+-  10  p  -h  xi  p  -H  9  dx  donc  ces  deux 
fon&ions  egalees  a  zero  donnent  une  meme  equation 
en  x ,  y  ,  p  >  donc  elles  ont  une  integraie  algebrique , 
donc  divifant  1’  une  par  i’  autre  &  egalant  a  N  le  quo- 
tient  on  aura  une  des  integrales  de  la  propofee  donc  ici' 

dx  *+■  dy  h-  <?  xdy  -+■  2  ydy  -t-  3  xdx  _r  n  . 

- £ - y — £ - JLL - l - -h  jV  =  o  eft  une  des 

x  dy  ax 

integrales  de  Ia  propofee :  la  mettant  fous  Ia  forme  A  dy 

*+•  B  dx  je  trouve  que  A'  =5  - -- - — -  ,  &  que  l’in- 

#  X  -b  y  -b  N  1 

tegrale  finie  eft  /y  -4-  x  -4-  N  -h  2  y  -h  $  x  -h  N'  =  o . 
On  trouve  par  cette  methode  le  moyen  de  connoicreen  gene- 
ral  ft  deux  valeurs  de  A'  repondent  a  la  meme  integraie  al¬ 
gebrique  &  de  trouver  cette  integraie  fans  avoir  a  ve* 
rifier  aucune  equation ,  ce  qui  eft  beaucoup  plus  avanta- 
geux  que  ce  que  j’  avois  propofe  dans  la  remarque 
N.°  1  ;  on  peut  appliquer  le  procede  que  je  viens  d’em- 
ployer  dans  cet  exemple  aux  cas  dont  j’ai  parle  dans  la 
premiere  obfervation  ?  avec  un  fucces  egal. 


Exemple  quatrieme. 

Soit  1’  equation  dx  -  x  xdx  ~  %  xdy  ddy  ■+■  i  Jx‘  - 
dydx-  -h  x  -h  j y~dy  -  3  Tx  —  x  -r-  y-dx  dx'  dy 
-+-  dyl  -  dxdy  -  ydydx  -  xdydx  -+-  ydxx  -4-  xdx1 
—  z  dxl.  idx  —  dy  -t-  xdx  -t-ydx  d‘y  -+-  dxs  ■+■  dydx* 
■+■  xdydx 4  -t-  ydydx 4  -  ydxs  -  xdx ‘  -4-  -  dydx  - 


H-  ydx2  -h  -  1  -  z  dxdy 

x  —  ydxdy  —  xdydx  =  o  . 

Je  prends  A'dzy  -H  i?'  fon&ion  differentielle  exa£le  & 
Tuivant  pour  ce  cas  les  procedes  du  Probtime  premier  fai 


**  =  *x  +  A2  -  i*  2>>  4^-4  -44 

dx  dx  dx  dx* 


- - —  &:  I’  integrale  de  A' dzy  ~h  i?'  fera 

dy  +  ^+  y  +  z 

dx 

apres  avoir  rendu  cette  fonftion  differentielle  exa&e  de 


X,  y,  p,f{-  l  p  X  y  +1-X- 1-  iV’=  o  Ia 
feconde  valeur  de  ^  trouvde  par  la  meme  methode  fera 
I  +■  dz-  p  —  z  -  pdz  -  z  dz 
dp  dp  dp 


p  1 


&  Ia  feconde  integrale 


I  p  h-  i  —  7.  x  -  p  -  i  4-  N'  sa  o.  Tirant  de  Ia 
premiere  Ia  valeur  de  &  Ia  fubftiruant  dans  la  feconde 
©n  aura  1’  integrale  finie  &  complette  j  il  eft  aile  de  voir 
quau  lieu  de  ces  deux  intdgrales  on  pouroit  avoir  la  fe- 

«otide  &  une  troifieme  i  f  -+-  i  pi  -4-  xp  -h  yp 

"-+ -  yi  ~  iV-  =  o  j  or  on  ne  peut 

tirer  la  valeur  de  p  d^ucune  des  deux  j  pour  avoir  donc 
une  equation  ou  cela  foit  poffible  on  les  ajoutera  enfem- 
ble  en  en  multipliant  une  par  m  quantite  conflante  &  on  aura 

i  p1  -+-  z  pi  -t-  -+-  xp  -+*  yp  -+-  ^  -4-  m  lp 

3  x  —  p  ~  —  z  mx  —  mp  —  H-  iV7^  ==  o 

equation  d’  ou  on  peut  tirer  une  valeur  de  p  en  faifant 
m  =  -  i  . 

Je  crois  que  ces  exemples  fuflifent  pour  donner  une 
idee  de  la  maniere  d’  employer  la  methode  generale  ,  & 
que  quelques  uns  d’  entre  eux  echappent  aux  methodes  con- 
nues  jufqu’  ici. 


T '  : 

SOLUTION 

U  un  Probleme  (T  Arithmetique 

Par  M.  dela  G  R  A  N  G  E. 

X-/e  Probleme  que  j’entreprends  de  refoudre  dans  ce  Me- 
moire  eft  celui-ci  :  Etant  donni  un  nombre  quelconque  entier 
&  non  carre  trouver  un  nombre  entier  &  carre  ,  tel  que  le 
produit  de  ces  deux  nombres  augmenti  di  une  uniti  foit  '  un 
nombre  carri.  Ce  Probleme  eft  un  de  ceux  que  M.  Fer- 
mat  avoit  propofes  ,  comme  une  efpece  de  defis  ,  a  tous 
les  Geometres  Anglois  ,  &  particulierement  a  M.  Wallis, 
qui  a  ete  le  feul ,  que  je  fache ,  qui  Pait  refolu,  ou  au 
moins  qui  en  ait  publie  la  folution  (Voyez  le  Chapitre 
xcyiii  de  fon  Algebre  &  les  Lettres  xvit  &  xix  de  fon 
Commercium  Epifiolicum )  $  mais  la  methode  de  ce  favant 
Geometre  ne  confifte  que  dans  une  efpece  de  tatonnement, 
par  lequel  on  n’ arrive  au  but  que  d’ une  maniere  affes 
incertaine  ,  &  fans  favoir  meme  ii  on  y  arrivera;  d’ailleurs 
il  faut  demontrer  furtout  que  la  folution  du  Probleme  eft 
toujours  poftible  quel  que  foit  le  nombre  donne,  propoli- 
tion  qui  eft  generalement  regardee  comme  vraie  ,  mais 
qui  n’  a  pas  encore  ete  etablie  ,  que  je  fache  ,  d’une  ma¬ 
niere  folide  &  rigoureufe  5  ii  eft  vrai  que  M,  Wallis  a 
pretendu  la  prouver ,  mais  par  un  raifonnement  que  les 
Mathematiciens  trouveront  bien  peu  fatisfaifant ,  &  qui 
n’ eft,  ce  me  femble  ,  dans  le  fond  qu’une  efpece  de  pd- 
tition  de  principe  (Voyez  le  Chap.  xix.  de  fo  n  Algebre). 
II  s’enfuit  dela  que  le  Probleme  dont  il  s’  agit  n  a  pas 
encore  ete  refolu  d’une  maniere  fuffifante ,  &  qui  ne 
laiffe  rien  a  defirer ;  c’  eft  ce  qui  m’  a  determine  a  en 
Mifc.  Taur .  Tom.  IV.  f 


* 


4  i 

faire  1’  objet  de  m es  Recherches  ,  d’  autant  plus  que  folu- 
tion  de  ce  Problime  eft  comme  la  cle£  de  tous  les  autres 
Problemes  de  ce  genre. 

i.  Soit  a  Je  nombre  donne  non  carre,  y1  le  carre 
cherche  &  xz  un  autre  quarre  quelconque  ,  Ia  queftion  (e 
reduit  a  fatisfaire  a  cette  equation  ayz  - -h  i  s=  xz ,  en 
ne  prenanc  pour  x  tk  y  que  des  nombres  entiers;  ainfi 
il  s’agit  de  trouver  deux  nombres  entiers  x  &  y  tels 
que  xz  —  ayz  =  i  . 


Qu’on  tire  Ia  racine  carree  de  a  par  approximation  , 
&  I  on  aura  une  fra£tion  decimale  qu’on  pourra  changer, 
par  les  methodes  connues ,  en  une  fra&ion  continue  ,  la- 
quelle  ira  neceffairement  a  1’ infini,  a  caufe  que  V  a  eft 
une  quantite  irrationelle  par  1'  hipothefe, 

Pour  cela  il  n ’  y  aura  qffa  divifer  d’abord  le  numera- 
teur  de  la  fraftion  trouvee  par  fon  denominateur ,  enfuite 
le  denominateur  par  le  refte,  &  ainfi  de  fuite,  en  prati- 
quant  Ia  meme  operation  ,  par  Jaquelle  on  cherche  la  plus 
grande  commune  mefure  de  deux  nombres  ,  &  nommant 
?  >  q'  1  f  y  q/!  &C.  les  quotiens  qui  refultent  de  ces  diffe¬ 
rentes  divifions ,  on  aura 


V  a 


q  -H  — 


-+■  ~77  H - —  &C. 

Or  cette  fra&ion  continue  etant  interrompue  fucceffi- 
vement  au  premier  terme  ,  au  Tecond ,  au  troifieme  &c. 
donnera  une  infinite  de  fra&ions  particulieres  que  je  dd* 

fignerai  par  — - ,  ~ ,  —  &c.,  auxquelles  ajoutanc 


Ja  fra&ion  ,  on  aura  cette  fuite  infinie  de  fra£hons 
i  m  M  m>  M  m"  M"  m,,f  M" 

o  ’  n  9  N  9  n'  *  ~W  5  V7  9  IsF  7  '~rF  ?  ^ 

qui  feront  telles  que 
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m 
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&c. 
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n 

N 

1  /2/ 

i\T 


Ces  fortes  de  fraftions  ont  plufleurs  proprietas  qui  font 
connues  depuis  long-tems  des  Geometres  ,  mais  que  nous 
eroyons  devoir  rappeller  ici  en  peu  de  mots ,  parceque 
nous  en  ferons  un  grand  ufage  dans  Ia  fuite. 

i°  Les  numerateurs  i  ,  m  *  M ,  my  M'  &c.  forment 
une  ferie  qui  va  continuellement  en  augmentant  j  &  il  en 
eft  de  meme  des  denominateurs  o  ,  n  ,  N ,  ri,  N'  8cc. 


i°  Les  fraftions  — ,  &c.  font  toutes  plus 

n  n  n 

petites  que  la  valeur  de  la  fra£tion  continue  d’  ou  elles 
refultent ,  valeur  qui  dans  notre  cas  eft  V  a  9  mais  elles 
s’en  approchent  toujours  de  plus  en  plus.  Au  contraire 

•  les  fra£hons  —  ,  —  ,  &c.  font  toutes  plus  gran¬ 

des  que  Ia  meme  valeur ,  vers  laquelle  elles  font  aufll 
conflamment  convergentes.  Et  chacune  de  ces  fra&ions 
en  particulier ,  foit  qu’elle  foit  plus  grande  ou  plus  petite 
que  V  a  approche  davantage  de  cette  quantite  que  ne  fait 
aucune  des  fra&ions  precedentes  ,  ni  que  pourroit  faire 
aucune  autre  fra6lion  quelconque  dont  le  denominareur 
feroit  plus  petit. 

3°  Si  on  multiplie  en  croix  toutes  les  fra£tions  voiflnes, 
oc  qu’on  retranche  les  produits  Tun  de  1’autre ,  on  aura 
dans  toute  i’  etendue  de  la  ferie 

i  n  —  o  m  =  i 

Mn  —  N  m  =  i 
M  ri  —  N  m  = 


i 
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M'  n'  —  N'm'  =  i 
M"  n"  —  jV'  m' s=  i 
&c. 

d’oix  l’on  voit  que  les  nombres  m,  n,  M,  iV,  rc',  «' &c. 
ne  peuvent  avoir  d’aurre  divifeur  commun  que  1’  unite  ; 
&  qu’amit  les  frattions  dont  il  s’agit  font  toutes  reduites 
a  leurs  moindres  termes. 

*  Cela  pofe  ,  puifque  V  a  1 ,  fi  on  fait 

Jv  n  7 

Va=  ?  otl  aura  A  >  o ,  &  ;>  donc 

&  M  m’  i 

lvr<lv - Sr<JV?  ^  caufe  de  —  Nm'=i); 

donc  A  <  ~  ,  &  comme  d>  N,  on  aura  a  plus  forte 

raifon  A  <  En  fuppofant  de  me  me  V  g  - —  A,  

-M" - A" 

~'jV" —  &c>  on  Prouvera  que  A'  >0  &<  a" 
>  O  &  <  ~  &c. 

Pareillement ,  a  caufe  Je  f  ~  ~ ,  fi  an 

fait  e  «■  =  iil  on  aura  5  >  o  &  -L<  A. 

»  »  -N  n 

<  ;  donc  auffi  ,  a  caufe  de  jV^>>  72 ,  &  <;  L  .  & 

lon  prouvera  de  la  meme  maniere  qu’en  faifant  V  a  = 

— —  —  ~^r-  &c.  on  aura  &' >  o  &  <  S"  >  o 

&  <  ~  &c. 
n 

Confiderons  maintenant  la  formule  *a  _  ay\  &  fub- 

flituons  fucceffi  vernent  dans  cetce  formule  les  nombres 
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M,  M',  M"  &c.  a  Ia  place  de  * ,  &  les  nombres  cor- 
refpondans  N ,  N'  N"  &c.  a  la  place  Aty ,  en  nominant 
Z  Z',  Z"  &c.  les  quantites  qui  en  refultent ;  nous 

•  /  M  —  &  s 

aurons  cPabord  M 1  —  a  iV*  =  Z ,  mais  a  =  (  )"  ? 

donc  Z  =  iMA  —  A1  ;  donc  puifque  A  >  o  &  < 

~  fera  aufii  >  o  &  <  i  on  aura  de  meme 

Z'  =  M'1  —  aN'1  =  i  M'  A  —  A'%  &  par  confequent 

Z'  >  o  &  <  — }  &  1’  on  prouvera  de  la  meme 
JN 

2  M"  0 

maniere  que  Z"  =  M"2  —  a  N"1  >  o  &  <C  & 

M  .  ,  '  '  ikT  AT  Af"  r 

ainfi  de  fuite.  Mais  les  fractions  ,  -j-y  <,  j^r  ^c*  *or“ 

ment  une  fuite  decroiffante  &  convergente  vers  V  ay 
donc  les  nombres  Z  ,  Z',  Z"  &c.  qui  refultent  de  la  fub- 
ftitution  de  M ,  M\  M"  &c.  a  la  place  de  x  &  de  iV, 
iV%  N"  &c.  a  la  place  de  y  dans  la  formule  xz  —  ay\ 
&  qui  font  par  confequent  tous  entiers ,  feront  aufli  ne- 

2  M  ^ 

ceffairement  tous  pofitifs  &  momdres  que  p .  Ur  ces 
nombres  Z  ,  Z',  Z"  &c.  font  en  nombre  inhni ,  parce- 
que  le  nombre  des  fra&ions  ^  eft  infini  y  donc 

puifque  ii  n*  y  a  qu’un  nombre  fini  de  nombres  entiers 
pofitifs ,  &  moindre  qu’un  nombre  donne ,  il  faudra  ne- 
ceffairement  qu'une  infinite  de  ces  nombres  Z,Z,Z  &c. 
foient  egaux  entr’eux. 

Ainfi  on  aura  par  ce  moyen  une  infiniti  de  nombres 
differens  a  fubftituer  au  lieu  de  x  &  de  y  dans  la  for¬ 
mule  x 2  —  ay2,  de  maniere  qffelie  elt  toujours  une 

iM 

meme  valeur  pofitive,  oc  moindre  que 


4<$  t 

Si  au  Heu  de  fubftituer  a  la  place  de  at  &  de  y  les  nombres 
M,  M,M  Scc.  &  JV,  N ,  iV  &c.,  on  y  fubftituoit  les  nora- 
bresm^m^m  &c.  n ,  n  &c,  ,  &  qu’on  nommat 

&c.  les  valeurs  refultantes  de  a;1  —  yx  on  auroit 

{  =  m  —  a  n  =  [  en  mettant  <— — y  £  la  place  de 
]  “  2  w  ^  d oii  Ion  voit  que  £  fera  n^gatif  9 

&  qu’a  caufe  de  &<i,  on  aura  — .  ^  <  —  +  t  , 
On  trouvera  de  meme  f  ==  z  m  $'  ~~  &'%  &  par  con- 

fequent  {  <C  o  &  —  {  <  —  i  ;  Sc  ainfi  de  fuite 
a  1’  infini. 

Dou  l’on  conclura  comme  ci-deflus,  qu’ ii  y  a  necef- 
fairement  une  infinite  de  ces  nombres  m  ,  m\  m  &c.  & 
n ,  /2',  n  &c.  qui  etant  fubftitues  a  la  place  de  *  &  de 
y  dans  la  formule  **  —  ay 2  Ja  rendront  egale  a  un  me¬ 
me  nombre  entier  negatif,  &  compris  entre  0  & 

2  m 


4  Nous  denoterons  en  general  par  x  ,  x\x\x"  &c. ,  & 
Par  y  1  y?  y'»  y"  &c.  j  tous  les  nombres  qui  etant  fubftitues 
dans  la  formule  **  —  ]a  r endent  egale  a  un  meme 
nombre  quelconque  enrier  pcfitif  ou  negarif,  que  nous 

appellerons  R  j  enforte  que  l’on  ait  les  equations  a;*  

ay 2  =  xz  —  ay*  =  R,  x"z  —  ay"x  =R,  x"z 

—  ay"z  =  i?  &c. ,  dont  Je  nombre  fera  infini. 

5* Lemme.  Le  produit  de  ces  de ux  quantires  _ ayz 

&  x’1  —  a  y*  e  it  ( XX  -i-ayfY  —  a  ( Xy’  +y/j>j 
car  O;  -  a/)  <>'2  —  ay* )  =  h-  Jyy 

xax  x  yy2  -+-  a'^*/ 


— 

—  a*2/2 

—  a(xf 


-  *  *  y 

•  2.  a  atj  at'^ 

t  y  x.  y. 


=r  a:V2  H~ 


ayzxf3,  =  (##'  y) 


D’oir  1’  on  voit  que  le  produit  de  deux  quantites  de 
cette  forme  xz  —  a'y,  a  etant  une  quantite  donnee,  eft 
toujours  auffi  de  la  meme  forme  ;  &  qifainfi  le  produit 
d’autant  des  quantites  de  cette  forme  qu’on  voudra  fera 
encore  de  la  meme  forme. 

Donc  on  aura  (xz  —  &yzY  *=  ( xz  -H  ayz  )z  — 

a  ( ixyY,  (xz  —  ay2Y  =  ( x9  ■+*  3  a  x  yz  Y  — 

a  (  3  xz  y  -i-  ay*  )z  j  &  a  inii  des  autres. 

6  Suppofons  d’  abord  que  R  8c  a  foient  premi  e  rs 

entr’eux,  &  multipliant  enfemble  deux  quelconques  des 
equations  de  Y  A  rt.  4  ,  on  aura  (  Lemme  ) 

Rz  =  (  a:  x  -+-  ciyy  )2  —  a  (  xy  -y-y  x'  Y  ••  •  (  ^  )* 

De  plus  les  memes  equations  donneront  celle-ci  : 

R  (y*  _ y  )  =  xz y%  favoir  ,  a  caufe  de  xzyz  — 

y  x*  =  (x/  ( xy  —  y  x  ) 

R  (/2  — ^2 )  ==  ( xy'  ■+■  y  x' )  (x  y'  —  (5). 

Or  loit  i°  ii  un  nombre  premier  queiconque*  il  fau- 
dra,  en  vertu  de  Fequation  ( B )  ,  que  xy  -h  y  x  ou 
xy  —  y  x  foit  divifible  par  R  j  foit  donc  xy  -4-  y  x 
=  q  R  ,  &  Fequation  (^)  deviendra  i?1  =  (*  x'  -4-  ajyj')* 
—  aqzRz  j  d’ou  1’on  voit  que  (x  x'  <zyy)2  eit  di- 
vifible  par  Rzy  &  que  par  conlequent  xx  ~*~ayy'  eft 
divifible  par  R  j  donc  faifant  xx  a^y  =  p  R ,  & 

divifant  enfuite  toute  Fequation  par  on  aura 
i  =  pz  —  a  qz . 

7.  Soit  i°  R  =  AR,  A  fkB  dtant  des  nombres 
premiers  ,  il  faudra  en  vertu  de  1’  equation  ( B ),  que 
xy  -+- y-x  ou  xy  — y  x  foit  divifible  par  R  ou  bien  que 
Fune  de  ces  deux  quantires  foit  divifible  par^&  1’autre  par  B . 

Le  premier  cas  rentre  evidemment  dans  celui  de  YArt. 
precedent ,  &  donne  par  confequent  le  meme  refultat. 

Dans  le  fecond  cas  on  aura  xy'  y-  y  x  =  ?  B ,  q 
tfetant  point  divifible  par  A  ■,  &  Fequation  (A)  deviendra 
Az  B*  =Z \xx'  dzayyY  —  a  qz  Bz  ■,  de  forte  que  x  x' 
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^  ayy '  fera  aufii  divifible  par  B ;  donc  faifant  x  x* 
ayy  ==»  p  B  ,  &  divifmt  toute  1’  equation  par  i?4  ,  on 
aura 

Az  z=  p*  —  a  q1  .  .  .  .  -  .  *  .  <C). 

Or  comme  q  n’eft  pas  divifible  par  A  ,  &  que  a  ne 
1’eft  pas  non  plus  ( hip.  )  p  ne  le  fera  pas,  de  forte  que 
A,p  tk  q  feront  premiers  entr’eux, 

Qu’  on  prenne  maintenant  une  autre  quelconque  des 
equations  de  YArt.  4, ,  comme  R  =  x"z  —  ay" 4  ,  & 
qu’on  la  combine  avec  1’  equation  R  xz  —  ayz ,  en 
operant  fur  ces  deux  equations,  comme  nous  venons  de 
faire  fur  les  equations  R  =  x2  &  -  ayz  R  =  x'z  —  a yz  5  on 
aura  Hes  refultats  analogues  aux  precedens ,  dont  on  tirera 
par  eonfequent  des  conclufions  femblables.  Ainli  il  faudra 
que  Pune  ou  Pautre  de  ces  quantites  x y"  -4-  y  x\  xy" 
—  y  x"  foit  divifible  par  R  ,  ce  qui  fe  reduit  au  cas  de 
YArt.  6.  i  ou  bien  que  fune  le  foit  par  A  ,  1’  autre  par 
B  .  Donc  faifant  dans  ce  dernier  cas  x  y"  ^  y  x"  = 
q  B ,  &  enfuite  x  x"  rh  ayy "  —  p  B,  on  parviendra 
de  raeme  a  1’  equation  ^ 

A1  =  p1  —  aqz . .  .  ( D ) 

dans  laquelle  A ,  p  6c  q  feront  aufli  premiers  entr^eux. 

Or  les  deux  equations  (  C )  &  (  D )  donneront  ces 
deux-ci 

A+  =  (p p  a.q  q  Y  —  a(  p  q  -fc  q  p'  )*  .  .  ( E ) 

=  •  •  •  (n 

Amh  ,  a  caule  que  A  eft  un  nombre  premier  ,  il  fau¬ 
dra,  en  vertu  de  Pequation  ( F)  ,  que  Pune  ou  P  autre 
des.  quantites  p  q'  -t-  q  p',  p  q  —  q  p  foit  divifible  par  Az ,  ou 
bien  que  Pune  P  autre  ibient  divifihles  en  meme  tems 
par  A,  mais  alors  i!  faudroit  aufi  que  leur  fomme  2  pq 
tiit  divifible  par  A,  ce  qui  ne  peut  etre  ( a  caufe  que 
ni  p,  ni  q  neit  divilible  par  A)  a  moins  que  A  ne 
foit  =  2, 


Suppo  fons 


Stippofons  cTabord  que  A  foit  different  de  i ,  &  Pon 
aura  neceffairem  ent  p  q  rh  cl  q  p'  =  s  A1 ,  ce  qui  reduit 
Pequation  (  E )  a  celle*ci:  A 4  =  (pp  dz  &  q  <[Y  — ' 
a  sz  A 4,  par  laquelle  on  voit  que  p  p  a  q  q  doit  aufli 
etre  divifible  par  A 1  de  maniere  qffon  aura  p  p’  -±:  a  q  q* 
=  r  A1-,  Sc  par  confequent  en  divifant  toute  Pequation  par  A 4 

i  =  r1  —  £ii: 

Si  etoit  =  2  ,  alors  comme  q  &  q*  font  premiers 
£  A ,  iis  feroient  tous  deux  impairs  j  par  confequent 
ieurs  carres  feroient  chacun  un  multiple  de  8  augmente 
d’  une  unite  j  de  forte  que  la  difference  de  ces  carres 
feroit  neceffairement  un  multiple  de  8  ;  on  auroit  donb 
qz  —  q1  sss  8  m ,  &  Pequation  (F)  deviendroir,  a  caufe 
de  A  s=  2,  31^  =  (p/  -+■  ?/)  (p/  —  yp');ainfi 
il  faudroit  neceffairement  que  Pune  ou  Pautre  des  quan¬ 
tites  p  h-  q  p  ,  pq  — — •  ^p*  fut  divifible  par  4,ceft-a- 
dire  par  ^  comme  dans  le  cas  precedent. 

8  Soit  3  °  R=z  ABC. A,  B,C  etant  des  nombres 
premiers  j  donc  il  faudra,  en  vertu  d^e  Pequation  (B) 
que  Pune  ou  Pautre  des  quantites  xy  -+-  y  x  ,  sry' 
-yx  foit  divifible  par  R  ,  ce  qui  rentre  dans  le  cas 
de  M Art,  6  ;  ou  bien  que  Pune  foit  divifible  par  A ,  Sz 
Pautre  par  BC.  Soit  donc  xy  rh  y  x'  =  qBC ,  Sz 
Pequation  (A)  deviendra  A2  Bl  C2  ==  (x  x  -f-  ayy ')* 
—  a  q2  B2  C2  i  de  forte  qu’il  faudra  audi  que  xx  ayy  ■ 
foit  divifible  par  B  C  j  donc  faifant  x  at'  :;H  =  p  B  C, 

&  divifant  toute  Pequation  par  B 2  C 2  on  aura  A2  =  p2  —  a  q \ 

Si  on  combine  de  meme  1’equadon  R  =  **  —  ajK* 
avec  P  equation  i?  ==  #"a  —  ay  (  Art.  4  )  ,  &  que  ni 
Pune,  ni  Pautre  des  quantites  xy *  *+-  y  x"  ,  —  y  * 

ne  foit  divifible  par  R  ,  on  parviendra  par  la  meme  me¬ 
thode  a  une  equation  de  cette  forme  k2  =  p2  —  a  q2  9 
k  etant  Pun  des  fa&eurs  de  R .  Donc  li  k  =  A  on  aura 
deux  equations  qu’on  traitera  comme  on  a  fait  ci-deffus 
Mifc,  Taur.  Toni,  1K ,  g 
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les  Equations  (  C ).  &  (  D  )  Si  k  =  B ,  on  combinera 
les  equations  i?  =  x'2  —  ajy'2  &  i?  s=  #"2  —  « y'1  ?  & 
(i  cette  combinaifon  ne  donne  pas  le  cas  de  i' An.  6  elle 
donnera  necefftirement  une  equation  de  cette  forme  kz  = 

2  £  <7  %  ^  ^tant  Pun  drs  trois  fa£feurs  de  R. 

Donc  fi  k'  =  A  ou  =  B  ,  on  aura  deux  equations 
analogues  aux  equations  (C)  &  (  D  ) ;  mais  fi  =Cil 
faudra  prendre  une  quatrieme  equation  telle  que  R  =  x "* 
—  ay>z->  &  Ia  combiner  avec  quelqu’une  des  precedentes 
pour  avoir  ou  le  cas  de  P An.  6  ,  ou  au  moins  une  nou- 

veile  equation  de  cette  forme  k'2=:p'"z  _ a  k''  etant 

eg  d  a  A  ou  a  B ,  ou  a  C  j  ainfi  quelque  foit  k"  on 
aura  neceffairement  deux  equations  analogues  aux  equations 
(C)  Sc  ( D) ,  par  lefquelles  on  pourra  refoudre  le  Pro - 
bleme  (  7  )  . 

En  general  il  eft  evident ,  par  tout  ce  que  nous  avons 
demontre  jufqu’  ici  ,  qu’en  multipliant  enfemble  deux  quel- 
conques  des  equations  de  YArt.  4  ,  on  aura  neceffairement 

ou  une  equation  de  cette  forme  1  =  p1  _  a  comme 

dans  1  An.  6  ,  ou  au  moins  une  equation  de  cette  autre 
forme  k7‘  =  pz  —  a  qz$  k  etant  Pun  des  trois  fafteurs  de 
R  .  Donc  (i  on  prend  quatre  des  equations  de  P^rr.  4  , 
Si  qu  on  en  forme  quatre  produits  differens,  on  parvien- 
dra  neceffairement  a  1’  equation  1  ==  pz  —  a  f,  ou  au 

moins  a  deux  equations  de  la  forme  k 1  =  pz  _  a  q-  y 

kz  =  p'2  —  a  qz\  qu’on  traitera  enfuite  comme  on  a  fait 
plus  haut  les  equations  ( C )  &  (Z)). 

9-  Soit  4 0  R  =  AB  CD  ,  A ,  B ,  C,  D  etant  des 
nombres  premiers  ,  ii  faudra  en  vertu  de  P  equation  (  B ) 

que  Pune  ou  Pautre  des  quantites  xy  y  x  ,  Xy' _ yx 

foit  divifible  par  R  ;  ou  que  Pune  foit  divifible  feulemenc 
par  B  C  D  y  &  Pautre  par  A  j  ou  enfin  que  Pune  le  foit 
feulement  par  C  D  ,  &  Pautre  par  A  B  *  ce  qui  donne 
trois  cas  differens. 
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Dans  le  premler  cas  on  aura  cTabord,  comme  dans 
YArt'  6  ,  i  =  f  —  a  q2. 

Dans'  le  fecond  cas  on  aura,  comme  dans  1’  Art.  y7 
en  mertant  B  C  D  au  lieu  de  B,  A1  =  f  —  a  f. 

Dans  le  troifieme  cas  on  fera  xy  rh  y  x‘  = 

&  1’  equation  (  A )  deviendra  A z  B 1  Cz  Dz  t=  (x  x 
H-  a  y  y  Y  —  a  qz  Cz  Dz ,  de  forte  qu  on  aura  aufli  x  a;' 
-j-  a jk y  «=  p  C  D  -,  St  par  confequent  en  divifant  toute 
1’  equation  par  C*  Dz  ,  Az  Bz  pz  —  a 

Qu’on  prenne  donc  cinq  des  equations  de  P^rf.  4  ,  St 
qu’on  les  multiplie  enfemble  deux  a  deux  pour  avoir  fept 
produits  differens  ( on  pourroit  a  la  verite  en  avoir  dix  , 
mais  il  fuffit  ici  d’en  confiderer  fept  )  ,  1*  on  aura  necef- 
fairement  par  ce  moyen  ou  une  equation  de  cette  for- 
me  1  =  pa  —  a  qz  ,  laquelle  refoud  le  Probleme }  ou  au 
moins  deux  equations  de  cette  forme  A2  =  pz  —  a  qz , 
Az  s==  p' 2  —  a  qz ,  ( A  etant  Pun  quelconque  des  fa&eurs 
de  R  )  St  le  Probleme  fe  refoudra  comme  dans  VArt.  7  f 
ou  enfin  deux  equations  de  Ia  forme  Az  Bz  =  pz — a  qz9 
Az  Bz  =  pz  —  a  q*  i  (A  St  B  etant  deux  quelconques 
des  quatre  fa&eurs  de  R )  5  St  dans  ce  dernier  cas  on 
prouvera  aifement  que  les  quatre  quantites  p ,  q  ,  /  St  q 
feront  premieres  a  A  St  B  . 

Or  les  equations  Az  Bz  =  pz  —  a  St  Az  B2  =  p  * 

• —  a  q  2  donnent  ces  deux-ci 

A ♦  =  (pp*-±dq  qY  —  a(pq'-±q  p'Y - (  G  ) 

A2  Bz  ( qz  —  f)  =  ( f  *  q  p)  (f/  —  7/0  *  *  •  (#)• 

Et  il  faudra  ,  en  vertu  de  Pequation  (H),  que  1  une 
ou  Pautre  des  quantites  p  q  -4-  q  p ,  p  /  —  qp  Ibit  di- 
vifible  par  A 2  Bz  •,  ou  que  Pune  le  foit  feulement  par  A 
ou  par  B  ,  St  1’autre  par  A  Bz  ou  par  A1  B ,  ou  ^  que 
Pune  St  Pautre  le  foient  par  AB  \  ou  enfin  -que^  P  une 
le  foit  feulement  par  A% ,  St  Pautre  par  B2t,  ce  qui  don- 
ne  ,  comme  Pon  voit ,  quatre  cas  differens. 
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Dans  le  premier  cas  on  fera  p  q*  -4-  qp*  —  s  A2BZ,  & 

Pdquation  (  G  )  deviendra  A*  B*  =  (p  p'  aqq)2 _ 

ct  s2  A 4  2?4  i  donc  on  aura  auffi  p  p'  ^  q  q  =  r  A2  B2  y 
&  divifant  toute  1’equation  par  A*  B\  on  aura 
i  =  rz  —  as\ 

A  1’egard  .du  fecond  cas  il  eft  clair  que  fi  les  deux 
quantires  pq  -4-  q  p  ,  p  q  —  q  p'  etoient  divifibles  en  m£- 
me  tems  par  A  ou  par  B  ,  il  faudroit  que  Ieur  fomme 
ipq  le  fur  auffi,  ce  qui  ne  peut  etre  (a  caufe  que  p  tk 
q  font  premier  a  A  &  B  )  a  moins  que  l’on  tfait  A  ou 
B  =  2  ;  mais  alors  q  q'  feroient  neceftairement  im- 
pairs  y  ce  qui  donneroit  de  forte  que 

1’  equation  ( H)  deviendroit  ( eu  fuppofant  B  =  2  ) 
3  2  m  A*  =  ( P  q  -h  q  p  )  ipq  —  q  p'  )  ;  donc  ,  puifque 
T  une  des  deux  quantites  p  q  -h  q  p  ,  p  q  —  q  p  eft  fup- 
pofee  divifible  feulement  par  B  ,  il  faudra  que  1’autre  le 
ioit  par  1 6AZ ,  &  par  confequent  auffi  par  A2  B2\  ce  qui 
fe  reduit  au  premier  cas. 

Le  troifieme  cas  ne  peut  point  avoir  lieu  du  tout ,  a 
caufe  que  la  fomme  des  quantites  pq  n-  q  p\  p  q' —  qp 
nr  etant  point  divifible  par  A  B  ,  il  eft  impoffible  que  cha- 
cune  de  ces  quantites  le  foit. 

Refte  le  quatrieme  cas,  dans  lequei  on  aura  pq  q  p 
==  s  B\  s  n’  £tant  point  divifible  par  A  ,  on  aura  donc 
dans  ce  cas ,  au  lieu  de  1’  equation  (  G ) ,  celle-ci :  A+  B+ 
=  (pp'  aqq)2  — a  s2  B* par  confequent  on  aura 
auffi  p  p  ^  a  q  q  ==  r  Bz ;  &  divifant  toute  Pequation 
par  B4y  on  aura  A*  =  r2  —  a  s2  ;  &  comme  s  &  a 
ne  font  point  divifibles  par  A ,  r  ne  le  fera  pas  non  plus; 
de  forte  que  r  &  s  feront  premiers  a  A . 

Ayant  1  equation  A*  =  r2  — •  a  s2,  il  faudra  encore 
en  avoir  une  autre  femblable  pour  pouvoir  refoudre  le 
Problime.  Pour  la  trouver  on  conrinuera  a  multiplier 
enfemble  deux  a  deux  les  autres  equations  de  YAn.  4  , 
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&  il  eft  facile  de  voir  par  ce  que  nous  venons  de  mon- 
trer ,  que  fi  ces  combinaifons  ne  donnent  pas  quelques 
uns  des  cas  qui  ont  deja  ete  refolus  ,  elles  donneront  nb- 
cefiairement  a  la  fin  deux  equations  de  ceue  forme  A 4  = 

r2  _  a  s*  A*  =  rz  —  a  A  etant  Fun  des  quatre  fa- 

fteurs  de^R  &  r,  s ,  r'  &  s  etant  premiers  a  A. 

En  effet  puifque  le  nombre  des  equations  de  VArt.  4 
eft  infini  ,  &  que  le  nombre  des  cas  qui  peuvent  arriver 
eft  limite  ,  il  eft  evident  que  le  meme  cas  devra  arriver 
une  infinite  de  fois ;  de  forte  que  fi  l’on  ne  trouve  pas 
quelques  uns  des  cas  que  nous  avons  deja  refolus ,  011 

trouvera  neceffairement  deux,  &  meme  une^  infinite  de 
cas  tels  ,  que  A*  =  r%  —  a  s1,  &  A+  =^2  “  as  \> 
mais  il  fuffira  d’en  avoir  deux ,  pour  que  le  Problwt  foit 

refoluble. 

On  aura  donc  par  le  moyen  des  deux  equations  dont 
il  s’agit 

A%  =  (  r  r  a  s  s  )x  —  a  (  r  s  r±-  s  r)2  .  ...  .  (/) 
A+  (  s'z  —  j*  )  s=  (  r  /  Hr  jt  r' .)  (  r  j  —  s  r  )  .  .  .  (K). 

Donc  ii  faudra  ,  en  vertu  de  1’  equarion  (  K  )  ,  que 
Tune  ou  Fautre  des  quantites  r  s  -4-  sr  ,  r  s  —  j  r  foit 
divifible  par  A4  $  ou  ,  que  toutes  les  deux  foient  divifibles 
a  la  fois  par  A  ;  mais ,  dans  ce  dernier  cas ,  il  faudra 
auffi  que  leur  lomme  zrs  foit  divifible  par  Ay  ce  qui 
ne  peut  etre  a  moins  que  A  ne  foit  =  z  .  Or  fuppofant 
A  =  2  on  aura  —  ,sz  =  8  m,  ce  qui  reduira  1’equa- 
tion  (K)  a  %->m  =  (rs  -+-  s  r)  (  r  s'  —  .sr)  d’ou 
Ton  voit  que  fi  Fune  des  quantites  r  s  -4-  sr\rs\  — sr 
,  eft  divifible  feulement  par  A  ,  1’autre  le  fera  neceftairement 
par  A6,  &  par  confequent  auffi  par  A+, 

Le  cas  ou  r  s  -4-  s  r  fk  r  s  —  s  r1  feroient  toutes  deux 
divifibles  par  Az  ne  fauroit  avoir  lieu  ,  a  caufe  que  Jeur 
fomme  zrs'  ne  peut  jamais  etre  divifible  par  Azi  de  forte 
qu’  il  ne  reftera  que  ie  cas ,  ou  Fune  ou  1  autre  de  ces 


quantires  fera  divifible  par  A*  j  ainfi  on  aura  toujours 
rs  rfc  *  r  =  u  A*  ce  qui  r<§duira  1’  dquation  (/)  a 
celle-ci:  A%  =  (r/  rh  a  s  s  )l  —  au*  A9,  par  Jaquelle 
on  voit  que  r  r'  rh  a  s  s  fera  aufii  divifible  par  A*.  Fai* 
fant  donc  r  r  -±z  a  s  s  =  t  A*y  &  divifant  toute  Fequa- 
tion  par  A *,  on  aura 

i  =  tz  au*, 

9  On  voit  parda  comment  il  faudroit  s’  y  prendre  fi  Ie 
nombre  R  etoit  compofe  de  cinq  nombres  premiers ,  ou 
d’autant  de  nombres  premiers  qu’on  voudroit ;  &  on  voit 
en  meme  tems  ,  que  pourvu  que  a  &  R  foient  premiers 
entr’eux  ,  on  parviendra  toujours  a  une  equation  de  cette 
forme  i  =  x*  —  a  y*  qui  contient  Ja  folution  du  Pro 
hieme  propofe  ,  la  difiiculte  ne  confiftera  que  dans  Ia  lon* 
gueur  du  calcul ;  mais  on  pourra  fouvent  1’  abreger  par 
les  confiderations  fuivanres. 

i  o  Si  le  nombre  R  etoit  une  puifiance  quelconque  d’un 
-  nombre  premier ,  il  ne  feroit  pas  neceffaire  de  le  regar- 
der  comme  le  produit  d’autant  de  nombre  premiers  qu’il 
y  a  d’unites  dans  i’  expofant  de  la  puifiance  donnee. 

Car  foit  R—A’1,  A  etant  premier,  &  different  de  %f 
jje  dis  qu’  ii  faudra  ,  en  vertu  de  T  equation  (2?),  que 
Fune  qu  Fautre  des  quantires  xy  -4-  y  x\  xy'  —  y  x 
foit  divifible  par  An  ;  en  effet  li  F  une  de  ces  quantires 
etoit  divifible  feulement  par  une  puifiance  de  A  moindre 
que  A%  il  faudroit  que  Fautre  fut  divifible  par  le  eom- 
plement  de  cette  puifiance  $  de  forte  que  fes  deux  quan- 
tites  dont  il  sugit  feroient  divifibles  en  meme  tems  par 
Ai  par  coniequenc  leur  fomme  i  xy'  le  feroit  aufii*  donc, 
a  caufe  de  A  premier  &  different  de  2  ,  il  faudroit  que 
x  ou  y  fut  divifible  par  A  i  mais  fi  x  etoit  divifible  par 
Ay  il  faudroit  ,  en  vertu  de  Fequation  An  —  x2  — ay\ 
que  y  le  fut  aufii ,  a  etant  (par  hipothefe)  premier  a  A  * 
ainfi  x  tk  y  ne  feroient  pas  premiers  eatr’eux. 


Ce  qui  repugne  a  la  nature  de  ces  quantitas  (  Art .  i)j 
on  prouvera  de  meme  par  1’  equation  An  =  xz  —  ay'x 
que  y  ne  fauroit  etre  divifible  par  A .  Dono  il  faudra 
n^ceffairement  que  Ton  ait  xy'  rt.  y  x'  =  q  An ,  ce  qui 
reduira  1’ equation  (A)  a  Azn  ==  {x  x  ayy)1  — 
«  qz  Aznr par  laquelle  on  voit  que  x  -+-  ayy  fera  auili 
divilible  par  An ;  ainfi  faifant  x  x'  ayy  =  p  A%  fk 
divifant  1’  equation  par  ^2n,  on  aura  fur  ie  champ 

1  ~  ?  ~af' 

Si  A  eroit  =  i  ,  alors ,  puifque  y  tk  y '  ne  font  pas 
divifibles  par  A ,  iis  feront  n^ceflairement  impairs $  de 
forte  qu’on  auroir  y'z  — y 1  =  8/n,  &  1’ equation  (  B  ) 
deviendroit  +  3  m  =  (  #y  y  x  )  (  xy  —  y  x  )$ 
or  les  quantites  xy  ■+•  y  x\  xy'  —  y  x'  ne  peuvent 
&tre  divifible  en  m&me  tems  par  4  ,  parcequ’  il  faudroit 
que  leur  fomme  2  xy  le  fut  auffi,  &  que  par  confequent 
x  ou  y  fut  divifible  1  ,  ce  qui  ne  fe  peut,  Donc  il  fau¬ 
dra  neceffairement  que  1’une  de  ces  quantitas  foit  divifible 
par  in  %  &  par  confequent  auffi  par  An  $  donc  Scc. 

On  pourra  abreger  &  fimplifier  de  Ia  meme  maniere 
Tanalife  des  cas  ou  R  iera  =  Am  Bn  Q  . . >  A  ,  B  ,  C  &c* 
etant  des  nombres  premiers. 

Si  1’ on  avoit  ces  trois  equations  R  =  x2  —  R! 

=  x1  —  ay'1 ,  &  R!'  =  at'4  —  ay"zr  &  que 
fuffent  des  nombres  premiers  quelconques  ,  &  iT  =  jRi?'; 
on  pourroit  auffi  par  leur  moyen  r^foudre  le  Problime. 

Car  les  equations  x*  —  a  y1  ===  R,  &  x1  —  ay* 
^  RR  donneront  ces  deux-ci : 

B1  R'  =  (x  x'  ayy”)1  —  a  (  *  y"  -Hy  x'')1  > .  .  (Z) 
R  (/*  —  i?’yz)  =  (x  /-+-  y  x  )  (xy7  — yx  ). . .  (M)i 
donc  ,  a  caufe  que  R  e(l  premier  ,  il  faudra ,  en  vertu  de 
1’ equation  (M),  que  1’une  ou  Tautre  des  quantitas  x  y" 
^  y  x"9  x  y'  —  y  x  foit  divifible  par  R  s  donc  tai- 
fant  xy'  -±  y  =  qRj  ‘F  equation  (Z)  deviendra 
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RZR  =  (  x  x"  ay  yY  q2  R1,  cPou  Ton  voit  que  x  x 
-4-  ayy  fera  aufli  neceffairement  divifible  par  7?,  de  forte 
quen  faifant  xx  ayy  =  p  R  ,  on  aura  en  divifant 
par  R2,  R  =  p2  —  aq2-,  Sc  il  ne  s’agira  plus  que  de 
combiner  cette  equation  avec  1’  equation  R  =  x'2,  —  ay2 
fuivant  la  methode  de  YArt.  6. 

On  pourroit  traiter  de  la  meme  maniere  les  cas  ou 
Ton  auroit  x2  —  ay2  =  R,  x 2  —  ay2  ==  R,  xz  — 
af'2  =  iT,  &  *"'2  —  ^y*2  =  R  R  R%  R ,  i?,  iT 
etant  des  nombres  premiers ,  &  ainfl  des  autres. 

ii  11  eft  bon  de  remarquer  encore  que  fi  les  nombres 
R  dans  les  differentes  equations  de  1  'Art.  4  etoient  de 
fignes  differens  ,  pourvu  qu’  iis  fuffent  d’ailleurs  egaux 
entfeux ,  les  methodes  des  Articles  precedens  reufliroient 
de  meme.i  ii  n’y  auroit  d’autre  difference  dans  les  reful- 
tars  fi  non  quau  lieu  d’  arriver  toujours  a  une  equation 
de  cette  forme  1  =  *2  —  a/,  011  arriveroit  quelque  fois 
a  une  equation  de  cette  autre  forme  —  1  x2  — ay 
mais  alors  il  n’  y  auroit  qu’  a  elever  cette  derniere  equa¬ 
tion  au  carre,  &  Ton  auroit  (  An.  5.)  1  =  (  x*  -H  ay1  Y 
—  a  (  2  x  y  )\ 

1 3  Au  retf e  fi  Ton  avoit  R  =  rh  2.  ou  .=  rh  4  ,  une 
feule  equation  fuffiroit  pour  refoudre  le  Problime. 

Soit  i°  -±:  2  =  x2  —  ayz,  on  aura,  en  prenant  les 
carres,  4  =  (  xz  -+-  ayz  )z  —  4  a  %z yz >  ma^s  ayz  =  x2  -4-  ij 
donc  4  =  4  (  *2  i)4  —  4  a  x*y%  &  divifant  par  4  , 

1  =  (x*  qh  1  )2  —  a  (xy  Y- 

i°  Soit  4  =  x2 —  ay2,  on  aura,  en  carrant,  16 
:=  ( *2  ay 2  )z  —4  a  x2y2,  mais  ayz  ~  x2  - 4  5 

donc  ,  en  fubflituant  cette  valeur  ,  &  divifant  toute  Tequa- 
tion  par  4  on  aura,  4  s=  ( 4^  2)*  —  a  Cette 

equation  etant  multipliee  par  l’equation  -±  4  =  x*  —  ay2, 
on  aura  ( Article  5  )  ,  en  prenant  le  figne  H-,  -+-  16  = 
[  ( x 2  2 )  x  4  -v  y z  Y  a  E  ( x*  "4-  1 )  y  ■+-  x1  y  ]%  c  eft* 

a- dire 


L 
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audire  1 6  -4-  % 2  (  x 2  4-  ay *  z  )z —  4  ay1'  (xzzf-  1  )*  ; 
mais  ajy2  =  x2  -+-  4  ;  donc  en  fubfhtuant  &  divnant  par  4, 
on  aura  4-  4  =  #2  (  x2  -t-  3  )2 —  c/  (  x 2  4-  1  )2. 

Or  puifque  <2  eil:  premier  a  R,  &  que  i?  efl  ici  un 
nombre  pair  ,  a  fera  necefTairement  impair  ;  donc  Tequa- 
tion  R .  =  x2  —  ajy2  ne  pourra  fubfider  a  moins  que  x 
&  y  ne  foient  tous  deux  pairs  ou  impairs  ;  mais  iis  ne  peu- 
vent  etre  tous  deux  pairs  ,  parcequ1  iis  fonc  fuppofes  premiers 
Tun  a  1’  autre  ;  donc  iis  feront  necefTairement  tous  deux 
impairs;.  donc  x  fera  impair;  &  par  confequent  x2  4-  1 
&  x3,  41  3  feront  tous  deux  pairs  ;  donc  faifant  x2  P-  1 
=  2  q  $c  x2  ~h  3  ==  z  p ,  &  divifant  i’  equation  proce¬ 
dente  par  4  ,  on  aura  celle-ci  -±  1  =  f x py  —  a  (y  q)2 j 
donc,  lorfque  R  =  4  ,  on  aura  1  =  (xp)2 —  a(yq)2j 
&  lorfque  =  —  4  ,  on  aura  —  1  =  (  x  p  )2  —  a  (jy  <7)*; 
d’  ou ,  en  prenant  les  carres-,  il  viendra  4-  1  =  (x2p* 
*+■  ayz  f  Y  —  a  (  1  x  y  p  q  )\ 

14  Nous  avons  fuppofe  jufqu’ ici  que  les  nombres  a  &c 
R  etoient  premiers  Tun  a  Tautre ;  voyons  maintenant 
comment  il  faudra  s’  y  prendre  lorfque  ces  nombres  auront 
un  divifeur  commun, 

Soit  0  le  plus  grand  divifeur  commun  de  a  &  de  R 
enforte  que  <z  =  0  £  &  i?  =  0  T,  b  fk  T  etant  premiers 

entr’eux,  &  T  equation  R  =  x:2  —  a/  de  viendra  0T 

=  #2  —  ®by2.  (Ce  que  nous  difons  de  cette  equation 
doit  s’appliquer  en  general  a  toutes  les  equationsde  VArt.  4  ); 
d’ou  l’on  voit  qu’  il  faut  necefTairement  que  le  carre  x2 
foit  divifible  par  0. 

Suppofons  i°  que  0  ne  foit  ni  carre  ,  ni  multiple  d’un 

carre  ,  il  eft  evident  que  la  racine  x  devra  etre  elle  me- 

me  divifible  par  0>  de  forte  qu’ en  faifant  x  =  0w,  & 
divifant  toute  f  equation  par  0 ,  on  aura  T  =—  0  u2  —  by\ 
Qu’on  eleve  cette  equation  au  carrO,  &  Ton  aura  :  T2  = 
02  w4 —  z  b  0  u2  y2  4-  b2  y4  s=  (  0  w2  4-  byz  )2  —  0  b  (  zu  v)\ 
Mifc.  Taur  Tonu  IV.  h 


favoir  T2  =  (  6  u*  -4-  by2  )  —  a  (  2  uy)2 $  equation  dans 
laquelle  a  8c  T2  feront  premiers  entr’  eux. 

Or  dans  F  equation  R  =  x2  —  a  y%  R  eft  neceffai- 
rement  premier  a  y  j  autrement  x2  feroit  divifible  par  la 
plus  grande  commune  mefure  de  ces  deux  quantitas  r  Sc 
par  confequent  x  &  y  ne  feroient  plus  premiers  encfeux, 
~  contre  F  hypothefe  $  donc  !F  &  0  feront  aufli  premiers  a 
y  ;  donc  dans  Fequation  T=zQu2  —  byz ,  7"&  u  feront  aufli 
premiers  entr’eux  $  autrement  ii  faudroit  que  b  y 2  fut  divifible 
par  Ieur  plus  .grande  commune  mefure  ,  ce  qui  ne  fe  peut 
a  caufe  que  b  &c  y  font  tous  les  deux  premiers  a  T',  donc 
puifque  T  eft  premier  a  u  &  a  y  ,  il  eft  clair  que  P 
fera  neceffairement  premier  a  «y;  donc  dans  Fequation 
Tz  =  (  0  u 2  -h  by2  )z  —  a  (  2  u  y  )2  0  u2  -H  b  y2  &  uy 
feront  premiers  entr’eux  $  car  s’ iis  ne  Feroient  pas  il  fau¬ 
droit  que  T  fut  divifible  par  leur  commune  mefure  ;  ainfi 
T  uy  ne  feroient  plus  premiers  Fun  a  Faurre. 

Donc  fi  Z^eft  un  nombre  impair  ,  on  prendra  au  lieu 
de  F  equation  R  =  x2  — ■  ay %  celle-ci  Tz  =  (Bu2  ^-b y *)* 

—  a  (  luy  y-9  dans  laquelle  T2  &  a  feront  premiers 
entr’eux  ,  aufli>bien  6  u2  by2  &  2  uy. 

Et  fi  T  eft  un  nombre  pair ,  alors  0  u2  by 2  fera 

aufli  pair,  &  Fon  aura  Fequation  (-)*  =  (  ® u.  ^ y 

T 

—  a(uy)z>  dans  laquelle  ( —  )2  Sc  a  feront  premiers 

Q  fj*  -4-  y  y"» 

entr’eux,  comme  aufli  - — - — —  &  uy  . 

20  Suppofons  maintenant  que  0  ait  un  fa&eur  carre 
enforte  que  6  =  m2  y  ,  y  n’  ^tant  ni  carre  ,  ni  multiple 
d’un  carre  }  en  ce  cas  Fequation  R  =  x2  —  a  y2  devien» 
dra  it2  y  T  =  x2  —  ^  y  by 2  j  d’ou  F  on  voit  que  le 
>  carre  xz  fera  neceffairement  divifible  par  tt2  y ,  &  que 
par  confequent  fa  racuie  x  le  fera  par  -n  y  \  ainfi  faifant 
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x  e=  i  y  u ,  on  aura  apres  avoir  divife  par  it'1  y ,  T  = 

y  «*  —  ^2- 

Donc  fi  y  i  ,  c’eft  a-dire  fi  0  eft  carre  ,  on  aura 
Pequation  T  ==■  uz  —  byz  ,  dans  laquelle  T  fk  b  feront 
premiers  entr*eux  ,  auffi-bien  que  u  &  y  j  de  forte  qu’  a 
Paide  de  cette  equation ,  &  des  autres  femblables ,  on 
parviendra  par  les  methodes  de  YArt .  6  6*  fuiv .  a  une 
equation  de  cette  forme  i  =  pz  —  b  y,  ou  bien  i  = 


Si  }/  n’  eft  pas  =  i  y  on  Revera  P  equation  T  =2  y  u 1 
•—  £  j'2  au  carre ,  &  P  on  aura  Tz  =:  (y  uz  b yz  )a 

—  y  b  (  z  uy  )*$  &  Pon  prouvera  comme  ci-defius  que 

iera  premier  a  7%  &  que  a2  -4-  b  y*  Sc  uy  feront 
premiers:  entr-eux. 

De  forte  que  fi  T  eft  impair  on  aura,  au  lieu  deTequa- 
tion  R  =  x2  —  ay\  celle-ci  Tz  =  (  y  uz  -+-  )2  — ■ 

y  b  (  2  )z  ou  Tz  k  yb  feront  premiers  entr’eux  aulli- 
’bien  que  y  uz  -H  b  y2  &  i&jy. 

Et  fi  T  eft:  pair  on  aura  Pequation  (  —  )2  =  (  —  — )2 
T 

—  yb  (uy)2,  ou  (-y  &  yb  feront  premiers  entr’eux 

auffi-bien  que  --■  ■■■  &  a  jy. 

Donc  par  le  moyen  de  ces  equatkms ,  &  des  autres 
femblabies  ,  on  parviendra  auffi  a  une  equation  de  cette 
forme  i  =  pz  —  y  b  q%  e’  eft-i-dire  (a  caufe  de  a  = 

y  b  t1)  de  cette  forme- ci  i  =  pz  —  —  f* 

IT 

Or  connoiftant  deux  valeurs  quelconques  de  p  Sc  q  qui 
fatisfaffent  a  Pequation  i  =  f  — /7%  f  etant  quelcon* 
que,  il  eft  toujours  poflible  de  trouver  par  leur  moyen 
deux  autres  valeurs  de  p  &i  q  qui  fatisfaffent  a  la  meme 
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dquation  ,  &  qui  foient  felles  que  la  vateur  de  q  fort  mul¬ 
tiple  d’  un  nombre  quelconque  don.ne ,  comme  nous  ie 
verrons  plus  bas  {An.  n);  donc  on  pourra  toujours  de¬ 
terminer  p  &  q ,  de  maniere  que  q  foit  divifible  par  v ; 

de  lorte  qu’on  aura  i  =  p-  —  a  {~y  ,  comme  le  Pro - 
bleme  le  demande. 

1 5  Nous  avons  donc  demontre  ,  avec  toute  Ia  rigueur 
Sc  la  generalite  poflibles  ,  qu’un  nombre  quelconque  entier 
&  non  carre  a  erant  donne*  il  eft  toujours  poffible  de 

trouver  deux  nombres  x  tk  y  reis  que  i  =  xz  _  ayz  $ 

&  nous  avons  en  meme  tems  donne  les  moyens  de  trou¬ 
ver  ces  memes  nombres. 

Or  comme  le  carre  le  cube.,  &  en  general  toute  pui£ 
fance  d’une  quantite  de  cetre  forme  xz  —  a  y1  eft  tou- 
jours  auffi  de  la  meme  forme  (  An.  5  )  ,  il  senfuit  qu’en 
elevant  Tequation  1  =  x2  —  af-  a  une  puiffance  quel- 
conque  ,  on  aura  une  infinite  d’  autres  equations  fembla- 
bies,  de  forte  qu’ayant  tronve  par  les  methodes  prece- 
dentes ,  011  par  quelqu’autre  methode  que  ce  foit ,  une 
feule  folution  du  Problitne  ,  on  pourra  par  fon  moyen  en 
trouver  d’autres  a  T  infioi. 


Pour  renfermer  toutes  ces  folutions  dans  une  formule 
generale  ,  fuppofons  que  p  fk  q  foient  les  valeurs  trouvees 
de  x  &  de  y ,  enforte  que  fon  ait  1  =  pz  —  a  ^  .  en 
elevant  les  deux  memores  de  cette  equation  a  une  puif 
fance  quelconque  m ,  on  aura  1  =  (pz  —  a  equa¬ 
tion  qu’il  s’agit  de  reduire  a  la  forme  de  celle-ci  1  =  xz-ayz, 
Pour  cela  je  remarque  que  p1  —  a  qz  =  (p  q  V  a ) 
( p  —  a),  de  forte  que  fon  aura  ( pz  —  aqz)m  — : 

(p  qV  a  )m  •  ( p  —  qV  a  )m.  Or  (p  ~h  qk  a)m  =  pm 
+  mp°—’  qV  a-+-  a  m(m-i)  (m-z) 

*  3  i-3 


6  i 


f  a2 


p””"-  3  qi  a  y'  a  .  donc  fi  on  -fait 

-+-  &c. 

m  (  m  -  i  )  (  m.  -  i  )  . 

y  s=  m  pm~~l  q  -+- - P  *  q  a' 


&c. 


h.  w(CT-  ° . ii  »— .  ?»i* 

2.  •  3  4  •  5 

on  aura  (p  -4-  ^  /  a)m  =  a:  H-,y  /  a  j  &  prenant  le  radical  V  a 
en  —  ,  on  aura  de  raeme  (  p  —  q  V  a  )m  =  *  —  y  V  a  \ 
donc  (p2  —  a  qz)m  ~(x  -t-yV  a)  (x  — y  v'  a)  =  x2  —  ay%\ 
de  forte  que  l’on  aura  en  general  xz  —  ay2  —  i  ,  en 
prenant  pour  m  un  nombre  quelconque  entier  &  pofitif. 

Au  refle  les  equations  {p-+-qV  a)m  =  x  H-  y  a  , 
Sc  (p  —  qV  a)m  —  x  —  y  >/  a  donneront 

{p  4-  qV  a)m  4-  (p  ~qV  a)m 


{p  -+■  qV  a)m  -(p  -  a)m 

2  2  V  a  9 

expreflions  qui  reviennent  au  meme  que  les  procedentes  , 
mais  qui  ont  Pavantage  d’etre  fous  une  forme  fmie  ;  ainfi 
prenant  fucceflivement  pour  m  tous  les  nombres  naturels , 
on  aura  une  infinite  de  folutions  du  Probleme  propofi. 

1 6  Les  dernieres  expreifions  de  a:  &  de  y  tont  voir 
que  ces  quantires  forment  deux  fuites  recurrentes ,  dont 
T  echelle  de  relation  efl  i  p ,  —  (pz  —  u  qz )  ,  ou  bien 
{  a  caufe  de  p2  —  a  q2  =  i  )  z  p,  —  t  ;  de  forte  qu’  en 
dOnotant  par  x  ,  x\  x"  &c.  &  y\  y  \  y”  tkc.  les  va- 
Jeurs  de  x  &  de  y  qui  repondent  a  m  s=  i  ,  a  ,  3  &e. 
aura  les  feries  fuivantes, 
x  =  p 
x"  =  2.  p2 


6 1 

x'  =  4  f  —  3  P 

x"  =  8  p4  —  8  p*  -h  x 

==  l  6  pS  -  20  p*  -J-  5  p: 

&c. 

&  en  gener al ,  Iorfque  1’  expofant  eft  m , 

x  =  i“— 1  pm  —  m  im— >  p"—‘  - *,  ”  i»—». 

2 

p»-4  _  ?0*-4)0— f)  x„_7  s  K»»-5)(>«-6)(V7) 
1  3  ^  •  3  4 

2"  — 5  J5*  — 8  —  &C. 

&  de  meme 

/  =  7 

/'  =  a  P  9 

i"  —  Up1  —  Of 

yv=  ( 8f!  —  Ap).q 

yv  =  (  1 6  />■*  —  1 2  f*  -+■  i  )  ^ 

&c. 

&  en  general ,  Iorfque  1’expofant  eft  « , 

j/  =  [  2”— 1  p"— ■  —  (m— i)  2”  — s  p"— »  -}-  (_”-3K”-4) 

r  2 

_  .  _ _ _  (m- 4)  ( w  -  O  (m  -  6) 

—  S  p»  — S  ,  ^ _ -_y  v  J  y  v  _ i  2.m“~  7  pm  — •  7 

2  3  ^ 

*+•  &c.  ]  q  . 

On  peut  mettrc  encore  ies  expreffions  generales  de  x 
&  de  y  fous  une  autre  forme  beaucoup  plus  fimple  $  mais 
il  faut  pour  cela  diftinguer  les  cas ,  ou  m  elt  pair  ou 
impair. 

Soit  i°  m  impair,  on  aura 
*  —P 

\  *= — ('3  f—4/>3) 

*'  =  5  p — 20  p3  16  ps 

&e. 

&  en  general 


r  minP-  i)  ,  ,( w*~9) 

jc  =  -+-  [  /?2  p - - - —  f  H - - - - - -  pi 

2-3  r  2*  '  3  •  4  *  5 

_  i)  (^-9)  )  7  ^  &c>  1 

le  frgne  fuperieur  etant  pour  le  cas  de  m  multiple  de  4 
plus  1  ,  &  I’  inferieur  pour  celui  de  m  multiple  de  4 
plus  3., 

Enfuite  * 

/  =7 

y '  =  <7  ( 1  — 12/  -+■  1  ^  p4 ) 

&c, 

.&  en  general 

r  w*  - 1  a  ,  (  ftf*  -  1  )(*»’-  9)  * 

<y  =  -+-  ?[i - —  P  -* - *  .  3  .  4 - P 

_  (■”•  -  O  (”*  -  9)  (>»*  -15)  +  &c 

1  •  3  4  •  5  •  6  ^  'J 

ou  l’on  obfervera ,  a  l’4gard  des  fignes  ambigus,  la  me- 
Jne  regie  que  c^deiTus. 

Soit  20  m  pair ,  &  Ton  aura 
x  =  —  (  1  “  2  px ) 

*/v=  1  -8/4-8  />« 

#'"*=  — ■  (  1  —  i8pa  4-  48/*  — -  32  j?*) 

&c. 

&  en  general 

=  i - pz  4 - P4 - 7-  P 

2-  2  3  4  r  2*3  ‘4*  5*6  r 

-+-  &c.] 

Enfuite 

y '  «=  2  p  q 

yv=— ?up — s/ ) 

JKV/==  f  (  6  P  — 1  3V/>*  +  3*  p') 

&C. 

’&  en  general 


_  m(m%- 4)  m(m' -4)  (rtf-iS) 

V  =  -4-  rn  P - —  pi  -h  — - - i  ns 

J  ■  *'  1  r  23.4-5  ^ 

—  &c.] 

A  1’  egard  de  Pambiguite  des  (ignes  on  prendra  Ie  ft- 
gne  fuperieur  lorfque  m  eft  un  multiple  de  4  ,  &  1’  infe- 
rieur  lorfque  m  eft.  un  multiple  de  4  plus  %t 

De  plus,  puifque  p 1  —  a  qz  =  1  ,  'on  pourra  fubftl- 
tuer  dans  les  formules  precddentes  1  -h  a  qz  au  lieu  de 
p1 ,  &  i’on  aura  celles-ci 

i°  Pour  le  cas  de  mx  impair 

*nt  =  P' 

=  f  (1  ^  4Ml) 
x v  =  p  (  1  4-  n.flf  +  16  a* q? )v 
&c. 

&  en  generai 

*  =  p  [ ,  -H  cr-  a,2,. 

2,  '  3  *  '4  -  5  6  1  J 

Enfuite 

/  /,=  T 

y^  =  i  q  4  af 

y-  =  5/ ^  -H  2.0  a  <7*  4-  1 .6  a?qs 
&c. 


&  en  generai 
y  =  m-q  ^ 


m(m*  -  1)  (m*  -  c) 

- a  <7?  -+•  — - - - - - J-±  a a  < 


)  (*■  -.9)  (»•  z2l  1  ai  q7  .  &c. 

2  '  3  *  4  ■  5  *  6  *  7 
2i°  Pour  le  cas  de  ^2  pair 
x"  =1-4-  2-a'^* 

xv  =  I  -+■-  8  a  fi  8  «Vj« 

X1"  —  i  -t-  18  a  f  +  48  a1  ^  -+.  31  a>  j* 


*5 


&:  en  general 
m% 

X  =  I  -4 - a  qz 

~H  &C. 

Enfuite 


*»’(>*-  4)  ,  ,  ,  t 

-j - a  q'  -{ - —  a  q 

i-3-4  7  1-3  4-5'6 


J  =  1P? 

yv  =  P  (  49  -+■ 

y"  —  p  (69  -i-  34«^  -+•  31  a*  q') 
&c. 


&  en  general 


w  (zw*  -  4) 
.  \  *  3 


a  q 3 


m  ( ?, 1  -  4  )  (  m*  -  16) 
’  *”■  3  *  4  •  5 


a1  ?s 


-h  &c.] 

Ces  dernieres  expreflions  de  x  &  de  y  ont  1’  avantage 
de  n’  etre  compofees  que  des  termes  tous  politifs  ,  ce  qui 
les  rend  beaucoup  plus  (imples  &  plus  commodes  pour  le 
calcul. 


17  Nous  allons  demontrer ,  maintenairi  que  fi  p  &  q 
font  les  plus  petites  valeurs  de  x  &  y  qui  fatisfatfent  a 
1’  equation  —  ayz  ==?  1  ,  toures  les  autres  valeurs  pof- 
fibles  de  x  &  de  y  feront  necefiairement  renfermees  dans 
les  formules  generales  des  deux  Articles  precedetis. 

Pour  cela  nous  remarquerons  d’  abord  que  fi  1’  on  a 
p 2  —  a  qz  =  I  ,  &  p'z  —  a  q*  322  1  ,  &  que  p'  >  p  , 
on  aura  auili  q  >  q  car  retranchant  la  premiere  equa- 
tion  de  la  feconcje,  on  a  p'z  —  pz  —  a{qz —  f)  = 
ou  bien  f  —  pz  =.  a  (qz  —  f )  ;  donc  fi  /2  —  eft 
pofitif,  il  faudra  que  p/z  —  qz  le  foit  auffi }  donc  &c. 

Suppofons  maintenant  que  p  Sc  q  foient  les  plus  petites 
valeurs  de  x  &  y  dans  1’  eqiiation  xz  —  ayz  =  1  ,  & 
que  p  &  ^  foient  les  valeurs  de  x  &  de  jy  qui  font  im- 
mediatement  plus  grandes  que  celles-la  ,  enforte  quii  n’ y 
ait  point  de  nombres  plus  petits  que  p  &  q  ,  qu’on  puifle 
prendre  pour  x  ■&  y ,  autres  que  p  &  q  5  cela  pofe  r 
iVfi/c.  Tom/lV,  i 
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Qu  on  multiplie  enfemble  les  deux  equations  f-  — <  a  q* 
=  i  &  /2  —  ctq'z  ==  i  ,  &  P  on  aura  (  Art .  5  )  ,  en 
prenant  feulement  Ie  fjgne  inferieur  9  (p  p'  —  a  q  q  )z 

—  a  (p  d'  —  dpY  ===  1  5  d’ou  Pon  voit  que  pp' — 
fera  aulli  une  des  valeurs  de  x  ,  &  p  q'  —  q  p  une  des 

valeurs  de  y  qui  fatisfont  a  la  meme  equation  _  ayx 

=  1  ,  Or  je  dis  que  pp'  —  aqq'  eft  >  o  &  <  p\ 

Car  i°  foit  pp'  —  aq  q'  =  ?  ,  on  aura  -  x  ~  —  = 

q  q 

—  $  mais  ies  equations  p2  —  a  =  1  &;  p/z  _  <z  ^ 

«  donnent  J  i,  £  =  «  +  ±. .  donc  £ 

X  =  a1  a  (_-  ■+■  ~)  tirant  la  ra- 

d’  ou  1’  on  voit  que  ^  X  ^7  eft  >  a ;  de  forte  que 

/  ?  q  9 
X  —  —  a  fera  toujours  une  quantite  pofitivej  par  con- 

fequent  j  fera  auffi  un  nombre  pofitif.  i°  foit  pp'  —  aqq' 

/  P~Q  P'  u  P  —  1 

s=  p  +  «  ,  on  aura  — -  x  ~  —  a  —  —  *  ~  7 

?  <7 


=  \)  -  -  = 


~r  i  or 
n  q 


,  .  I  ,  ,  p- 1  p'  ^ 

^  («  ■+■  ^r)  i  donc  'y  X<~  =  aX  - £ - 


mais  q'  >  i,  donc  v'  («  -t-  y-  )  <  ✓  (a  4-  y  )  &  a 


plus  forte  raifon  <  V  (a  H - donc  —  *■  x 

q <1  q 

—  fera  <T  a  ;  donc  — - -  X  ~  —  a  fera  neceflairement 

une  quantite  negative  ;  par  conf^quent  u  fera  aufli  nega¬ 
tive  ;  donc  p  p'  —  a  q  q'  <T  p‘ 

Donc  il  faudra  par  1’hipothefe  que  Ton  ait  p  p'  —  aqq' 
=  p  &  comme  (p  p'  —  a  q  q  )a  —  a  (p  q  —  q  p  )a 
=  i  ?  pz  —  a  q*  =z  i  ,  il  faudra  aufli  que  1’  on  ait 
(p  q  —  qp'  y  =  qx  'y  d’  OU  p  q'  —  q  p  ==  +  q  .  Mais 

~  z=  V  (a  ->r  — )  &  ^  (a  - 1 - donc  a  cau- 

q  q'  q  4 

fe  de  q  ~^>  <7  ,  on  aura  —  ;>•  j  donc  p  q  —  q  p1 

fera  pofltif ;  de  forte  qu’il  faudra  fuppofer  pq — qp'  =  q  # 
Nous  aurons  donc  ces  deux  equations  p  p'  —  a  q  q' 

=  P ,  &  f  ?'  —  f  /  =■•  q ,  d’  oi  l’on  tire  p'  = 


& 


j  cVfl-a-dire,  a  caufe  de  p1  —  a  qz  =  i , 


p'  pz  a  qz ,  q'  =  z  p  q ,  ou  bien  ,  ce  qui  revient 
au  merae 

v  -  (p  qV*Y  +  (p  -  qV  a  y 


(p  qV  -  (p  - 


d’  ou  1’  on  voit  que  les  valeurs  de  p'  &  qf  font  conteniies 
dans  les  formules  generales  de  1’  Art ,  x  5  9  en  y  faifant 
m  c=  2  . 

Soient  enfuite  p "  &  q  les  valeurs  de  x  &  de  y  qui 
font  immediatement  plus  grandes  que  p'  fk  q'  i  enforte 
q^entre  toutes  les  valeurs  poflibles  de  x  &  de  y  dans 
l’  equation  xz  —  ay*  =  1  ,  il  n’  y  ait  que  p  &  p'  qui 
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foient  moindres  que  p''  &  q ,  &  q  qui  foient  moindres 

que  q" . 

Mulcipliant  1’  equation  p/fz  —  a  qiz  —  i  par  p2  —  aq2 
•=  i  7  &:  prenant  dans  cette  multiplication  le  figne  - — - 
(  Art.  5  )  ,  on  aura  (  p  p"  —  aq  q"  )2  —  a  (p  q"  —  qp")2 
=  i  j  de  forte  que  p  p"  —  aqq'  fera  auffi.  une  des  va- 
leurs  de  *  ,  &  p  q "  —  qp"  une  des  vaieurs  dej;  &  l’on 
prouvera  ici  par  une  methode  femblable  a  la  precedente 
que  p  p"  —  aqq"  >  o  &  <  p"  ,  &  p  q"  —  q  p'  >  o 
&  q"  9  d1  oii  il  s’  enfuit  que  f  on  aura  neceifairement 

p  p"  —  <f  =  p  OU  =  p'  ,  &  p  q  —  qp"  =  q  OU 

=  ?'* 

Or  les  equations  p  p"  —  a  q  q  =  p  &  p  q"  —  qp" 
=  q ,  donnent  (  a  Caufe  de  pz  —  a  f  =  i  )  pz  —  a  q2 
“  p\  &  q  =  %  p  q  =  q  •  ce  qui  efl:  contre  Fhipothe- 
fe  j  &:  les  equations  p  p"  —  aq  q'  =  p' ,  p  —  ^p" 
s=  /  donnent  p "  =  p  p'  -+-  £  q  q*  ,  q"  =  p  q  -+•  q  p/  f 
c^eft-a-dire  ,  en  mettant  pour  p'  &  /  leurs  vaieurs , 

*  C p  ^  (p  -  qVa)3 

» __  Q  ■+-  -  (p 

q  %Va 

Ainfi  les  vaieurs  de  p"  &  q'  font  encore  renfermees 
dans  les  formules  de  1’  Article  citi  ,  en  y  faifant  m  =  3 , 
On  prouvera  par  des  raifonnemens  femblables  que  les 
vaieurs  de  x  &  de  y  qui  font  immediatement  plus  gran¬ 
des  que  p''  &  ,  &  que  nous  defignerons  par  p"  &  qfi 

feront  exprimees  ainii 

p'"^  o  g y/ a  y  +  (p  - 

■  2 

(p  -f  q  V a  y  -  (p  - 

&  ainfi  des  autres  a  1’  infini  j  d’  ou  1’  on  condura  en  ge- 


■6-p 

neral  que  les  valeurs  de  x  &  y  ,  dont  le  quantieme  fera 
m  a  commencer  des  premieres  valeurs  p  &<j[y  feront  ex- 
primees  de  la  maniere  jfuivante 

c  (p  +  qVa)m  +  lp-qV*Y> 

*  fr - 1  “ 

'(/>  -t-  (jVa)m  -  (p  -  )*” 

iVd 

comme  dans  1’  ^rr.  1 5. 

Ainfi  ayant  trouve  les  premieres  valeurs  p  &  q  ,  on 
fera  afllire  d’  avoir  par  ces  formules  toutes  les  valeurs  pof- 
fibles  de  x  &  de  y  propres  a  fatisfaire  a  1’  equadon 
xz  —  a  yz  =  1  . 

18  Je  dis  maintenant  que  tous  les  nombres  x  tk'y  qui 
fatisfont  a  1’  equadon  *2  —  a yz  =  1  fe  trouvent  iiece6 
fairement  parmi  les  nombres  M ,  Af  ,  M"  &c.  &  N , 
,  r  n.  M  M'  'M' 

N\  N w  &c.  qui  forment  les  frattions  ~ , ;  -^7  > 

convergentes  vers  la  racine  de  v>y  mais  toujnurs  plus  gran¬ 
des  que  certe  racitte  (  Art .  1  )i  c7  eftf  audire  que  chacmi 
des  nombres  jc  eft  n^ceijairement  egal  a  quelqifun  des 
termes  de  la  ferie  M,  M' ,  M'  tkc. ,  &  que  le  nombre 
correlpondant  y  elt  egal  au  terme  correlpondant  de  la  fe¬ 
rie  N  y  N' y  N"  &c.  y  enforte  que,  la  fcafidon  -  feratou- 

jours  une  de  celles  dont  nous  venons  de  parier. , 

Pour  pouvoir  demontrer  certe  propofidon  ,  je  commen- 
cerai  par  prouver  que  li.  y  eft  egal  a  un  terme  quelcon- 
que  de  ia  ferie  Ny  JV%  N"  .&c,„  x  fera  necjeffairement 
egal  au  terme  correfpondant  de  la  ferie  Af,  M  &c* 
Car  foit  y  =  N  (  pn  fera  le  merne  raifonnement  pour 
tous  les  autres  termes  de  la  ferie  Ny  N'  y  N"  &c. ,  & 
de  fa  corre  fpondante  'M,  M'  y  M'r  &c. )  >  enforte  que 
1’  on  ait  x*  —  a  N3,  =  1  5  fi  M  n7  eft  pas  =  d  fera 
neceffairement  j*  x ,  a  caufe  que  Ia  quantite  M2  —  aNm 


?o 


M 


eft  toujours  >  o  {Art.  x),  ainfi  V  on  aura  —  >  — 

JV  JV 

■*  favoir,  a  caufe  de  Mn 


Nm 


Nn 


9  ou  bien 


&  *£  _  jl  >  jl  __ 

N  n  ^  JV 
—  Nm  =  t  (vrfrr,  i  ),  ~~  > 

^  /z  —  iVm  c  I  5  mais  par  1’  equation  x*  —  a  Nz  =  i , 
on  a  ==  /  (a  —  ) ,  &  par  confequent  ^  >  vVj 

&  par  1  i  on  a  ■ —  <C  j  donc  — —  >  —  donc 
w  JV  »  7 


•jsf  >  ~  J  donc  x  /z  —  Nm>  Oy  ce  qui  eft  con- 
tradi£oire. 

Suppofons  maintenant,  que^y  ne  foit  egal  a  aucun  des 
termes  de  la  ferie  o  ,  Ny  N\  N"  &c.,  &  comme  cette 
forie  commence  par  o  &  s’ etend  a  T  infini  (  Art.  i  )  ,  il 
eft  clair  que  le  nombre  fe  trouvera  neceffairement  entre 
deux  quelconques  des  termes  voifins  de  Ia  merne  ferie  j 
fuppofons  donc  que  ce  foit  entre  N  &  N'  (  le  raifon- 
nement  fera  le  merae  pour  tous  les  autres  termes )  *  en- 
forte  que  T  on  ait  y  >  N  &  y  <C  N'  ■,  je  confidere  les 

trois  fra£Kons  confecutives  ~  ,  ~  ,  ~  9  dont  les  nume- 


rateurs  N9  M,  m  ,  M'  vont  en  augmentant  auffi  -  bien 
que  les  denominateurs  Ny  n  y  N' ,  &  qui  font  de  plus 
convergentes  vers  la  valeur  de  mais  de  fa^on  que 
la  premiere  8c  la  troifieme  font  plus  grandes  que  cette 
valeur  ,  Sc  la  feconde  en  efl:  plus  petite  (  Art.  i  )  j  &  je 
vais  demontrer  d’  abord  que  y  doit  neceffairement  etre 


>•  n.  Car  ,  puifque  on  a  xz  —  ayz  =  i ,  on  aura  ~ 
~~  a  =  -y>  mais  Mi  —  aNz  =  R  {R  &a nt  >  o 


7* 

par  i’  Art,  2  )  ,  donc  aufli  jp  —  a  =  $  donc  com¬ 

me  jk  >  iV,  &  que  R  =  /72  >■  1  ,  on  aura  necelfai- 

1  R  x *  JVf  * 

rement  —  <  &  par  confequent  —  —  «  <  — 

—  a  j  donc  —  approchera  plus  de  a  que  ( 1’  une  & 

T  autre  de  ces  deux  quanrites  etant  d’  ailleurs  plus  gran¬ 
des  que  a ,  a  caufe  de  —  ayz  >■  o  &  Mz  —  aNl 

x  M 

o) ;  donc  aufli  —  approchera  plus  de  Va  que  9 

•  JM.  m*  A? 

mais  V a  fe  trouve  entre  &  —  {Art,  2)5  donc  —  fe 


M 


trouvera  aufli  entre  &  — - 
JV  »/ 


,  M  x 

donc  on  aura  —  — 
N  9 


>  o,  & 


Jl£ 

JV 


x  M  m  . 

—  <  -rr - r  :  donc  i°  on  aura 

y  N  ri 

My  —  Nx  >  o  ;  z°  ’  favoir  ^ 

N  x  <C  ^  >  donc  puifque  My  —  iVx  eft  d’  ailleurs 
un  nombre  entier  ,  il  faudra  neceflairement  que  1’  on  ait 

M 

—  >*  i  j  &  par  confequent  j  >  /2'. 

Soit  donc  y>rifk<N'-,  puifque  Fon  a  par  1’  equa- 
tion  xz  ayz  =  1 ,  ■—  Va  9  8c  par  F  Art, 

—  ~  >  o  ?  de  plus 


«2 


<  Va  9  on  aura  neceflairement 
M' 


on  a  par  le  meme  Article  jp  >  Va,  &  par  confequent 
-M'  at  m!  _  xrf  — y 


•N'  V  >  0  5 


y»' 


& 


> 


~jy  1  >  donc,  a  caufe  de  y  <  N' ,  on 


7  *-  ' 

M/  m' 

Jsf '  n' 

x  m’  ■  M' 

aura  -  ~  >  (xn  —  y  m')  - - __)•  0r  je 

dis  qiie  x  ri  —  y  m '  doit  necefTairement  etre  =  i  $  en 

effet  puifque  —  —  —  >  o  ,  on  aura  d?  abord  x  n-  — 

ym  >  o;  donc  x  n  — y  nv  =s  i  ou  =  i  ,  ou  £>  2; 
mais  fi  -x v/  —  y  m'  ±=?  oir-  2  ,  on  aiira  pour  lors 
x  m'  M'  m'  0 

Z  —  ~T  ^  2  v "xf; - r)  j  &  comme  va  fe  trouve 

y  n  ri  n 

M'  n?' 

enrre  -j^u8i  ( An .  1  )  elle  fe  trouvera  auffi  necefTai- 

x  m!  .  f) ,  -:f>  , 

remenr  entre-  •—  oc  ,  mais  beaucOUp  plus  pres  de 

iVf'  _  JVZ7 


que 


de 


-  ,  parceque  - - - 


N' 


y  #  4  1  ^ 

done  a  fe  trouvera  auffi  entre  ~  &  ~ ,  mais  plus  pres 

1  W  ,  X%  ,  X*  jpj'* 

■  — 7  <3ue  de  —  ;  donc  on  aura  - - a  >  a - ; 

favoir,  a  caufe  de  x2  —  a  y2  =  1  -  *>  ”*  . 

n'%  9 


bien 


w  ■  /1 

—  i  mais  y  >  n  ,  donc  — 

<  1  i  &  a  plus  forte  raifon.  a  ri1  —  m'z  <C  1  ;  ce  qui 
ne:. peiit  etre,  a  caufe  que  /nz  —  an1  e(l  toujours  ne- 
ceffairement  un  nombre  entier  negatif  /  Art.  2),  &  paj 
conlequent  a  ri 2  —  mz  un  nombre  entier  pofitif.  Donc  ii 
faudra  necefTairement  que  T  on  ait  x  ri  —  y  iri  =  1  . 

On  aura  donc  x  n'  —  y  rri  =  1  •  &  comme  T  on  a 
auffi  (  1  )  M'  ri  — -  N'  m'  =  1  ?  Qn  aura  ( M '  —  x)  ri 

—  (  N'  —  y  )  iri '  =  o  ,  favoir  ^  =  ~  ;  donc 


prenant 


-  m 

prenant  un  nombre  quelconque  entier  on  aura  M' —  x 
=  ttz'  {  ,  N'  —  y  =  ri  {  ;  &  dela  x  ==  M'  —  rri  {  , 
&  y  =  jV'  —  ^  {  ?  donc  fubilituant  ces  valeurs  dans 
P dquation  x 2  1 —  ayz  =  i-,  on  aura  TU2  — -  aNz  ' 
i  (M'  m'  —  aN'  ri)  {  -i-  (W1  —  a  /f2 )■{■ .  ==  i  ?  or 
—  a  Nz  elt  un  nombre  pofitif ,  mz  —  a  rix  eit  un 
nombre  negatifj  (An.  2),  &  je  dis  que  M  m  —  aN  n 

M '  .  Q  :m' 

eft  un  nombre  negatifj  en  effet,  comme  -jp  >  v  a9  (X  ~ 

,  M-'  /  t-  o  m'  / 

<  V a ,  on  aura  —  =  va  -+-  l ,  &  —  =  v  a  —  y 

*  n 

M' 

&  y  fera  >•  F  ,  a  caufe  que  -jp  doit  approcher  plus  de 
V  a  que  (  Art .  1  )  j  donc  M' iri  — •  a  N'  ri  =  N*  n 

(~T  -«)  =  -  JVV  [(y  -  r>Va  -4-  ry]; 

^  JV  V 

Donc  {i  on  f ait  M'1  —  a  JV2  ===  ^  5  M'  rri  —  a  N  n 
5=  —  ^  an*.-=  --*•$}  A  9fBm9  C  exprimerent 

des  nombres  poiitifs,  &  Pon  aura  y4  n-  2.  i?  { —  C|2=  1. 

Soit  en  general  A  -H  ii?{  —  £{2  —  «,  enforre  que 
**  —  ayz  z=  u en  regardant  £  comme  une  quanute.ya- 
riable  qui  commence  par  zero ,  &  qui  augmente  a  P  in- 
fini ,  on  aura  d’abord,  lorique  {  =  o,  u  .=?r^^  enfuite 
w  augmentera  jufqifa  ce  que  j 5  =  C  {  ;  apres  quoi  &  di- 
minuera  continuellement ,  jufqu’a  devenir  iniini  negatif. 
Donc  fi  on  donne  a  {  une  valeur  quelconque  Z  >  telle 
que  la  valeur  correfpondante  de  u  foit  poiitive  &  =?=  V , 
il  eit  clair  que  toutes  les  autres.  valeurs  de  1  comprifes 
entre  o  &c  Z ,  donneront  pour  u  des,  valeurs  poiitives  , 
&  plus  grandes  que  la  plus  petite;  des  deux  quandtes  A 
&  V  y  qui  repondent  a  {  =  o  ,  &:  a  {  =  Z . 

Or  nous  avons  trouve  *  =  M'  —  m  {  ,  '&  J  =  N 
—  donc  i°,  comme  y  <C  N' ,  on  aura  {  !>  o  * 
Mfc.  Taur .  IV.  ^ 
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2°  on  ,q,  par  1  'An.  i ,  MJ  =  q"W  ~h  M  &  N'  =  frf 
^  N  ,  donc  *  =  (  q"  ?  )  w'  _H  M,  &  =*  (/''  -  {) 

N  >  donc,  puifque  y  N\  ii  faudra  que  {  <  q  'l/ ; 
ainfi  les  limites  de  ^  ferant  o-\&  q>f  ,  c’  ell-a  dire  que  7 
fera  'comprife  entre  o  &  qn'  mais  en  faifant  ?  =  o  on 

a  a  =  A  =  Af/a  —  <z  A^2  j  8c  en  faifant  £  =  j  on 

a  x  =  Af,  JK  ™  iV",  &  par  confequent  u  =  x2  —  oyx 

=5  AT2  “  a  Nz  >  donc  en  donnant  a  {  des  valeurs  inter- 

midiaires ,  les  valeurs  correfpondantes  de  u ,  favoir  de 
xz  —  ayz  feront  toutes  plus  grandes  que  la  plus  petite 
de  ces  deux  quantites  Mz  —  a  Nz  &  M —  aN'z j  mais 
1  une  &  1  autre  de  ces  quantitas  font  neceflairement  egales 
ou  plus  grandes  que  T  unite  ( An.  i )  r  donc  il  eft  im- 
poffible  de  trouver  une  valeur  convenable  de  £  qui  rende 
xz  —  ayz  =  i  ;  ce  qui  eft  contre  1’  hipothefe. 

Donc  il  eft  impofllble  que  y  tombe  entre  N  &c  iV7  $ 
&  Pon  prouvera  de  la  meme  maniere  qu’il  eft  impoftible 
qu’il  tombe  entre  deux  autres  termes  voifins  quelconques 
de  la  ferie  o  ,  N,  N'  ,  N"  & c. ;  donc  il  faut  necelTai- 
rement  que  y  coincide  avec  quelqifun  de  ces  termes  ,  & 
que  par  confequent  x  coincide  avec  le  terme  correlpon- 
dam  de  la  ferie  ,  ,  M,  M'  ,  M"  &c. ,  comme  nous 
1’  avons  demontre  ci-deflus. 

Ainfi  pour  trouver  les  valeurs  de  x  &  dey  qui  fatisfont 
a  1’  equation  xz  -  ayz  =  i  ,  il  n’ y  aura  qua  fubftituer 
fucceflivement ,  dans  ia  formule  #2  —  ay%  a  la  place  de 
x,  les  numerateurs,  &  a  la  place  de  y  les  denominateurs 

des  fra&ions  *- ,  •—  ,  &c.  qui  convergent  vers  la  va¬ 

leur  de  y/ a  ,  mais  qui  lont  toutes  plus  grandes  que 
cette  valeur ,  &  1’  on  pouffera  certe  fublHtution  jufqu’a  ce 
qu’elle  donne  i  pour  la  valeur  de  x*  —  a  y2-,  ce  qui  arri- 
vera  neceflairement  ?  en  confequence  de  ce  que  nous  avons 
demontre  jufqu  ici  ;  mais  comme  il  faudroit  quelque  foi$ 


poufler  cette  fubftitution  tres-loin ,  ce  qui  feroit  afses  in¬ 
commode  ,  on  pourra  fouvent  fe  fervir  avec  avantage  des 
methodes  que  nous  avons  donnees  plus  haut ,  comme  on 
le  verra  dans  les  exemples  fuivans. 

Au  refte  comme  les  termes  des  deux  feries  i  ,  M , 
M'  &c. ,  o  N,  N'  &c.  vont  en  augmentant,  il  eft  clair 
qu’en  iubftituant  fucceflivement  tous  ces  termes  dans  la 
for  mule  —  ayz  jufqu’a  ce  qu’elie.  devienne  =  ■  i  ,  on 
aura  par  ce  moyen  les  plus  petites  valeurs  poflibles  qui 
fatisfaffent  au  Probleme  j  &  ces  valeurs  etant  enfuite  fub- 
ftituees  pour  p  &  q  dans  les  formules  des  Articles  15  & 
1  6  ,  on  aura  alors  toutes  les  valeurs  poflibles  de  x  &  de 
y  {An.  17  ). 

19  Soit .  comme  dans  V  Art.  15  , 

{p  +  qVa)m  *-  {p-jVaY 


X 


2 


( P  *+■  q-yfsy*  -  (p  -  qs/d)n 

y  — - 

je  dis  que  fi  m  eft  un  nombre  premier  *  ~  p,  &  y 


q  a  *  feront  toujours  divifibles  par  m  * 

En  effet  fi  on  developpe  ces  expreflions ,  on  aura  ,  a 
caufe  que  m  eft  impair 

x~r+  p»-2  f  a ■+- 


*  3  •  4 


.  &c  +  pf-'a 

*  -  .  X  . , .  . .  1 1 


J72  p 


1.3. 

m  —  I 


»6»  ~  0  o  -  *)  p.-, ,,  *  +  &c. 
z  .  3 


*»(>-0(*g--z)...-3  z  mmmZ  ~ 
z  .  3 . *0-  1*  “ 


r* 
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Or  I es  eoeficiens  m,  —  — ^Zll  m(m  -  t  Ym  -  x)  ^ 

2  2.3 

i)(w  -  1) . 2 

jjufqu  a  ” - - - font  nece/fairement 

2  •  3 . m  —  1 

divifibles  par  /72,  lorfque  eft  premier,  parceque  pe.nom- 
bre  multiplie  .,  icomm^  1?  051  voit ,  tous  les:  numera  teurs  , 
&  ne  multiplie.  aucun  des  denominateurs  ,•  de  forte  quii 
eit  impoffible  quii  s,  en  aille  par  Ia  divifion  de  chaque 
uumerateur  par  fon  denominateur  3  divifion  qui  doit  dail- 
leurs  fe  faire  toujours  exaffement  ,  a.  caule  que  les  coe- 
ficiei>§  dont  il  s’  agit  font ,  comme  F  on  fait ,  des  nom- 
bres  entiers.  Donc  tous  les  termes  de  la  valpur  de  a 
1’Jexception  du  premier  pT  feront  neeeffair eruent  divifibles 
par  m ,  Sc  tous  ceux  de  Ia  valeur  de  y  ,  a  1  exception 

du  dernier  q”1-  a  2  le  feront  aufli  3  donc  x  —  Pm  &  y 

—  f  a  2  feront  divifibles  par  mv, 

Maintenant,  on  /ait  que,  lorfque  m  eft  premier,^ —  p  eft: 
toujours  divifible  par  m ,  quel  que  foit  p ,  pourvu  que  ce  foit  un 
nombre  entier^  donc  *  —  p  fera  au/fi  divifible  par  m7  de  meme 

qm  —  q  etant  divifihle  par  m  ,  qm  a  2 - q  a  2  Ie 

m  — -  1 

fera  aufil  3  donc  y  —  q  a  2  fera  divifible  par  m  . 

Donc  i°  fi  a  efi:  divifible  par  m7  x  —  p  &  y  le  feront 
aufii.  2 0  fi  a  n’eft  point  divifible  par  m ,  comme  am  —  a 

efi  neceflairement  divifible  par  m7  il  faudra  que  1 _ j , 

le  /oit  aufii  3  donc  ,  a  caufe  que  m  efi  premier  3  il  faudra 
que  Futi  ou  F  autre  des  fa&eurs  de  a”1-"1  —  1  ,  favoir 

m  —  I  m  _  1 

a  2  -b  1 9  6c  a  a  —  1,  foit  divifible  par  m . 
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«—  t  .Z~-L 

Soit  d’abord  2  -4-  i  divifible  par  m,  &  qa  "  •+■  q 

Ie  fera  aufii;  dono  x  —  p  tky  -+*  ^  feront  divifibles  par  m, 

Soit  enfuite  a  2  —  t  divifible  par  m,  q  a  '  —  q 

le  fera  auffi;  donc  x  —  p  &x  “  y.feront  divifibles  par  m. 

Or  en  multipliant  enfemble  les  deux  equations  i  =  pz 

—  a  gz>  &  i  =  x%  —  ayz ,  on  a  celle-ci  =  x'*- 

—  ay'z  ?  dans  x'  ==  p  x  rt.  a  qy &  y'  =  fx 

-t  ou  bien  en  fubftituant  pour  x  &X  ^eurs  va^eurs- 

(p  ±  ( p-+-  qVa)m  •+*  C/7  h=  tfv'*')  O  -  qVay* 

x'  - - 1 

/  (/>  +  flV a}  ( P  -h  <y^r  -  C/7  ■+  7*^)  O  “  7^)™ 

favoir  ,  a  caufe  de  p2  —  a  qz  =  -  i  > 

(  p  •+■  <7V<0”  ±  *  •+■  (  p  -  q\/a)m  ±  > 

*  =  - - - z 

(  p  •+■  tj  Va')m  ±  *  -  (  fi  -  ?^*)"  *  1 

y  =  - rvv 

OT  -  I 

Donc  en  premier  lieu  fi  a  2  -+-  i  eft  divifible  par 

m  ,  enforte  que  x  —  p  &  y  -+-  q  ?  foient  auffi  ,  & 

qu’on  prenne ,  dans  les  expreffions  de  x  &  de  x  ,  le  fi- 
gne  fuperieur,  on  aura  x!  =  p  x  -+-  a  qy ,  x  ~  ?y 

-+-  q  x.  y  ou  bien  */=  (  *  —  p  )  P .  a  (y  $■ 

p1  —  a  f  ,  &  y  =  (  *  —  p)?  -+■  (.X  ?)?> 

donc  ^  a  caufe  de  p2  —  a  qz  =  i  )  x  —  i  &  X  *eron£ 

auffi  divifibles  par  m.. 

m  —  i 

En  fecond  lieu  fi  a  2  —  i  eft  divifible  par  m , 

enforte  que  X  —  p  &  y  —  q  le  loient  auffi  ,  &  qu  oil 
prenne  dans  les  expreffions  de  &  de  y  le  figne  mte- 
rieur  ,  on  aura  x  =  p  x  —  a  q  y  ,  y  —  p  y  ~  ?  xi 
ou  bien  x  —  (  x  —  p)  p —  a\y  —  q  )  q  -+-  p‘  —  aq  , 
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&  y  =  (y  i)  P  ~  (  x  ~~  p)  q ;  d’.oii  il  s' enfuit 
que  x'  —  i  &  y  feront  encore  divifibles  par  m  . 

Donc  en  general  fi  r  elt  le  refte  de  la  divifion  de 

m  - —  i 

a  z  par  m  (  refte  qui  ne  peut  &tre  que  o  ,  ou  -+-  i  ^ 
&  qu’on  faffe  ^  "™  ' 

/  s  O  ^  +  (,/»  -  qVaY—r 

1 

j  _  {p  <l>/a)m~r  -  (  P  _  (tVaY  — ' 

7  ~  - - - - 

2  v  a 

les  notnbres  p'  &  /  feront  d’  abord  tels  que  pl  —  a  f 
^  1  j  &  de  plus  q  fera  toujours  divifible  par  m  ,  & 
P  P »  ou  p  i  le  fera  auffi  ,  fuivant  que  r  fera , 
ou  ne  fera  pas  nui. 
io  Suppofons  a  prefent 

„  _  (/  -1-  (p'  -  </✓«•)* 

x - - - , 

V  =  'in  1  tllL  ~  [I'  -  l'Vay  - 

/  5 

fi  on  developpe  ces  expreffions  fuivant  les  dernieres  for- 

mules  de  1  Art.  16  ,  on  verra  que  y'  eft  toujours  divifi¬ 
ble  par  q ,  &  que  x  p'  ou  x  —  1  Peft  auffi,  fuivant 
que  n  eft  pair  ou  irnpair  5  or  q'  eft  toujours  divifible  par  , 
m  (  Art.  prec . ),  donc  y'  fera  toujours  divifible  par  m  ,  &; 
x  — •  p\  ou  x  —  1  le  fera  aufti  ,  fuivant  que  n  fera  ini- 
pair  ou  pair,  quel  que  foit  d’ailleurs  le  nombre  n ,  pourvu 
qu^il  foit  plus  grand  que  Punite. 

Or  foit  m  un  nombre  premier  quelconque ,  &  defi- 

gnons  par  r  le  refte  de  Ia  divifion  de  a  *  par  ni  (re¬ 
fte  qui  fera  neceflairement  ou  o  ,  ou  bien  rb  1  ),  fi  l’on 
fait  dans  les  formules  precedenres  n  =  772'  —  /  0n 
prouvera  comme  dans  P  Art .  prec.  que  y  fera  toujours  di- 
yifible  par  m  7  &  que  *  —  p'  ou  *  —  1  le  fera  auffi. 


% 

fuivant  que  r'  fera  oju  ne  fera  pas  nui  $  mais  lorfque  r'  eft 
nui,  n  eft  impair,  Sc  lorfque  /  eft  1 ?  n  eft  pair ;  donc 
y  fera  toujours  divifible  par  m  m  ,  Sc  x  —  p  ou  x  —  i 
le  fera  auffi  ,  fuivant  que  r  fera  ,  ou  ne  fera  pas  nui. 

De  plus ,  lorfque  r  eft  nui  ,  a  eft  divifible  par  ni ;  Sc 
fi  on  developpe  1’  expreflion  de  p'  de  F  Art.  prec.  fuivant 
les  dernieres  formules  de  YArt.  16  ,  on  verra  que  p  —  p, 
ou  p'  ~  i  fera  divifible  par  a  ,  fuivant  que  m  —  r  fera 
impair  ou  pair,  c’eft-a-dire,  fuivant  que  r  fera  ou  ne  fera 
pas  nui  j  d’  ou  ,  &  de  F  Art,  prec.  il  s’  enfuit  que  fi  *  r' 
etant  nui ,  r  F  eft  aufli ,  p'  —  p  fera  divifible  par  m  m ' , 
&  fi  r  n’ eft  pas  nui,  p  x-  i  fera  divifible  par  mrri, 

D’ou  je  conclus:  i°  que  y  fera  toujours  divifible  par  m  m'. 
i°  que,  que  fi  les  deux  refles  r  Sc  r'  font  nuis  a  Ia  fois, 
x  —  p  lera  divifible  par  m  ni ,  Sc  que  s’  iis  ne  font  pns 
tous  les  deux  nuis,  alors  *  —  i  fera  divifible  par  mm\ 
Or  X:  yy/a  —  ( p  q'  Va  Y'  —  r'  y  Sc  p'  q  V & 

=  ( p  -4-  q  y/a)m  r  j  donc,  faifant  ,  pour  abreger, 
(m  —  r)  (m  —  r  )  =  M ,  on  aura  x  ±  y  Va  sa 
(p  zt  qVa  )M Sc  par  confequent 

—  O  qVa)M 

i 

_  (p  •+*  qy/d)M  -  {p  -  qVd)M  , 

y  -  — — ■  , 

ou  Fon  remarquera  que  M  fera  toujours  pair ,  lorfque  r 
Sc  r  ne  feront  pas  nuis  a  la  fois ,  „  Sc  qu’au  contraire  M 
fera  pair  ,  lorfque  r  =  o  Sc  r  =  o  . 

On  pourra  pourfuivre  ces  op£rations ,  Sc  ces  raifoti-* 
nemens  aufti  loin  qu’on  voudra. 

2i  Donc  en  general ,  etant  donne  un  nombre  quelcon-» 
que  N  impair,  dont  les  fafteurs  premiers  foient  m  ,  ni  , 
ni'  Scc.  5  fi  on  nomme  r  ,  r\  r"  Scc .  les  reftes  des  divi- 

m  —  i  m!  —  I  w"’  — .  i 

par  m,  de  a  *  par  m'  de  a  * 


fions  de  a 


par 
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m" ,  &  ainfi  de  fui  te  ,  &  qu’on  faffe  M  =  (  m  —  r  ) 
( rri  —  r' )  m'  —  r  )  .  .  .  .  les  expreffions  fuivantes 
_ _  (p  ■+•  q\/f.a')M  ■+*  (,p  —  q  V a )M 


i 

Q  -4-  g  V^Q”  -  Q  - 

2  V  ^ 


fatisferont  d’ abord  a  F  equation  —  ayz  =  r  $  &  de 
plus  elles  feront  telles  que  y  Fera  toujours  divffible  par  N, 
&  que  x  —  p ,  ou  x  —  i  le  fera  auffi  fuivant  que  M 
fera  impair  ,  ou  pair. 

Les  memes  chofes  auront  lieu  auffi  ,  en  faifant 
M  =='  n  (  m  —  r  )  (  m  -r-  r*  )  (  ni'  —  /'  )  .  .  •  . 
n  etant  un  nombie  quelconque  entier.  poffiif,  comme  il 
eft  facile  de  le  voir  par  ce  que  nous  avons  enfeigne  dans 
les  An.  prec. 

Je  dis  de  plus  que  li  on  fait 

M  =  2  *n  (  m  —  r  )  (  m'  —  r')  (m"  —  r")  . ,  .  .  . 

etant  un  nombre  enrier  pofitif  quelconque  ,  la  quantite 
y  ^ra  divifible  par  x*N,  &  la  quantite  x  —  i  le  fera  auffi. 

Pour  demontrer  ceue  propofition  ,  il  fuffit  de  faire  voir 
que  y )  &  x  —  i  feront  toujours  divifibles  par  is.  Or  li 
on  fait,  pour  abreger ,  M  =  is  R  ,  on  aura  x  ±  yVa 


=  ( p  ^a)2  R.  Qu’on  luppofe  i°  p  H-  q  V  a  = 

S  -  I 

(p  *±  q  v.a  y  R  ,  on  aura  *  rfc  y  vfa  =  {p1  q  Va)2  j 
d’oii  x  =  p/z  -f-  a  q/z  y  &  y  =  *  p'  i  mais  on  a  auffi 
/*  —  =  i  j  donc  *  —  i  =  2  ap'  q  .  Donc  y , 

&  a: —  i  feront  divifibles  par  2  q',  Suppolons  2 0  p"  ±  /Va 

j  —  a 

(p  -h  qV  ay  Ry  Fon  aura  p'  qVa=(p"  /Va)1, 

d7  ou  /  =  ainfi  /  fera  divifibie  par  2  de  me- 

jme ,  en  faifant  f"'  -±:  ^ >/ a  s ==  (p  ±  ,  on 

trouvera 
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trouvera  que  q  fera  divifible  par  %  q" ,  &  ainfi  de  fuite. 

Donc  (i  s  =  i  ,  y  &  x  — -  i  feront  divifibles  par  2  , 
fi  ^  ”  2  ,  y  &  x  —  1  feront  divifibles  par  2  -  2  ,  fi 
s  =  3  ,  ces  quantites  feront  divifibles  par  2-2-2  &c.  i 
donc  en  general  y  fk  x  —  1  feront  toujours  divifibles 
par  i*. 

Par  le  moyen  de  ces  theoremes  on  peut  refoudre  le  cas 
de  P  An.  14;  car  quel  que  foit  le  nombre  donne*,  il  efi; 
clair  qu’on  pourra  toujours  le  reduire  a  cette  forme 
N  etant  impair;  par  confequent.,  en  connoiffant  deux  nom- 
bres  p  &'  q  qui  fatisfaffent  a  1’  equation  1  ■=  pz  —  f  f  , 
on  pourra  toujours  en  trouver  deux  autres,  &  metue  une 
infinite  tels  que  x  &y  qui  y  fatisfaffent  aufli,  &  donc  Tun  y 
foit  multiple  d’  un  nombre  quelconque  donne $  au  refte 
ces  theoremes  nous  feront  encore  fort  utiles  dans  la  fuite. 

Appliquons  maintenant  les  methodes  precedentes  a  quel- 
ques  exemples. 

E  X  E  M  P  L  E  1 


22  Soit  propofe  de  trouver  deux  nombres  x  6c  y  tels 
que  xz  —  1  }yz  ===  1  . 

*  Je  commence  par  extraire  la  racine  carree  de  13  en 
fra&ions  decimales  j  &  je  trouve ,  en  pouffant  1’  approxi- 
madon  jufqu’a  neuf  carafteres ,  ce  qu’on  faira  aifement  a 
Paide  des  grandes  tables  de  logarithmes  d’Ulacq;  je  trouve 

^  -  _  3^05 5  x95 

dis-ie  v  1 3  —  -i  ,  605  519  50=  . 

J  3  3  ’  }  }  '  1  1 0000000 


Je  divife  le  numerateur  de  cette  fradion  par  fon  deno- 
minateur ,  enfuite  le  denominateur  par  le  refie  ,  &  ainfi 
de  fuite  ,  comme  fi  je  voulois  trouver  la  plus  grande 
commune  mefure  entre  le  numerateur  &  le  denominateur, 


&  ces  differentes  divifions  me  donnent  ces  quotiens  3,1, 
,i)  1  ,  1  ,  6 ,  1  ,  1  ,  1  ,  1  ,  6  7  1  y  1  a  ^  *ude  def* 
Mifc.  Taur .  Torti.  IV.  1 


quels  je  forme,  en  commendant  par  ~  ,  les  fra£Uons  fui- 
vantes 

i  i  i  i  6  i  i  i 

i  1  A  1  LL  -li  119  11Z  11 ?  Rrr 

o  ’  i  ’  i  ’  i  ’  3  ’  5  ’  33  ’  38  ’  71 

ou  P  on  voit  que  le  numerateur  de  chaque  fraftion  eft 
egal  a  la  fomme  du  numerateur  de  Ia  fra£Hon  precedente 
multiplie  par  le  nombre  qui  efl  au  deffus  (  ces  nombres 
ne  Pont  autre  chofe  que  les  quotiens  dont  il  s’  agit  ecrits 
de  fui  te,  &  fuivant  Pordre  dans  lequel  on  les  a  trouves), 
&  du  numerateur  de  Ia  fra&ion  qui  efl:  avant  celle  -  ci  j 
&  il  en  efl;  de  meme  des  denominateursj  ce  qui  s’accor- 
de  avec  ce  que  1*  on  a  dit  dans  P  An,  1, 

Je  lubftitiie  maiutenant  les  numerateurs  de  ces  differen¬ 
tes  fra&ions  a  Ia  place  de  x  ,  &.  les  denominateurs  cor- 
refpondans  a  la  place  de  y  dans  la  formule  x1  —  ay% 
R ,  f  ai 

*  y  R 

I  O  1 

3  1  ~  4 

4  1  3 

7  1  —  3 

11  3  4 

5  —  1 

119  33  4 

137  3 8  —  3 

256  71  3 

&c.  &.C.  &c. 

Je  remarque  ici  deux  valeurs  de  x  Sc  de  j  ,  favoir 
x  =  4  ?  J  “  &  y  a=  256  ,  y  =  71  ,  lefquelles 

donnent  egalement  i?  =  3  3  qui  efl:  un  nombre  premier; 
ainft  je  puis  faire  ufage  de  la  methode  de  P Art,  6 . 


J*  aurai  donc  a  =  1 3  ,  R  =  3  ,  %  =  4  •>  y  —  1  * 

x  =  256  ,  r'  =  71  5  donc  *y  Hr  7^  ■==  5  4°  ^ 

u  540 

efl:  divifible  par  3  j  de  forte  qae  'j  aurai  d’abord  q  s=  — 

=  180  5  enfuite  x  x  *+*  a yy*  =  1947  ai1^  ^ 

vifible  par  3  5  d’  ou  je  tire  p  =  -  =  649  j  ainfi  les 

nombres  cherches  feront  *  =  649  ,  &  JK  ==  180  ;  en 

effet  le  carre  de  649  eft  421101  ,  &  celui  de  180  efl 

3x400  ,  lequel  erant  multiplie  par  13  donne  421200  5 
de  forte  qu’on  aura  (649)*  —  13  (180)'4  =  *• 

On  auroit  p.u  rrouver  d1  abord  ces  meines  valeurs  de 
x  &  de  y  a  Paide  de  la  fuppofition  qui  donne  R  =  —  4  » 
ik  qui  ett  par  confequenr  dans  le  cas  de  la  methode  de 
Y  Art.  11.  En  effet,  puifque  x  =  3.,  &  y  =  1  ?  on 

^  •+■  3 

aura  ,  en  prenant  le  figne  inferieur ,  p  =  — - —  =  6  , 

q  =  -1  =  5  ;  &  par  confequent  x/?  =  18  ,  JKf  =  5  9 

&  (xpy  -4-  a(y  q)z  =■  649  5  2  ?  —  1 8o* 

Au  refte,  en  continuant  la  ferie  des  fradions  ~  ,  —  &c.  9 

on  trouvera  celle-ci  —  ,  &c. ,  d’  ou  1’  on  aura 

109  180 

x  y  R 

393  109  —  4 

649  180  1 

d’  ou.  1’ on  voit  que  les  nombres  649  &  180  font  les 
plus  peuts  qui  fatisfaffent  a  Pequation  propofee  x2  —  1  yy2  ==  t 
{Art.  18)5  de  forte  qu’en  fubilituant  ces  nombres  a  Ia 

place  de  p  &  q  dans  les  formules  de  P  Art .  16  ou  17, 

on  trouvera  toutes  les  autres  valeurs  poffibles  de  x  &  de 
y  ,  ainfi  defignant  ces  valeurs  par  x ,  x' ,  x "  &c.,  &  par 
y  y  Y \  y"  &c.,  on  aura 


u 


x  =  649  y  =  1 80 

*'  —  842401  y  =  253^40 

at  =  1093435849  y  =  303264540 

&c.  &c. 

&  1’  on  pourra  6tre  aflTure  qu’il  n’  y  a  pas  d’  autres  nom- 
bres  plus  petits  que  ceux-ci  qui  refolvent  le  P robiam 

{An.  i7). 

EXEMPLE  2 

23  Soit  propofe  de  trouver  deux  nombres  x:  &  y  qui 
iatisfaflent  a  1’  equation  xz  —  1  9y  =  i  . 

La  raciiie  carree  de  19  fe  trouve  par  les  grandes  ta- 

bies  des  Jogarithmes,  4,  35889494.,  enforte  qu’on  a 
/  435889494  . 

v  1 9  —  "'1 '00000000  ’  d  ou  * on  nre  Par  operation  indiquee 
dans  F  Exemple  precedent ,  les  quotiens  4  ,  2  ,  1  ,  3  5 

x,  8,  2,  i,  3,1,  2  &e.  lefquels  fourniffent  ces  fra- 
ctions 

1  1  }  1  2  8 

2_  4  9  1 3  48  61  170  0 

o’  1  ’  2  ’  3  77  ’  7$T  c' 

aont  les  numerateurs  etant  fubltitues  pour  x,  &  les  de- 
nominateurs  pour  y  dans  F  equation  —  i$yz  =  R 
on  aura 


X 

J 

R 

1 

0 

1 

4 

z 

—  3 

9 

2 

5 

n 

3 

* —  2 

48 

1 1 

5 

6 1 

14 

—  3 

170 

39 

1 

&C, 

&C. 

&c. 

?» 

d*oii  Pon  voit  que  170,  &  39  Pont  les  plus  petits  nom- 
bres  qui  farisfafTent  a  1’  equation  propofeej  &  par  le  mo- 
yen  de  ceux-ci  on  pourra  trouver  tous  les  autres  notn* 
bres  poflibles  qui  refclvent  la  queftion. 

E  X  E  M  P  L  E  3 


24  On  demande  deux  nombres  x ,  Sc  y  qui  fatisfaflent 
a  cette  equation  xz  —  109J2  =  1  . 

„  ,  ,  .  104403065 

Je  trouve  dabord  v  109  =  10,  4403065  =  - - *  *■ 

'  7  ^  J  1  1 0000000 


d’ 011  je  tire  le  quotiens  fuivans  10,  2,  3,  1  ,  2,  4,  1, 
6,6,2  &c.  j  a  P  aide  defquels  je  forme  ces  fra&ions 
231  2  41  6  6 

L  i£_  21  ZL  ili  —  T138  1 3 99  953 2  ^ 

o  ’  I  ’  2  ’  7  ’  9  ’  15  ’  109  ’  134  ’  9«3  ' 

dont  les  numerateurs  etant  fubftitues  pour  x ,  &  les  de- 
nominateurs  pour  y  dans  P  equation  xz  —  io$yz  =  R, 
i  aurai 


X 

R 

1 

0 

1 

10 

X 

—  9 

2  I 

.  a 

5 

73 

7 

—  1 2 

94 

9 

7 

261 

2  5 

—  4 

1138 

109 

1  5 

1  3  99 

x  34 

—  3 

95  3  2 

91  3 

3 

&C. 

&c. 

Ici  il  faudroit  pouffer  la  ferie  afses  loin  pour  trouver 
les  valeurs  de  *  &  de  y  qui  donnent  R  =  1 3  ainfi  il 
vaudra  mieux  fe  fervir  des  methodes  de  P Aru  6  &  fuiv. 


86 

Pour  cela  j’  obferve  qu’il  y  a  deux  fuppofitions  dont 
1’  une  donne  R  =  3  ,  &  f  autre  i?  =  — -  3  -  de  forte 
qu’a  caufe  que  3  eft  un  nombre  premier ,  on  pourra  faire 
ufage  de  Ia  methode  des  Art .  6  &  11. 

J’  aurai  donc  a  ss  109  ,  R  =  3  ,  x  =  1399  ,  = 
134,  x  =s  9  53  2  ?  JK  =  9  1  3  >  donc  x  y  -t-  y  x  =s 
2554575  >  <Iui  ^tant  divifible  par  3,  j’ aurai  d’  abord 

25  54575  ft  ,  . 

9 —  - - - =  8515253  en  fui  te  x  x  -t-  ayy'=z 

26670546  ,  qui  etant  aufli  divife  par  3  donnera 


P 


26670546 

3 


8890182  , 


Or  comme  dans  les  equations  x2  —  ay2  =  ,  & 

Ia  quantire  R  a  des  (ignes  diffe¬ 
rens  ,  le  produit  de  ces  deux  equations  fera  ?  en  prenant 
le  (igne  -4-,  { xx'  -+-  ay  y'  y —  a  {  x  y  -t-yx'  )2  =  —  R2 

de  forte  qu’en  divifant  q>ar  A2  on  aura  pz  —  aq2  == _  13 

d’ 011  1’ on  voit  que  les  valeurs  trouvees  de  p  &  q  ne 
fatisfont  pas  a  1’ equation  propofee  3  mais  en  prenant  le 
carre  de  1’equation  pz  —  a  qz  = —  1  ,  on  aura  ( p 2  ~h  aq2)2 
—  (  2  P  q  Y  =  1  ,  de  (orre  que  les  valeurs  de  #  &  de 
y  qui  refolvent  le  'Problime ,  font  x  =  pz  -+-  a  qz  y  & 
y  =  2  p  q  ,  favoir 

2  =  158070671986249  ,  &  y  =  15140424455100 
&  ces  valeurs  font  en  meme  tems  les  plus  petites  qui 
farisfaffent  a  1*  equarion  x*  —  1097^  =  1  ?  comme  on 
peut  facilement  s’  en  convaincre  en  poulfant  la  ferie  des 


fraftions  ^  ~  &c.  jufqu’a  ce  que  P  on  en  trouve  une 

qui  foit  formee  de  ces  memes  nombres  ,  &  en  calculant 
toutes  les  valeurs  de  la  formule  xz  —  ay 2  qui  repondent 
&  ces  memes  fra&ions. 


8j 

Ces  exemples  font  luffifanspour  faire  connoitre  1’ufage 
&  1’  efprit  de  nos  methodes  j  nous  ajouter.ons  feulement 
quelques  rem^rques ,  qui  pourront  meriter  1’  atcention  des 
Geometres. 

Remarque  ire 

25  En  examinant  Ies  valeurs  de  R  des  deux  premiers 
Exemples  ,  on  voit  que  dans  le  premier  les  memes  nom- 
bres  fe  trouvent  fucceffivement  avec  les  (ignes  h-  &  — , 
au  lieu  que  dans  Je  feeond,  les  nombres  qui  ont  Ie  (igne 
-4-  font  tous  differens  de  ceux  qui  ont  le  (igne  —  . 

Pour  trouver  la  raifon  de  cette  difference ,,  fuppofons 
en  general  xz  - —  a yz  ==  R  9  Sc  x 2  ayz  ===  > 

ce  qui  eft  le  cas  de  1’  Exemple  1  ;  &  Fon  aura  x2  —  ayz 
— ' —  %l  —  a  y/z  ;  favoir  xz  j-h  x'2  =  a  ( y2  -+-  y 2  )  j 
d’ ou  Fon  voit  que  x2  H-  x'2  doit  etre  divifible  par  ci.. 
Or  F  on  (ait  que  la  fomme  de  deux  carres  n’eft  divifibie 
que  par  les  nombres  qui  (ont  audi  la‘  fomme  de  deux 
carres  j  donc  pour  que  les  deux  equations  dont  il  s’  agit 
ayent  lieu  en  meme  tems ,  il  faut  neceffairement  que  le 
nombre  donne  a  foit  la  (omine  de  deux  carres  ;  c’eft  ce 
qui  a  lieu  dans  F  Exemple  premier  ,  oii  a  =  1  3  =  9  -+-  4.; 
au  lieu  que  dans  F  Exemple  fecond ,  a  =.  19  qui  n’  eft 
point  la  fomme  de  deux  carres.  Ainfi  toutes  les  fois  que 
a  ne  fera  point  la  fomme  de  deux  carres  ,  ce  qui  arrive, 
comme  F  011  fait ,  lorfque  quelqffun  des.  fa&eurs  premiers 
de  a  eft  de  cette  forme  4  m  -h  3 ,  on  pourra  etre  affure 
qffaucun  nombre  ne  pourra  etre  en  meme  tems  de  la 
forme  x2  —  ayz  ,  &  de  celle-ci  ayz  —  x2 ,  quels  que 
puiffent  etre  x ,  y }  x',  &  y  . 

Mais  on  ne  peut  pas  dire  reciproquement  que  lorfque 
a  eft  la  fomme  de  deux  carres  tout  nombre  qui  eft  de  la 
forme  de  x2  —  ayz  eft  auffi  de  la.  forme  de  ay'2  — x'2; 
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au  moins  je  n’  ai  pu  parvenir  jufqu^  prefent  a  m’  aflurer 
en  general  de  la  verite  de  cette  propofition  ;  quoique  je 
1’  aye  d*  ailleurs  trouvee  vraie  dans  un  grand  nombre  de 
eas  parriculiers. 

Au  refte  il  eft  evident  que  fi  —  r  eft  de  la  forme  de 
—  ayz  tout  nombre  pofitif  qui  fera  de  la  meme  for¬ 
me,  fera  auffi  de  la  forme  de  ay'2  —  bc'2  ;  'car  foit  _ i 

—  pz  —  af  i  R  =  xz  —  ay 2 ,  on  aura ,  en  multi- 
pliant  enfembie  ,  ces  deux  equations  ,  &  changeant  Jes  (i- 
gnes  des  deux  membresR  =  a(yp  x  q)z  —  (xp  '+~ayq)z. 
Or  fi  on  trouve  dans  deux  feuls  cas  parriculiers  R  =  x2 

—  ayz  •>  ■&  —  R  =  x  z  —  ay'1 ,  Sc  que  R  ioit  un 
nombre  premier ,  alors  on  parviendra  toujours  a  cette 
.equation  —  i  =  p2-  —  a  f ,  con>me  nous  1*  avons  vu 
dans  1’  Exemple  troijieme  ;  de  forte  qu’on  en  pourra  con- 
clure  d’  abord  que  tout  nombre  qui  fera  de  la  forme  de 
xz  —  ay2  ,  fera  auifi  de  la  forme  de  ay'2  — ■  x'2, 

Remarque  2de 

2  6  Suppofons  maintenant  que  P  on  ait  P  equation  t 2  — 
a  u2  =  —  i  en  prenant  les  carres ,  on  aura  (t2  -+-  au2)2 
~ ■  a  (  2  t  u  )  =  i  d’ au  P  on  voit  que  t2  au2  eft 
une  des  valeurs  de  x  qui  fatisfont  a  P  equation  x 2  —  ay2 
.=  i  &  que  2  tu  eft  la  valeur  correlpondante  de  y  $ 
mais  nous  avons  demontre  (  Art .  17  )  que  routes  les  va¬ 
leurs  de  x  &  de  y  qui  fatisfont  a  cette  equation  font 
renfermees  dans  ces  formules 

x  =  (l  ^  {p  -  qVaY 

1 

„  (/>  +  <iVaT  -  O  - 

J  T7~a  ’ 

m  etant  un  nombre  quelconque  pofitif,  &  p ,  q  etant  les 

plus 
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plus  petites  valeurs  qui  fatisfa  fient  a  Ia  meme  equation 
xz  —  a  yz  =  donc  il  faudra  que  1’  on  ait 
(p  ■+■  ■+■  O  - 

r  -4-  a  uz== - : - - - 

{p  pVaT  -  (p  ~  1>/*V 


equations  qui  fe  reduifent  a  celle-ci 

(  t  U  'Sa  y  =  ( p  -h  qy/a)m . 

Or  je  dis  d’abord  que  m  ne  fauroit  etre  un  nombre  pair; 
car  foit  m  =  2/2,  on  aura  (r  u  ^ a)z  =  (p  -+-  ^v/^)2% 
&  extrayant  la  racine  carree  t  -H  u\/ a '=■  (p  d~ 
or  ( p  -4~  qVa)n  fe  reduit  a  cette  forme  p'  ^  <7'  en 
faifant  (  .  15) 

(p  -+•  qVay  *+-  (>  -  qVay 

P '  *=  — - — - 

/  o  •+■  ~  ip  ~  <iVa)n 

%  2  Va 

donc  puilque  t  &  r/  font  ( hip. )  des  nombres  pofitifs  ,  8c 
que  p'  &  q'  le  font  auffi ,  on  aura  t  -=  p'  &  u  =  /  i 
mais  a  caufe  de  p2  — <  aqz  ■=■  1,  on  aura  auffi  p'2  — 
t=  1  j  donc  on  auroit  tz  — •  a  uz  ==  1  j  ce  qui  eft  con- 
tradi&oire  *  donc  m.  doic  neceffiairement  etre  un  nombre 
impair. 

Soirdonc  m  —  2  n  ■+•  1  ,  &  1’  em  aura 

(f  d"  u^a)z  =  (p  *±  ?/a)2B  X  (p  ■+■  jVfl)’*. 
d’  ou  1’  on  voit  que  p  ~±z  q^  a  doit  etre  un  carre  ,  or 
quelle  que  puiflfe  etre  la  racine  carree  6q  p  qV a  ;  il 

eit  clair ,  a  caufe  de  la  quantite  irrationelle  \Zay  qu’elle 
ne  peut  etre  que  de  cette  forme  r  d~  sVay  de  forte  que 
1’ on  aura  p  ^  =  (r  sWaY  =  r2  -4-  a*.y2  dn 

irs^a;  &  par  confequent  p  =  P+fld,  &  qi=z%rs. 

Ainfi  a  moins  que  les  quantites  p  &  q  ne  foient  de 
cette  forme  ,  il  eft  impoffible  que  1’  equation  tz  —  a  uz 
—  1  ait  lieu  ■,  or  connoiffimt  les  valeurs  de  ces  quan- 
Mifc.  Taur.  Tom .  /F.  m- 
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tites  il  eft  facile  de  verifier  fi  elles  font  de  Ia  forme  dont 
il  s’  agit  i  car  premierement  il  faudra  que  q  foit  un  nom- 
bre  pair  •,  enfuite  ii  eli  evident  que  r  &  s  ne  peuvent 
etre  que  les  fafteurs  de  la  moitiS  de  q ;  de  forte  qu’il  ne 
s’ agira  que  de  chercher  tous  ces  ta&eurs ,  &  de  les  fub- 
flituer  a  la  place  de  /■  &  s  dans  Iequaiion  rz  a  sz  =p. 

Si  on  peut  par  ce  moyen  trouver  deux  valeurs  de  r 
8c  s  i  alors  ,  comme  p  H-  q  V,a  =  (/•-+-  s  V a  )*,  on  aura 
(r  d=  uVaf  =  (r  ^  s  v faifant 

/  =  (r  *  sVaT  *  -  sy/  ‘V* 

7. 

s'  =  -  -  -  (r  -  ■jvM’" 

i  V  a 

on  aura  (t  -f-  uVa)*  =  (r'  -4-  s' Va)z d’ou  t  +  uVa 
=  r  s  V  a  &  t  =  / ,  u  =  r' 

Or  il  elt  facile  de  voir  que  les  valeurs  de  r  &  s  font 
les  plus  petites  lorfque  m  =  i  $  auquel  cas  on  a  r  =  r , 
&  .y  =  s,  donc  les  plus  petites  valeurs  de  t  &  de  a 
erone  t  r  ,  u  =  ^  j  donc  r  &  ^  feront  les  plus 
petites  valeurs  qui  fatisfafTent  a  Tequation  .r2 _ auz  = _ i . 
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U  S  A  G  E 

DES  METHODES  PRECEDENTES 

Pour  la  re folution  des  equadons  dti  fecond  degri 
a  deux  inconnues ,  par  des  nombres 
entiers. 


27  Soit  propofee  1’  Aquatiori 

&xz  -+■  0  xy  -4-  yyz  -+-  *4-  ===0 

dans  laquelle  ce ,  y,  $  ■>  e  •>  &  Z  ^onc  des  nombres 
donnes  entiers  poinifs,  011  negatifs,  &  x ,  &  jy  lont  deux 
nombres  inconnus  qu’il  s’  agit  de  determiner  de  maniere 
qu’ils  foient  rationels  &  entiers. 

Qu’on  multiplie  toute  P  equation  par  4  ce ,  &  qu’on  la 
mette  {ous  cette  forme 

fa&x  -h  /3 y  +  K)Z  =  (@y  +  £)z  —  4*  (yy*  ■*-  ey  •+•  £  ===  o* 

Sott  pour  abreger 

a  ct-x  -+■  @y  -+-$  =  « 

—  4oty  =  a 

|3  5  —  2  «e  f  s=  h, 

—  4  ct  £  =  c 

&  E  equation  precedente  deviendra 

u2  =  ay*  -+-  li/  -+-  c  . 

Cette  Equation  etant  multipliee  par  a  peut  fe  mettre 
fous  la  forme  fuivante 

auz  =  ( ay  b  )z  •+•  a  c  —  bz 
ou  bien  r  en  faifant 

ay -h  b  =  t  , 
bz  — -  a  c  ==  R , 

fous  celle  ci 

tl  —  a  uz =  it  j 
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d’  ou  1’  011  voit  d’  abord  que  le  nombre  donne  R  doit 
etre  de  certe  forne  t‘  —  au'  pour  que  le  Probti,ne  ad- 
merte  une  folution  rationelle. 

J’  ai  donne  ailleurs  la  methode  de  reconnoitre  fi  un 
nombre  donne  eft  de  ia  forme  de  ?  —  au*  ,  a  erant 
audi  donne  j  &  j  ai  fait  voir  que  pour  qu’un  nombre  quel- 
conque  R  ibit  de  cette  forme,  il  faur  que  chacun  de  fes 
fa&eurs  preiniers  que  je  defignerai  par  r ,  foit  tel  que 

a  1  ioit  divifible  par  r,  fi  cerre  condirion  n’ a 

pas  heu  on  peut  affurer  hardiment  que  R  n’eft  pas  de  la 
forme  dont  ii  s  agit  ,  &  qu’ainfi  ie  Problime  lfadmet  au- 
cune  folution  rationelle. 

a 8  Suppofons  maintenant  quTon  ait  reconnu  que  le  nom¬ 
bre  R  e  it  en  effet  de  la  forme  de  t1  —  au1 ,  Sc  qu’on 
ait  trouve  en  meine  tems  deux  nombres  P  &  Q  tel s  que 
R  =  P1  —  a  Qz  ,  en  ce  cas  le  Problime  fera  refoluble 
en  nombres ,  &  il  pourra  meme  f  £tre  de  plufieurs  ma- 
jiieres^  c’  eft  ce  que  nous  alions  examiner, 

Il  eft  d’ abord  clair  que  puifque  R  =  P*  _  a  Q*  = 

tz  —  au %  il  ny  aura  qu’a  fuppofer  t  =  P  ,  &  u  =  Of 
ce  qui  donnera  ay-h  b  =  P  ,  &  i  «  x  - /3  y -4~  &  =  O  , 
&c  par  confequenr 

y  =  F~  b ,  x  =  g~ *  _  £(p-^) 

a  2,  et  2  ct^ 

Or  je  remarque  i°  que  les  nombres  P  &  Q  peuvent 
itres  pris  pohti  vernent  ou  negati  vernent  a  volonte*  ce  qui 
donnera  d’  abord  quatre  folutions  difierentes. 

i  Si  le  nombre  R  eft  le  produit  de  deux,  ou  de  plu- 
iieurs  nombres  de  la  forme  de  Pz  —  a  Q*  y  il  fera  auffi 
plufieurs  fois  de  cette  meme  forme  j  de  forte  qutan  pourra 
trouver  diffirentes  valeurs  de  P  &  de  Q . 

En  effet  fi  R  eft  le  produit  de  deux  faffteurs  tels  que 
f  —  a3%  &/4  —  “3%  on  aura  (An.  5 )  R  =  (pp'  + 
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—  a(p  q  Hh-  q  p')* }  ainfi  on  pourra  fuppofer  P  =  p p' 
-f-  a  q  q  ,  &  =  /?  ^  4-  q  p  ,  0\l  P  =z  p  p'  —  «  q  q  , 

&  Q  Z=  p  q'  —  qp  . 

En  general  fi  A  eit  exprime  par  yf71  Bn  C  Ds  .  .  .  .  , 
^  ,  P  ,  C,  I?  &c.  etant  des  notnbres  de  la  for  me  de 
P2  —  0  (>%  mais  qui  ne  foient  qu  une  feule  fois  de  certe 
for  me’;  le  nombre  R  fera  (comme  je  P  ai  demontre  ail- 
leurs)  de  la  meme  forme  autant  de  ibis  ni  plus,  ni  moins 
qu’il  y  a  d’unites  dans  la  moitie  de  ce  nombre  (m  - t-  1  ) 
.(  n  -+-  1.)  ( r  -4-  1  )  (s  1  )  ....  s’  il  eit  pair  ,  ou 
dans  la  moiue  de  ce  meme  nombre  augmente  de  P  unite 
s’  il  eit  impair.  Ainfi  les  quantites  P  &  Q  auront  cha- 
cune  autant  de  valeurs  differentes  qu’il  y  a  d’  unites  dans 
(m*- 1  )(»h-  1  )(r-+- 1  )(p+-  O  .  • .  ^  C Q(^0(^O->H 

‘  a  ‘  i 

&  chacune  de  ces  valeurs  fournira  par  confequent  quatre 
folutions  du  Problime. 

29  Examinons  ieparement  le  cas  ,  ou  a  eft  un  nombre 
pofnit ,  &  celui  ou  a  eit  un  nombre  negatif. 

Soit  i°  a  un  nombre  nbgatif  =  —  e ,  enforte  que  e 
foit  pofitif,  &  la  forme  du  nombre  R  fera  P2  -4 -  e  Q2  ; 
do  ne  puifque  il  eft  impoffible  que  P  unite  foit  de  cette 
forme,  le  nombre  des  fafteurs  A ,  B  ,  C ,  D  &c.  (  Art. 
prec. )  qui  font  fuppofcs  etre  de  cette  forme  fera  neeeflai- 
rement  limite  $  donc  le  nombre  des  valeurs  de  P  &  de  Q 
le  fera  aufii  ;  par  confequent  le  Problime  ne  pourra  avoir 
qu’un  certain  nombre  de  folutions  rationelles ,  qu’il  fera 
aiie  de  trouver  par  la  methode  precedente  ;  &  s’  il  arrive 
qu’aucune  de  ces  folutions  ne  donne  des  nombres  entiers 
pour  les  valeurs  des  inconmies  x  &  y,  on  en  devra  con- 
clure  que  le  Problime  n’admet  point  de  folution  en  entiers. 

Suppofons  20  que  a  foit  un  nombre  pofitif;  dans  ce  cas 
comme  P  unite  eit  toujours  de  la  forme  de  Pz  —  a  Q* 
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que/  que  foir  le  nombre  a  ,  ii  eft  clair  que  le  nombre 
des  fatfeurs  de  R  de  la  forme  dont  il  s*  agit  fera  infini 
parcequ’on  peut  toujours  regarder  le  nombre  R  comme 
mukiplie  par  une  puiiTmce  quelconque  de-  i’  unite  ;  ainfi 
ou  le  P robie  me  n’  admettra  point  de  folution  du  tour  ,  ou 
bien  ii  en  admettra  necefTairement  une  infinite. 

Pour  comprendre  toutes  ces  folutions.  dans  deux  forma¬ 
les  generales  ,  foient  p'  &  q  deux  nombres  tels  que  p'1 
—  a  qz  =  i  ,  &  maltipliant  cetce  equation  par  1’  equa- 

tion  Pz  —  a  Qz  =  R  on  aura  (  P  p'  rb  a  Q  q  ■  )*  , 

a  (P  q  -±:  Q-p  Y  ==  R  $  d’ ou  f  on  voit  qu’ayant  trouve 
deux  nombres  P  &  Q  qui  fatisfaflent  a  1’ equation  Pz 
aQz  =  R,  on  pourra  mettre  dans  les  formules  de  YArt.  28 
Pp  ±-  aQ_q  a  la  place  de  P,  &  Pq  Hh  Q/  a  la  place 
de  Q  i  ce  qui  donnera  en  faifant  abftra&ion  de  Tambiguite 
des  iignes  ,  a  caufe  que  les  nombres  P  &  Q  peuvent  tou- 
jpurs  etre  pris  pofitivement  ou  negativemenr , 


Fp'-b 


<U 


v  =  (p-+/rQ.')f/+-  QP-r  _  0(  Pp-t) 

2«  2*0 

Or  nous  avons  demontre  (  An.  17  )  que  fi  p  &  q  font 

les  plus  petits  nombres  qui‘  fatisfafTent  a  T  equation  p'z  _ , 

a  qz  =  1  tous  les  autres  nombres  poflibles  font  renfermes 
dans  ces  formules 


{p  qVa)m  +  (p  -  g  \/a  y 


( P  -  ip  -  qV*y 

2  V  a- 


en  prenant  pour  m  tous  les  nombres  naturels  1 ,  2,  3  &c. 
a  T  infini ;  donc  fi  on  fubihtue  ces  valeurs  de  p'  &  q  dans 
les  formules  precedentes ,  on  aura 


qVa 
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(  p  -+■  q  Va)m  -t»  ^  (  J>  -  q Va  )"  ~  4 


a  O  -  pT3  (P ■+■ /?  Q)  Va  /  \m 

x  =  — — —  (p  ■+■  ?^a> 

-  - 5= - - -  (P  +  f*0* 


l-£± 


Donc  fi  on  met  dans  ces  formules  les  differentes  va- 
ieurs  de  P  &  Q  qui  naiffent  des  fa6leurs  de  i?  qui  font 
de  la  forme  de  P*  —  a  Q*  7  &  qui  font  plus  grands  que 
1’  unite*  &  qu’on  faffe  fuccelfivement  m  =  i,  2,  3  &c,, 
on  aura  abfolument  toutes  les  folutions  rationelles  poflibles 
de  I7  equation  propofee. 

30  Soit  pour  plus  de  (implicite 

aQ  —  dP  =  P',7 

&  I’  on  aura 

P  p'  a  Qq'  -  y 

y  = - ^ - 

_  P' p'  •+•  q'  +•  bg  -a$ 

X  _  —  3 


P  -+-  /3  <2  —  Q' , 


donc ,  a  moins  que  les  numerateurs  de  ces  deux  fra£Uons 
ne  ioient  divifibies  exa&ement  par  leurs  denominateurs , 
les  inconnues  x  tky  ne  pourront  etre  des  nombres  entiers, 
Suppolons 

\j  =  m.z  Q-'gV 

J  a 

x‘  _  - ( t  -  \m_2L£ 

aza 

Sc  nous  aurons 


s>e 


P  -  i  , 

y  =  +  y 

P/  -+-  y$  -  ^ 

*  = - — - h  x 


Or  je  dis  que  P  on  peut  toujours  prendre  P  expofant  m  , 
dans  les  valeurs  de  p'  tk  q' ,  tel  que  x  &  y'  foient  des 
nombres  entiers. 

Pour  cela  on  decompofera  !e  nombre  a  en  fes  fa&eurs 

premiers  ,  enforte  que  P  on  ait  ct  =  zs  m  m"  m" . 

(  m  ,  m\  mn  &c.  etant  des  nombres  premiers)  enfuite  on 


divifera  a  2  par  m' ,  &  on  nommera  le  refte  r  ,  on 

m"  —  i 

divifera  de  meme  a  ,  &  on  nommera  le  refte  r"  , 
&  ainfi  de  fuite;  ces  reftes  etant  trouves,  on  fera  m  egal 
a  un  multiple  quelconque  de  zs  + 1  (m  —  /)  ( m •"  — .  /  ) 
(m"  —  .yc ar,  par  ce  que  nous  avons  deinon- 

tre  plus  haut  ( An.  ii  )  ,  il  eft  clair  que  p'  —  i  ,  &  y 

feront  divifibles  par  ict  j  de  plus  il'  eft  facile  de  voir  par 

les  formales  de  P  An.  iS  que  p'  —  i  fera  aufli  divifible 

par  a  ,  a  caufe  que  m  eft  pair  ;  par  confequent  at'  &  y 

feront  neceftairement  des  nombres  entiers. 

Donc  ft  les  quantitas  — - -  &  — ^  ~  ^  pont  ^ 

nombres  entiers ,  on  pourra  trouver  une  infinite  de  va¬ 
leurs  de  a;  &  de  y  en  nombres  entiers ;  or  ces  quantites 
ne  font  autre  chole  que  les  valeurs  de  x  &  de  y  qui  re- 
pondent  a  m  =  o  ,  ce  qui  donne  p'  =  i  9  q'  =  o  9  Sc 
par  confequent  =  o  ,  &  y'  =  o  j  c’eft-a~dire  les  m£- 
mes  valeurs  de  a:  &  de  y  que  nous  avons  trouvees  cPabord 
(  An.  z8  )  j  d’  oii  il  s^enfiiit  que  fi  Pon  trouve  une  feule 
folution  du  Probleme  en  nombres  entiers  ,  dans  le  cas  de 
a  pofitif ,  on  pourra  par  nos  formules  en  trouver  une 

infinite 
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finite  d  autres  en  prenant  pour  P  (k  Q  les  nombres  qui 
repondent  a  la  folution  donnee  ,  &  pour  m  un  multiple 
quelconque  de  is  ■+■ 1  {m  —  r)  ( m "  —  r")  (rri"  — 

Au  refte  il  ell  bon  de  remarquer  encore  qu’ il  ne  fera 
pas  toujours  neceffaire  que  m  foit  un  multiple  de  ce  nombre 
pour  que  x  &  y  ioient  des  nombres  entiers  j  car  il  eft 
viflble  ,  par  exemple  ,  que  fi  P'  &  Q'  etoient  divilibles 
par  ct ,  il  fuffiroit  alors  que  m  fut  un  multiple  de  2  , 
c’eft-a-dire  un  nombre  pair  j  &  ainfi  des  autres  cas  fem- 
blables. 


A  Berlin  ce  zo  Septembre  1 768, 


Mifc .  Taur.  Tom.IT. 
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SUR  L’  INTEGRATION 

De  quelques  equadons  differemielles  dont  les  inde - 
terminees  font  feparees  ,  mais  dont  chaque 
membre  en  particulier  n  ejl  point 
integrable . 

Par  M.  de  la  GRANGE. 

1  La  feparation  des  indeterminees  efl  regardee  avec 
raifon  comme  un  des  meiIJeurs  moyens  que  les  Geometres 
ayent  imagines  pour  integrer  les  equations  differentielles 
du  premier  ordre.  En  effet  il  eft  clair  que  quand  on  a 
fepare  les  indeterminees  dans  une  equation,  on  peut  alors 
regarder  chacun  de  fes  membres  comme  une  differentielle 
particuliere  qui  ne  condent  qu’une  variable  ;  de  forte  quii 
n’ y  a  plus'  qu’a  prendre  feparement  Pintegrale  de  l’un  & 
de  lautre  membre,  en  y  ajoutant  une  conltante  arbitraire. 
Dela  il  femble  qu’on  pourroit  conclure  que  lorfque  les 
deux  membres  de  i’  equation  aind  feparee  ne  font  point 
integrables  ,  i’  equation  elle  meme  ne  dote  pas  1’  etre  non 
plus  j  c’  ed  ce  qui  elt  vrai  en  effet  dans  la  plus  part  des 
equations  differentielles  ;  mais  il  le  trouve  neanimoins  des 
cas ,  ou  cette  conclufion  leroit  fauffe ,  &  qui  vont  faire 
Ja  matiere  de  ce  Memoire . 

2  Pour  commencer  par  les  cas  les  plus  {imples  nous 
prendrons  1’  equation 

dtt  d  y 

v'  ( 1  -  *■)  ~  v  (  1  -  f) . 

dans  laquelle  tout  eft  fepare  comme  1’  on  voit.  11  eft 
d*  abord  evident  que  les  deux  membres  de  cette  equation 
ne  font  point  integrables,  au  moins  algebriquementj  cepen- 
dent  on  lait  que  1’  equauon  en  elle  meme  admet  une  in- 
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tegrale  algebrique.  Eti  efFet ,  comme  - — -  eft  Ia 

difFerentielle  de  P  arc  dont  le  Jinus  eft  x  ,  de  merne  que 

- - - -  eft  la  difFerentielle  de  P  arc  dont  le  [inus  eft 

v  ( i  -  yz) 

y ,  on  aura,  en  prenant  les  ares  au  lieu  de  leurs  difFeren- 
tielles ,  &  ajoutant  une  conftante  quelconque  C, 

Arc.  fin.  x  =  Arc.  fin.  y  *+-  C  m, 
donc  fi  on  Fuppofe  que  C  1'oit  aufli  exprime  par  un  arc 
dont  le  Jinus  foit  a  ,  on  aura 

Arc.  fin.  x  =  Arc.  fin.  y  -f-  Arc.  fin.  a , 
c’eft~a~dire  que  Pare  qui  repond  au  Jinus  x  doit  etre  egal 
a  la  fomme  des  ares  qui  repondem  aux  Jinus  y  &  a  y  de 
forte  qu’on  aura  par  les  theoremes  connus 
x  ==.  y  V  {  i  —  a1)  -H  a  v'  (  i  —  yz  )  .  .  .  (  B  ) 

c'  eft  P  integrale  de  P  equation  propofee  ,  dans  laquelle  a 
eft  la  conftante  arbitraire. 

3  J’  avoiie  qu’on  peut  trouver  cette  integrale  fans  le 
fecours  des  theoremes  fur  les  Jinus ,  en  integram  chaque 
membre  de  P  equation  (  A  )  par  les  logarithmes  imaginai- 
res ,  &  paflant  enfuite  des  Logarithmes  aux  nombres.  De 
cette  maniere  on  aura 

l  [ xV  —  i  ^  (i  —  xz)  ]  =  l  [y  v'  —  1+^(1  — yz)~\ 
-+■  l{  a  y/  —  1  -I-  »/  (  1  —  a2  )  ]  , 
d’  oii  P  on  tire 

XV  —  I  -+->/  (  I  —  *>)  =  [yV  —  I  -+-  ✓  (  I  —  yz)  ] 
X  [a/  -  1  4-  1/(1  —  a1 )  ] 

+  av'(  1  —  y  )  ]  V'  —  1  -t-  y  (1  —  y2)  v'  (1  —  a1)  —  ay, 

&  comparant  la  partie  imaginaire  du  premier  membre  a 
la  partie  imaginaire  du  fecond  ,  tk  la  partie  reelle  avec 
la  reelle  on  aura  comme  cfdeflus 

X  ==  y  V  (  1  —  a2  ) 1  -+•  a  y/  (  1  —  y*  )  , 

ou  bien  encore  ,  ce  qui  revient  au  meme  dans  le  fond 

y'  (1  —  xz) = ✓  (1  —  a1)  ^  (*  —  y)  —  ay ' 
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4  Mais  fi  d’  un  cote  cette  methode  eft  *un  peu  plus  di- 
reRe  que  la  precedente  ,  de  F  aurre  elle  a  auili  Fincon- 
venient  de  dependre  des  quamites  tranfcendantes*  en  effer 
puifque  1  integrale  de  1’  equation  propofee  eff  abfolument 
algebrique  ,  n’  eit-il  pas  naturel  de  penfer  qu’il  y  ait  aulfi 
une  voie  purement  algebrique  pour  y  parvenir  ? 

Qu  on  multipjie  les  deux  membres  de  1’ equation  (  A ) 
en  croix  ,  on  aura 

dx  V  {  i  *—  jk2  )  =  dy  V  (  i  —  *2  ) 

Sc  integrant  par  parties 


X\S  (i  —  y2)  f  - 

y(SI  _  )  +.J. 


dy 


V  c i-f) 
v  x  d  x 


V  {  1-X-) 

Or  T  equation  {A)  etant  muhipliee  par  xy  ,  &:  enfuite 
integree  donne 

xy  d  x 


f- 


f- 


xy  dy 


~  #  V  (  1  -^)  J  V  (  i  -y1) 

donc  I  equation  precedente  deviendra 

XV  (  1  —  y)=y^(i  —  xz)  c  j 

equation  algebrique ,  qui  en  faifant  C  =  a  revient  au 
meme  que  i’  equation  (  B  )  de  Y  An.  2. 

5  On  pourroit  auffi  appliquer  la  meme  methode  a  Fin- 
tegration  de  1’  equation  generale 
dx  dy 

+  v'  ( «  •+■  ■+•  yy 1 )  •  •  •  •  •  (  C  ) 

car  multipliant  d’abord  en  croix,  &  prenant  enfuite  Finte- 
grale  de  chaque  membre  par  parties  on  a 

Qy  +  yy2)  -  f  lxJy 


X  V  (ot  4-  \6 y  4-  y yz 
yV  (ot  4-  |0  at  4- 


-/ 


(  /f  2  )y 
2  V'  (  «  •+-  /3  x  h~  yJA) 


c,  (D) 


Or  F  equation  (C)  etant  mukipliee  par  xy  ,  &  enfuite 
integree  donne 

xydx  _  r  ^ _ xy dy _ 

/  v  {*  + &*•*- }**)  J  v  (*  &y  y?* ) 

De  plus  on  a  par  la  meme  equation 

r  ydx  _  r _ y  dy  _ _ 

J  +  +  ~~J  ✓  (  *  +  py  +  yf) 

i  / ,  „  2;  fi  r  dy 

=  — V  (i-^Qy-^yy *)  —  — 

y  M7 

&  de  meme 

/*  _  r 

J  ~~V~( py+-  yy')  J  v  C 


0X  +  yX*) 

d  x 


=  ~^  (*■*-& x  +  y*1)-—  )  -^tJSy  * ,/..) 

Donc  faifant  ces  fubftitutions  dans  F  equation  (  D  )  ,  & 
ui  fe  detruit  on  aura  cette  equation  algebrique 


f 


V  (ot  ■+-  (2  x  +  ^Ar1  ) 

dy 


effagant  ce  qui 
xV  (<*  -+-  Pjk  -+■  y  J2) 1 

j  V'  (ce  -4-  @x  -+-  y  *2)  * 


•J  (*  0  *  y  ** ) = 

2  y 

\/  (ce  “4-  /3y  4-  yjyJ) 


ou  bien 

(x  ~H  -£-)✓(*  4-  /3jk  -+-  rj2)  = 

2  > 

+  —.Jy/tci  +  (3x  +  y^1)  +  c 

qui  eft  1’  integrale  de  F  equation  propofee. 

6  Voila  donc,  comme  i’on  voit,  une  methode  bien  uinpie 
pour  integrer  ces  ferres  d’equations,  dont  chaque  membre  en 
particulier  depend  de  ia  quadrature  du  cercie  ou  e  ii- 
perbole  mais  ii  y  a  eneore  d’  autres  equations  plus  g^~ 
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nerales  que  1  es  precedentes  qui  admettent  auffi  des  inte- 
grales  algebriques ,  quoique  chacun  de  leurs  membres  ne 
foit  en  aucune  fajon  integrable. 

Ces  equations  font  comprifes  dans  la  formule  fuivante 

_  dx 

y/^et  -+■  (3  x  •+■  y  x1  +  £  x*  ■+•  i  x*  )  == 


dy 


\/  («  +■  0y  -(*  yy'-h  jy  -f- 


dont  1’  integrale  eft  exprimee  en  general  par  1’  equation 
A  ■+;  B  (x  -by)  -H  C  (xz  -byz)  -h  D  xy  E  (xy  +  y*x) 
F  xzy  =  o . 

En  effet  fi  on  difKrentie  cette  equation  on  a 
[  ^  H-  2  Cx  -H  Dy  -+-  E  (2  xy  H-y)  -t-  4- 

[^  +  iCy-f  -h  £  ( xy  x  -f-  xz )  -4-  xFyxz~\  dy  —  o. 

JMais  en  tirant  de  Ja  meme  equation  la  valeur  de  at  en 
y  y  Sc  enfuire  celle  de  y  en  x  ,  on  trouvera 

2  x  (  C  -b  Ey  -+~  Fyz  )-+-B-bDy-bEyz  = 

+  Z)J,  +  £yy  —  4  {A+By  4- Cy2)(C  4- Ey+Fy2\\ 
&  de  merae  j  j  'i 


1  /  (  c  -+■  Ex-bFx2)~t~B-+-Dx  +  E  x2  = 
v[(B  4-  Dx  -+-  £**)*  _  4  (A-i-Bx-hCx^C-i-  Ex-+-Fx2)l 
de  forte  qu’en  faifant 
«  =  B‘  —  4  A  C 
H=iBD  —  4(AE-hBC) 

■y  —  1BE-+-D2  —  4  (A F  -b  C2  B  E) 

*  =  *E>E  —  4(BF  -h  C£) 
e  =  E2  —  4CF 
on  aura 

d  xV  (  ce  -f-  H-  ^  y4 )  — 

dyV(*  -+-  0  *  4.  y  xz  4-  l  x3  —H  f*4}, 

&  par  confequent 

_ dx 

V  {  *  —  y  x*  4-  <T  *+■  e  #4  ) 


V/  «  -VfV -h  y  r1  H-  ey*)  * 

qui  eft  1’  equation  differentielie  propofee.  Or  comme  les 
coeficiens  donnes  et ,  /3  ,  y  ,  &  ,  f  ne  font  qu’au  nombre 
de  cinq  ,  &  que  les  coehciens  indeterminees  A ,  i?,  C, 
Z> ,  2: ,  i7  ^ont  au  nombre  de  fix  ,  il  eft  clair  qu’il  en 
reitera  toujours  un  d’  indetermine  qui  tiendra  lieu  de  la 
conilante  arbitraire  qui  doit  fe  trouver  dans  P  integrale. 

Cette  integration  eft  d’  autant  plus  remarquable  quelle 
rfeft  due  qu’a  une  efpece  de  hazard  heureux ,  &  qu’il  ne 
feroit  pas  meme  poflible  d’y  arriver  par  les  methodes  con- 
niies  des  Geometres  jufqu’a  prefent  (  voye{  dans  les  Tomes 
VI.  &  VII.  des  nouveaux  Commentaires  de  Petersbourg  plu- 
fieurs  excellens  Memoires  de  M.  Euler  fur  ce  fujet  )  .  J’  ai 
donc  cru  que  ce  feroit  un  travail  avantageux  aux  progres 
de  P  analife  que  de  chercher  une  methode  dire&e  pour 
integrer  les  equations  de  cette  efpece  ,  &  voici  celle  que 
j’  ai  trouvee.  Elie  eft  fondee  fur  le  principe  fuivant. 

7  Quand  on  a  une  equation  differentielie  du  premier 
degre  dont  on  ne  peut  trouver  P  integrale  ,  ii  faut  la  dif- 
ferentier  Sc  examiner  fi  en  combinant  cette  nouvelle  equa¬ 
tion  avec  la  propofee  ,  on  pourroit  trouver  une  equation 
integrale  du  premier  degre  autre  que  Pequation  propofee j 
car  alors  en  chaflant  par  le  moyen  de  ces  deux  equations 
les  premieres  differences,  on  aura  une  equation  algebrique 
qui  fera  P  integrale  clierchje. 

Si  P  integration  ne  reuftit  pas  de  cette  maniere  ,  il  faut 
pafter  a  la  differentielie- du  troifieme  degre,  &  chercher 
fi  on  pourroit  ainfi  parvenir  a  une  nouvelle  equation  du 
fecond  degre  en  ce  cas  il  n’  y  auroit  plus  qu’a  eliminer 
les  differences  fecondes  &  troifiemes  par  le  moyen  de 
P  equation  propofee  >  &  de  fa  differentielie.  Et  ainfi  de 
fuite. 
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8  Cela  pofe  je  vai s  commencer  par  chercher  P  inte- 
grale  de  1  equation  (C)  de  1  Art.  5  pour  cela  je  fais 

d  x 

d  t  =  -i-  /3  x  ■+■  yxr}  >  enforte  que  F  on  ait  Ies  deux 

equations  fuivantes 

dt  =  — 


dt  =s 


>-  /3x  ■ 

dy 


y*x) 


V  (  «  $  y  ■+■  yy*  ) 

Je  multiplie  ces  deux  equations  en  croix ,  &  je  Ies 
quarre  pour  Ies  delivrer  du  figne  radica],  ce  qui  me  don- 
ne  ces  deux-ci 

d  x1 

-J~  =  .s  ■+■  /3  X  -+•  yx2 

dyx  « 

~  (Zy  -t-  . 

Je  differende  maintenant  ces  equations  en  prenant  dt 
pour  con Itante  ,  &  divifant  Ia  premiere  par  d  x  &  la 
ieconde  par  dy  f  aurai 
2  d1  x 

=  £  -H 


dt 1 
2  ^2j/ 
^  /* 


=  0  -+-  yy* 


Or  en  ajoutant  ces  deux  equations  enfemble  ,  &;  faifant 
4-  y  =  p  ,  on  aura  F  equation 

2  d'  p 

—i  2  /3 


d  t 1 


laquelle  etant  multiplice  par  &  enfuite  integree  donne 
—  k  -+•  I  $  p  -*■  yy 

k  etant  la  conftante  arbitraire  $  d’  ou  F  on  tire 
-£  =  V (k.  -*•  i/ip  +  yp% 

Mais 


=  V  [k  -4-  2  /3  (  x  -+-j)  -+-  }✓  (  *  -+-JK)z]. 

9  Si  au  lieu  d’  ajouter  les  deux  equations  differentio- 
differentielles  on  avoit  retranche  fune  de  fautre  oa  auroit 
eu  ( en  faifant  x  —  y  =  q )  celie-ci 
2  d%q  , 

qui  etant  multiplice  par  dq ,  &  inregrde  eniuite  donns 
±  =  H  n- 

&  par  confequent 

An 

yf )• 


*  —  JK  on  aura 
-+-  &>y  h-  ^J2)i  de  forte  que  1’equa- 

£.7  •+•  7'  J2 ) 


Donc  puifque  q  = 

*+-■  T'  x2 )  —  v/  (ot 
tion  integrale  fera 

✓  (  «e  -+-  /3  x  -t-  y  .*»  )  —  v/  (  (t 
=  v/  [tf  -4-  0(x  —  y)*]. 
if  erant  la  conltante  arbitraire. 

io  Les  integrales  que  nous  venons  de  trouver  ne  diffe¬ 
rent  point ,  quant  au  fond  ,  de  celle  de  XArt.  5  ,  comme 
il  eil  facile  de  s’  en  affurer  par  le  calcul  j  mais  on  peut 
en  trouver  encore  d’autres  plus  fimples ,  en  donnant  feu- 
lement  un  peu  plus  de  generalite  a  notre  methode. 

En  effet  fi  au  lieu  de  fuppofer  d  t  =  x 


dt 


dx 


v  +.0x  •+•  y*%) 
T  etant  une  fon&ioa 


on  fuppofe  ~  , 

“  T  V  v  *  £  *  ■+-  y  x* ) 

quelconque  de  x  &  y  ,  on  aura  ces  deux  equations  cL 
Mifc.  Taur.  Tom,  IK.  o 


i  ©6 


dt  __  dx 

T  y/  (  «  -f-  ff  x  +~yx*  ) 

dt  _  dy 

T  }/  -+-  (Sy  +  y  y>;  7 

d  ou  1  on  tire,  en  multipliant  en  croix  &  quarrant, 

~TF~  =  *  -<-  P  *  +  y** 

T*  dy' 

~TT  “  *  ■+■  $y  •+■  y  y* 

de  forte  qu’en  ditferentianr ,  &  regardant  dt  comme  con¬ 
flante  ,  on  aura 

iTdTdx  ■+*  %  T2  d2  x 

—  =  /3  -b  iyX 

t  T d  T d y  -f-  2.  T 2  d2  y 

—  77,  =  /3  -+-  i  yy 

^quations  qui  etant  ajoutees  enfemble,  en  fuppofant  x  ■+■  y 
=  p ,  donnent  celle-ci 

TdTdp  +■  T2  d2p 

dt'  ~  —  $  •+■  y?- 


Or  foit  x  y  —  q ,  &  fuppolbns  T  une  fonftion  de  p 
&  q,  enforte  que  1’  on  ait  dT  —  Mdp  Ndq,  on 
dT  dp Mdp%  Ndpdq  .  dpda 

—  +  - — 77~ 5  mais  = 


aura 


dx' 


d t2 

dy 1 


t~  /3  x  • 


dt2 


0*  ■ 


T*  j1  —  yi — j 

donc  fubflituant  ces  valeurs  dans  T  equation  ci-deflus  elle 
deviendra ,  apre$  1*  avoir  multiplice  par  T 
T2  (  Mdp*  ■+■  T  d'p ) 

-  —  =  (/3  ?p)(T  —  Nq). 


d  t * 


Or  puifque  Ia  valeur  de  71  eft  indeterminee ,  on  peut  Ia 
fuppofer  telle  que  T  —  N q  =:  o  ,  c’  elt-a-dire  (a  caufe 
dT  dT  i 

que  jy  =  —  /  -j?d—  =  j  ■>  ce  qui  donne  en  multi- 
pliajnt  par  d  q  &:  integrant  f  T  sss  P  $  9  P  etant  une  fon« 


fa  valeur 


■  ,  &  faifant  at- 


—  / 

6Hon  quelcongue  de  P  fans  q  .  Ainfi  on  aura  en  fuppo- 

fant  dP  =  Pdp ,  M  =  />'* ,  N  =  P,&  1’ equario  n 

differentielle  deviendra 

T'{?'qdp'  +  Td*p) 

- 7? 

c’  eft-a-dire  ,  en  mertant  p  q  au  lieu  de  T ,  dp  au  Heu  de 

-  dPdp  +  Pd*p 

P'  dp,  &  divifant  enfuite  par  qT% - - =  °  ? 

ou  frien  £l LA-F-  —  o  de  forte  qu’on  aura ,  en  prenant 

P  dp 

une  conftante  arbitraire  quelconque  G,  jj-  =  Gj  d’ou 

en  mettant  au  lieu  de  —Jy-  —  - ~  valeur 

*  yjfl  ^  <JL±I^:  Ull  ,  &  faifant  at- 

tention  qu e  T  =  P  q  =  P  (.x  —  j)  ,  on  aura  1’  equa- 
tion  finale 

v'  ( * -&-/?  v-t- >■  yQ  -*■  v' '  *  0  v  ■+•  7  )  _  q  * 

x  —  y 

Ceft-la  ce  me  femble  la  forme  la  plus  fimple  a  Iaquelle 
on  puifle  reduire  1T  inregrale  de  1’  equation  propofee  (C). 

1 1  Puifque  la  difference  des  deux  quantitas-  qui  font 
fous  le  figne  eft  /3  (x  —  y)  -+■  y  ~yz  )r  ^  clair 

qu’ on  aura 

V  (  ct  -4-  /3 x  -+-  y  x * )  —  V(<4  -+-  $y  ■+■  ) 

_ g  Q  ~  >0  y  ( **  ~  _ 

V'  («.  ■+■  0-X  ±  yX*)  ■+■  V  (« .  +■  /?7  -  >/) 

Donc  mettant  au  lieu  du  denominateur  du  fecond  mem- 
bre  fa  valeur  G(  x  —  y ) ,  &  divifant  enfuite  le  haut  &C 
le  bas  de  la  fra&ion  par  x  —  7,  on  aura 

**(*■-+-  /3  x  -+*  y  xz)  —  v'  (et  -h  )’ 


G 

Equation  qui  etant  combinee  avec  la  precedente  donnera 
celle-ci 

V  (*  ■+  &  +  yx*)  =  *  (y  *  G')*  *  (y  -  G^y 

laquelle  etant  multipliee  par  z  G  ,  &  enfuite  quarree 
deviendra 

5*  7  4  *  GrTdf  (  y  -  G1 )  (X  -4- j)  -4-  *  (^  -  G*)  ^ 
-h  ( 3/  —  G*  y  ( **  ■+•  y)  =  o . 

La  methode  que  nous  venons  d’employer  dans  l\^r£.  10 
peut  s  appliquer  avec  le  m£me  lucces  a  integrer  1’  equa¬ 
tion  dont  nous  avons  parle  plus  haut  ( Art .  6  ). 

Soic  donc 

d*  ___  _____  ^  -V 

T  V'  «  /?  *  ,T*i  -+■  £  **  j 

enforte  que  1’  on  air  audi 

d  t  _ _  d  y 

T  y/{u.+  (Sy  +  yy*  +  }"}3  +  iya) 

&  ces  deux  equarions  etant  traitees  comme  celles  de 
Y  Art.  10  deviendront  d’ abord 

z  T dT  d x  •*“  2  T*  dx x  n 

57»  =/3  -+-  2  yx  ■+■  3  S  *2  -+■  4  ix3 

2  TdTdy  -f~  2  T1  dxy  n 

_  -  =  /3  -t-  2  yy  ■+■  3  Sy*  4  ey% 

J’ajoute  enfemble  ces  deux  dernieres  equarions  ,  &  je  fais 
comme  ei-deffus  =  &i  dT  = 

Mdp  -+-  N d  q ,  j’  aurai  en  divifant  par  z 
T  M  dpx  •+-  T  N  dpdq  *+■  Txdxp 

I ?  = 


i09 


&  mettant  au  Heu  de  fa  vaieur  ^ 


dr 

tt  H-  (i  X  ■+■  yx%-*~  fxi  Hh  i  X4 

T* 

*  -t-  (S  y  ■+■  yv*  -h  <Ty»  -f-  6  y* 


d/* 


@f-+~  ypq  •+■  —  (3P2?-*-  ?*)■+•  4-  C/’>  ?  -+-  f  ?’) 


on  aura  apres  avoir  multipli^  par  T,  &  ordonne  les 
termes 

X’  (  Mdp'-+-  Td'p~) 

- j? - -  =  +  ypl(T  —  Nq) 


-J  [  3  T  (/  -b  q1)  —  N()P>q  -+-  ?»)] 

[T(P'  1  Pf)  —  ] 

Soit  fait ,  comme  dans  F  An.  i  o  ,  T  —  Ng  =  o  ,  & 

par  confequent ,  T  —  Pq,N=P,8cM  —  ii-  on 

V 

aura 

*■«■(  jrjp  +  pjp)  , 

- d? - =  ??(—  +  sp), 

ou  bien  en  divifant  par  P  gl 

PdPdp  Fa  d*p  _  $ 

dt%  %  £  P  * 

Cette  equation  erant  multiplice  par  xdP  devient  integra- 
bie ,  &  F  integra  1  e  fera 
PVp* 

~7F~  =  &  -+-  sp  -+-  epz. 

G  erant  la  conflante  arbitraire  $  de  forte  qu’on  aura ,  en 
tirant  ia  racine  quarree , 

— —  =  V  (G-  -i-  l  p  ~b  ep2y. 


I  I  o 


d  x 


mais  —  = 

dt. 


d  t 

f  *  ■+■  /3  x  -h  y  t’ 


iTrs  -I-  i  v4  ) 


V  ( 


■  ‘V  ) 


donc  fubftituant  cette  valeur ,  &  metrant  a  la  place  de 
I»,  x-t*y,  &  a  Ia  place  de  T,  P  q,  ou  bien  P  (x — y ),. 
on  aura  ,  apres  avoir  multiplie  par  x  —  y , 

(  Z>  ).....  O  -4-  $  x  -4-  y  x2  $  x3  *+•  ?  x4  )  -+- 
V  ( ot  ■+■  Qy  -t-  H-  S^3  H-  ey 4)  = 

(  #  — y  )  [  Gz  h-  &  (  a:  *+-  jy  )  H-  f  (  *  -Hjy  )2  ] 

pour  P  inregrale  cherchee  de  1’  equation 

(£).,. 


V  (*  ■+■  $x  ■ 


'  7* 

dy 


■  et** 


'  £*4) 


V  (*  ■+•  £7  -+-  >7*  -+*  <F 

13  St  P  equation  a  integrer  etoir 

<*> . 


•r*-) 


V(cc  +  /2x~i-yx1'- 

dy 


<T  ** 


6  X 4  ) 


V  (  «  -f-  (3 y  *+r  77*  *+*■  ^7*  -f*  «y4  3 


il  n’  y  auroit  qu’a  changer  Ie  figne  du  iecond  radica!  de 
P  equation  (  D  )  ,  &  P  on  auroit 

v' (  *  H-  18  *  H-  y  #2  -t-  S  *3  -+-  e  x4  )  — 
v'  ( cc  H-  *+■  yjy2  -H  §y3  -+-  ey*)  __ 

(  #  — -jy )  V  [  Gz  -f-  &  (x  -4 -  y  \  •+■  e  (x  — 1—  jx  )z  ] . 

14  La  difference  des  deux  quantites  qui  font  fous  Ie 
figne  etanc 

sss  fS  (x  —y)  h-  ^  (x*  —  y)  ■+"  &  (x* —  y> )  -4-  £  ( X4  —  ) 

on  aura  par  P  equation  (  E  ) 

|/  (  OC  -h  X  -4-  y  X2  -4-  &  x3  “H  e  x4  )  — * 

V  (ce  H-  fiy  -4-  3/j2  fcj3  -h  ejy4)  — 


/ 


1 1 1 


(x  —  y  )  y  (x»  —  y»  ’ )  -4-  «T  (x*  —  yO  4-  «  (**  —  J4) 

(.  *  ~  y)  V'  (  O*  -f-  <f\x  -+■  y)  •+■  e(*  -t-y)  ) 

/?  -f-  y  (x  y  )  -+-  <F(x»4-  xy  -+-  y»)  -+-<(x*-H  x*  y -H  x  y*-+-y*) 
V  (  G*  -f.  <T  (x  -+-  y)  ■+■  e  (x  -f»  y  )*  ) 

donc  combinant  cette  Equation  avec  celle  que  nous  venons 
de  citer,  on  aura 

V  (  ct  -+-  /3  x  -h  y  x2  ~h  &  x5  -f-  5  at4  )  = 

(*-yK(Gl-H  «^  ( *  *+■  y )  ■+■  •  (*  ■*-  y  )* ) 

- _____ -  ■■  '  -4- 

2 

£  -4-  y  (  *  V  )  -l-  «T1  (x*  -l-  xy  -4-y*  ^  •+•  €  (  xj  -4-  x»  y  -f-  xy»  -4-  y*  ) 

2  y/  (  G1  ■+■  <T  (x  -+-  y  )  -4*  e  ( x  -+-  y  )*  ) 

0  +  y  (  *  y  )  -H  G  (x  —  y  )  •+•  s~  (  z  X»  «+■  xy  )  -I-  %  I  (  X*  -f-  x*y  ) 
^(G1  +  i'{’*+y)  +  f(^  +  J'}1) 

d’ou  en  multipliant  en  croix,  &  quarrant  les  deux  mera- 
bres  de  cette  equation  il  viendra 
@z  —  4  a  G  -+-  (  2  /3  y  -+-  4  *  ^  —  i  &G)  (x  ■+■  y  ) 
-4-  (  y2  —  4«tf)(x  y  )2  G2  ( x  —  y  )2  — 

—  2  y  G  (x2  -i-y2)  -*-  (*  y  &  —  4  £  £  —  2  §G)  (x  -+-y)  xy 
( Sz  —  4  e  G).x*y*  =s=  o  , 
ou  bien 

$2  —  4  ct  G  -i-  (1  Sy  -4-  4<*^  —  2pG)  (x  -4-y)  “H 
(y*  —  4  et  £  —  2  y  G  -r-  G2 )  ( x2  y2)  H~  2  ( y2 
4  «f  —  /33  —  G2)xy-+-  2  (y&  —  2/35  —  S  G)  (x  -+-y )  xy 
h~  (£2  —  A  *  G)  x2y2  =  0; 

&  cette  equation  fera  egalement  1’  integrale  de  Pequation 
(  E  )  &  de  T  equation  (  F )  (  Articles  n  &  13  ;  ce  qui 
s’  accorde  avec  ce  qu’on  a  demontre  dans  1’  Art.  6. 

1 5  Confidetons  maintenant  en  general  1’  equation 
d  x  dv 


V  X  Vl 


I  12 


X  etant  une  fon&ion  quelconque  de  x9  &  F  une  fon&ion 
quelconque  de  y  .  O n  aura  d’  abord  les  deux  equations 

^  _  dx  dt  dy 

T  =  "VIT’  T~ 

d’  oii  1’  on  tire 


vT 


T'dx' 


X, 


T*  dy* 


dt'  dt' 

&  differentiant  (en  faifant  d  X  =  X'dx7  d  Y  =  Y'dy) 
i  Td  T  d  x  +  2,  y*  ,*■ 


=5  X/ 


2  T  dT dy  +  i  T’  Tr 

7?  =  ^ 

Soit  x  ~>r  y  -=-  p,  x  —  y  =  q  ,  &  dT  =  AfJp  4- 
N d  q ,  on  aura  en  ajoutant  les  deux  equations  preceden- 
tes  ,  enfemble 

2  T  (  M  dp *  -+-  N  dp  dq  )  ■+■  2  T*dtp 


dt ' 


Or  dpdq  —  ;  donc  fub- 

ftituant  cette  valeur  on  aura 

2  T  (Mdp'+Td'p)  w  .  TJV 

“7?  +  f  2 

Maintenant ,  puifque  x  -h  y  ~  p  ,  x  —  y  =  q  ?  on 
aura  x  =  ^  x  ^  9  7  =  7  de  forte  qu’en  ne  conft- 

dX 


—  x'  4-  r 
x* 

2.N(X-T) 


derant  que  Ia  variabilite  de  7  on  aura  X'  — 


&  r  -  — — 

^  ~~  dy  — 

dT 


dx 


2  d T  1  dT 

~Jq~  ’  °e  plus°naM=  — 


i  donc  faifant  ces  fubflitutions  dans  1’  equation 
procedente ,  elle  fe  reduira  a  cette  forme 


xTJ  (—) 


1*3 


de 


dp  dq 

Of  pour  qu’on  puifle  tirer  de  cette  equadon  Ia  valeur 

il  faut  faire  enforte  qu’elle  ne  contienne  que  les 

feules  variables  p  &  7;  c’eft  ce  qu’on  ne  fauroit  obtenir, 
ce  me  femble ,  qu’en  faifant  !°  T  =  PQ,  P  etant  une 
fonftion  quelconque  de  p  &  Q  une  fon&ion  quelconque 
de  q  ,  pour  avoir  en  divifant  par  Q2 


dp 

2°  II  faudra  que  1’  on  ait 
Qdq 


Qdq 


=  fonft.  p . 


Suppofons  donc  que  <p  -  p  reprefente  une  fon&ion  quel¬ 
conque  de  p  ,  on  aura 


rf-( 


X-T 


g  '  , 


3=5  Q'Fm> 

&  integrant,  en  regardant 


donc  multipliant  par  Qdq , 
p  comme  condant,  on  aura 
X  -  T 

—qP  =  v-pfQJq  4>-p, 

4/  p  denotant  une  autre  fonftion  quelconque  de  p  ;  donc 
on  aura 

X  —  Y  =  Q  (  <p -pfQdq  -I-  4,-p). 

Oi  cette  condinon  a  heu,  alors  on  aura 


i  <p  -p; 


donc  en  multipliant  par  Jp  ,  &  integrant 
Mifc.  Taur,  Tom.  IV.  p 


(”77“)1  —  G*  tfv-pdp 
G  etant  une  conflante  quelconque ;  d’  ou  I’  on  tire 

~TT  =  ^  C G‘  1  /V  ?  > 


•  dp  dx  +  dy  VX-t~VT 

mais  =  — - -  =  - - 

dt  dt  T 

fubftituant  cette  valeur  on  aura 


s/XWT  , 

j  donc 


y/ X  -+-  VY  =  QV  (Gl  -4-  2 -  f  <p  '  p  d p) 
c’  eft  F  integrale  de  F  equation  propofee  ~  =  , 

i<5  Voyons  a  prefent  quelle  doit  etre  Ia  nature  des 
quantites  X  &  Y  pour  que  F  equation  de  condition 

X-  r  =*  Q(fQJqX<p-t  +  -tp) 

ait  lieu  j  &  fuppofons  d’  abord  que  ces  quantites  foient 
de  la  forme  fuivante 


X  =  A  -4- $X  -+-  ^X*  -H  $X3  -4-  fX+  -4-  ^X1  “h  LfX5  H-  &C. 
r  =  *-4-/3y  h-  yjK*  -H  &JK3  4-  5JK4  -+-  £ys  ■-+■  H/  ~h  &c. 
enforte  que  F  on  ait 

X—  F  =  /3(x  —  y)  -hy(xz—  —  y)  -h 

€  (  X4 - J/4  )  -+-  ^  (  X*  — J/s  )  -+-  tf  (  Xtf  — y )  -H  &C.  i 

en  faifant  x  -+-  y  =  p  ,  x  —  jk  =  q  ,  c’  eft  -  a  dire 


p  •+■  q  p  -  q 

x  =  - ,  y  =  - ,  on  aura 

2  7  2  7 


X—Y  —  &q-*~rpq-+-~(.ipt-+-f)q-h^(k4p>  + 

4Pf)q  -+-  ( 5 P*  -+■  1  °pl ?* )  q  h — —  (fy>!-+-  io pY 

H"  )  q  H-  &c. 


&  comme  cette  quantite  doit  etre  dgale,  ou  plutot  iden- 
tique  avec  Ia  quantite  Q  tf  A  d  q  X  <p  *  p  -4-  \]s  p  )  ,  dans 
laquelle  Q  eft  une  fonftion  de  q  fe.ulement ,  il  eft  vifible 
qu’il  faut  i°  que  F  on  ait  Q  =  q ,  ce'qui  donne  fQdq 


/3  -  yp  -4- 
= 


y  que  T  on  ait 
3  ^  4«.pl 


5  ZP* 


8 


16 


6</P’ 

5i 


&c. 


<7 


4 « P 


6lip 


1 6  32 

■H  &C.  )  q4  =  o 


4-  &C.  )  f  = 


**'/> 


<7?  . 

C  eft-a-dire 

^  =  o  ,  Lf  =  o  &c. ,  &  par  confequent 
4j3  =  /3-+-  yf  -+- - : - ^ - —  »  <PP  = 


5]?. 


4  8 

Donc  2  f<ppdp  =  ^p-i-epzi  de  forte  que  1’  inte- 
grale  de  1’  equation  fera  dans  ce  cas 

V X  ■+-  v'  F  =  <7  /  (  G*  ■+■  £  p  -+*  5  p2 ). 

C  eft  le  cas  que  nous  avons  deja  examine  (  An .  x  2 ). 

Au  refte  on  voit  par-la  que  Les  quantites  X  &:  F  ne 
fauroient  contenir  d7  autres  puiffances  de  x  &  de  j  que 
celles  qui  ne  paffent  point  le  quatrieme  degre. 

1 7  Suppofons  maintenant  en  general  X  ==  *  2  a:  ,  & 

F  s=  -F  •  2  y  ,  enforte  que  l7  on  ait  X  =  $  (p  •+■  £  >  & 
Y  =  F  ( p  —  ^)j  &  1’  equation  de  condition  fera 
<J>-  (,p-h<])^(p  —  q)  =  Q.(.fQ_dqXip-p-i-^p)j 
foient  differenties  les  deux  membres  de  cette  equation  deux 
fois  de  fuite  en  faifant  varier  p  feulement ,  on  aura 

<F  (p -h  q)  —  F"  (p  —  q )  =  Q  (/< 2  dqX <p"*  p  -+-  p)> 

foient  enfuite  difFerenties  les  deux  membres  deux  fois,  en 
faifant  varier  q  feulement ,  nous  aurons 


r  (p  ^ 


donc 


dt 


•  q)  —  *"(P  —  ?)  = 
X^p> 


d'-  Qf^dq 


Xv-P 


QVfi+QfddiXf.p  =d-£  ■xt.,++2f&/JEp.p 

Cette  equation  devant  etre  identique  ;  je  fuppoferai 
d’ abord  -  ^  =  —  n?Q  (m  etant  un  coeficient  con¬ 
flant  quelconque  )  ,  d’ ou  Fon  a  en  integrant 
Q  =  A  fin.  (mq  -+-  *  ) 

A  Sc  ct  etant  auffi  des  conflantes  quelconques ,  &  par 
conlequent ,  en  integrant ,  de  nouveau  , 

A  1 

/Qdq  = - ~cof.(mq  -j_  *  )  & 

QfQdy  =  —  ■—  fin.  i  (m  q  ct  )  J. 

de  forte  que  1’ equation  precedente  deviendra 

ACm.(mq  -+-  «)  x  (  \J/  ■  j>  ■+■  m-  4,  p)  — 

—  fin.  = 

laquelle  devant  etre  vraie  independamment  d’ aucune  equa- 
txon  efitre  q  &  p ,  ii  faudFa  que  1’  on  ait 

p-h  m24-  -p  —  o  ,  0"  7  +  4ffli(I|.^=oi 

ce  qui  donne,  en  prenant  des  conftantes  quelconques  B  t 

&  &  C ,  y  , 

nj,  ■  p  =  2?  fin.  (/«p  _h  g  ) 

cp  'j?  =  C  fin.  (  m  p  -f-  y). 

Subftituant  donc  toutes  ces  valeurs  dans  1’ equation  de 
condition  trouvee  ci-deflus,  on  aura 

^  (A'~C  q)~ *  {P~1)==AB  fln-  X  fin.  (m  q  -t- «) ' 

-  ~  fim.i(m'f+)')Xfin.i(mj  +  ()  — 

~  (  C°P-  [m(P  +  ?)■+"  0  +*]  —  COf  [/72  (/7  — ?)  -+-0  -  «]  ) 

c 


Donc  faifant  pour  pias  de  fimplicite - - —  =  'b , 

/4*C 

- — —  =  c  9  &  prenant  une  conftante  quelconque  a ,  on 


<&  (p  -h  q  )  ===  a  -4 •  b  cof  [m  (p  •+-  q  )  -H  /3  -4-  oc  ]  -4- 
c  cof.  2  [  m  ( p  -+-  q  )  H-  ^  -H  Otj, 

■F  ( p  —  q  )  =  a  b  cof  [  m  (  p  —  #  )  -H  /3  —  ce  ]]  "H— 
c  cof.  2  [rn(p  —  q )  -+-}/  —  <*]i 
donc  en  mettant  ix  a  la  place  de  p  -t-  q ,  2^  &  Ia 
place  de  p  —  ^ ,  &  n  a  la  place  de  2  m ,  on  aura 
X  =  a  b  cof.  (/*#-h/3-hct)-hc  cof  2  (  njk  +  y 
F  =  a~t~b  cof  (  ny  -+-  /3  —  <i)+t  cof  2  (  ~H  y  —  cc). 
Ce  font ,  ce  me  lemble ,  les  valeurs  les  pius  generales 
que  1’  on  puille  donner  aux  quantites  X  &  F  pour  que 

1’  equation  foit  integrable  par  notre  methode  i 

&  T  integrale  fera. 

y/X  H-  FF  =  ^  fin.  (/72  q  -H  oc  )  v'  [  Gz  —  ^  cof  2  (mp-i-)/)] 

ou  bien  ,  en  mettant  — au  lieu  de  —  ,  &  faifant 
A*  m  7 


VX+VY^Cm.  [— — iccof.[n(x-hy)-i-zy]  ). 


1 8  Soit  fait 

cof  nx :  “H  fin,  n  x  V  —  1  —  a  , 
cof  ny  h-  fin.  72 y  —  1  =  v , 

on  aura 

-  !-♦-«*  1  -  a’  y 

cof  n  x  =  - ,  lin.  n  x  =  - V  —  i 


a4  r  1  “  ,/  _ 1  , 

—  ,  lin.  wx  =  - —  v  —  1  , 

1  7 


cof  A/2JK-  == 


1 1 8 

&  de  meme 


C  1  *+■  &  r  I  - 

coi.  ny  =  - - ,  lin,  n  y  s=  — 

ZV  J  2 

/*  I  •+■  if  r  I  - 

coi.  iny  =  ~r-  ,  fm.  —  _ 
on  aura  de  plus 

coi.  n  {x  «+■  y  )  - - 


fin.  n  (  x  -+•  y  ) 
”0  ->■)  _ 


fia.  nS*-Hl 


2  Vvu' 


V—  t  . 


Enfin  on  aura 


j  « «  ,  a  v 

nuv  -  i  '  ^  nv  V  —  i  * 

Suppofons  outre  cela 

coi;  (  0  -+-  *  )  =  A  ,  cof.  z  (  y  -t-  et  )  =  B 
cof.  ( /3  —  «)  =  £,  coi;  i  (y  —  *)  =  £, 
on  aura 

cof.  z*  =  AE-+-V(i  —  ^2)xv^(i  -  Ez) 
cof.  4  *  =  ££-+-  v'  (  i  -  ^)x>/(i  -  F 2)  i 

donc 

i  B  F  ~hi/  (  i  —  i?* )  x  v'  (  i  —  £2 )  — 
i  [  ^  £  -  ^)xv^(!  —  £2  )  ]  . .  .  (G) 

Enfuite  on  aura ,  en  faifant  pour  abreger , 

^  £  h-  V'  [  (  i  —  ^2)(i  —  £*)]  =  M 

^  /  —  v/[  (  i  —  £2 )  (  i  —  F2)  ]  =  N, 

coU  =  ✓  fin.  ,  =  ✓ 

cof.  *  y  =  V'  ~~~  i  fin-  *y  =  /  ~  , 
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donc  en  faijant  toutes  ces  fubfHtutions  dans  Ies  formales 
de  1’  Art.  prec. ,  on  aura  d’  abord 

,,  .  ,  A{i  +■  *’)  -  -  i)X(i  -  «*) 

Ji.  =  a  +  p  X - -  ^  ^ 

B  (  i  ■+■  «•)  -  V^B»  -  i)X(  i  -  «*) 


c  X 


2  0* 


4X 


E  ( i  +•  «’)  -  v'  (E*  -  i  )  X(  i  -  *>*) 


F (  i  ■+■  </>)  -  v'  ( F*  -  i)X(  i  -  v') 

+  cx  — i - - - - - , 

1  V 

ou  bien ,  en  fuppofant  pour  plus  de  fimplicite  , 

£/  =  *  [  B  —  ✓  (  B'  —  i  )  ]  h-  b  [  A  —  v/  (  A'  —  i  )  ]  u 

H-  2£ZWZ  -4-  b  [A  ~h  v7  -  03  “!+c[^  +  —  O]^4» 

V=c\  F  —  ✓  —  I  )  ]  -+-*  [  E  —  V  (  £2  —  I  )]  v 

“4-  iav2  H-  £  [E  -4-  v/  (£2  —  01  v*  -4-  c  [i7-*-  V  {Fz — O]^4? 

77  J7~  ,  „  ....  dx  dy 

X— — ;  &  r  ==  —  i  de  forte  que  1  equation  ^ 


.  .  .  du  dv 

deviendra  —}  =  ~. 


Dont  1’  integrale  fera 

VV  VV  (v-*-u  )V  (  I  -  M)-i-(v-a))(V  (  -  I  -M) 

u  V  2  Vvu 

X  */  (  H'-  —  c  X  +  ). 

du  dv  n  , 

II  eft  clair  que  1’  equation  ~  =  — y?  eft  un  peu  plus 

generale  que  1’  equation  ( £ )  que  nous  avons  appris  a 
integrer  dans  F  ^rr.  n;  car  dans  cette  derniere  £qua- 
tion  ii  n’  y  a  que  cinq  coeficiens  indetermin^s  ,  au  lieu 
que  dans  celle  dont  il  s’  agit  ;  il  y  en  a  fix ;  je  dis  fix 
quoique  Ies  quantires  a,  b ,  c  ,  A ,  i?  ,  E  ^  F  foient  au 
nombre  de  fept  j  car  nous  avons  vu  ci-deffus  qu’il  doit  y 
avoir  entre  les  quatre  derni&res  de  ces  quantitas  un  rapport 
exprime  par  F  equation  (  G ). 


i9  Pour  gdn&alifer ,  s’ il  eft  poffible,  la  methode*  que 
je  viens  d’expliquer ,  je  reprends  les  equations  ■— 

~Y  “  >  &  i’en  prends  les  differentielles  logarithmi- 

ques  ,  en  regardant  toujours  d  t  comme  conftante  ,  j’  ai 
d'x  _  X'  dx  dT  ,  dT 

rsr  T77dx  ~  Tjf  Jy 

*y_  _  «fr  ,  dT 

dy  ■  fJZ  dx  Td7dy’ 


d*  x  =  (  - 


-)  dx'  — 


,  i*  <*r  .  , 

=  (Tr-TTJ-^y  - 

ou  bien  en  mettant  au  lieu  de  d  xz , 

de  Jy9  Z" 


-  d  x  dy 
jdxdyy 
5  &  au  lieu 


d2  x  =  - i 


■  d  x  dy 


d\y  ~  Tiidti  -  ~irdxdy- 

Soit  maintenant  Z  une  fon&ion  quelconque  de  x  & 
de  luppofons  d  Z  P  d  x  -h-  Qdyr  on  aura, 

en  differentiam  de  nouveau  dz  Z  =  P  dz  x  h-  Q  dz  v 
dP  ,  2  dP  ,  f  ^  y 

—  aat-  ■+•  *  ~  d  x  dy  dyz'>  donc  fubftituant  au 

lieu  de  dz  x ,  ,  dx 2  &  Ieurs  valeurs  ,  on 


I  2  I 


d*Z  —  (P 


-  -ny 

zdP 


T'dy 

FdlT 


Qd-lT.,  j 

~—)dxdy- 


TdQ  7  ,r\ 

^-^=<p-Z  (/) 


'  d  y  dy  '  d  x 

Donc  fi  on  fuppofe 

idF  F  d  IT  Qd  IT  /  tt  \ 

'~~di~  dy  ,  dx  °  *  '  *  '  ^ 

& 

X  T 

^  •  "p  XdP  _  ^  "!F  7  /  7\ 

P  _ =_  -4-  — — : - f-  0  - 5—  TaX~===  <p  '  £ 

r  idx  l*dx  ^  idy  T  dy 

on  aura  1’  equation 

dZ  „ 

— —  =  (p  '  Z 
dt*  ^ 

laquelle  etant  multipliee  par  2  d  Z ,  &  enfuite  int^gr(Je 

ynr  2 

donnera  —7—  =  6rz  -h  2  f  <p  ■  Z  dZ^  &  par  confequent 
dt* 

~  =  ✓((?  -f  iffZJZ); 

■n.i,  il  _  _  ^2^4^,  donc  I’  in- 

dt  dt  x 

tegrale  de  P  equation  Pera  en  faifant/cp  ~  Z  dZ 

-=  4>*Z,  (G4  -H  a/^2), 

G2  etant  la  conitante  arbitraire. 

20  Toute  la  difficulte  fe  reduit  donc  a  determiner  Ies 
quantites  J  &  Z  ,  enforte  que  les  equations  (#)  &  (-0 

aient  lieu.  _  , 

r  du 

Si  on  fait  IT  =  w  ,  Fequation  ( i/)  devienara  -  ^  “ 
Mifc .  Tawr.  Tom.  IK.  q 


J22, 


■+*  Q  ~j~  —  1  ~~~ »  d*ofc  1’  on  tire  -£  =  ±£L  _ 
*  -J-  i*Wj» 

~F  x  TT’  forte  tJuon  aura  du  —  ~~dx  ■+■  ~dy 

-  ,  ,,  _  *  * 

,,_Soit  le  fafteur  par  lequel  il  faudroit  multiplier  Ia 
diffjrentielle  Pdx  —  <2  d y  pour  la  rendre  integrable, 
enforte  que  1  on  ait  R  (  P  d  x  —  Q  dy  )  =  ,  & 

Fon  aura  du=  -pjj-dy  H-  donc  regar- 

dant  u  comme  une  fonflion  dejy,  &  p,  &  fuppofant  f 
conflant,  on  aura  du  =  — -  dy,  Sc  par  confequenc 

r  dV 

11  ~  dy  4-r* 

en  prenant  P  integrale  f  dy  dans  Ia  fuppofition  de 

K  conflante;  donc  puifque  u  =  /  J  fi  on  fait  auffi  4,  7  = 
/  { ,  on  aura 

r  dP  . 

T=*.ix;r^h dy 

^  {  denotant  une  fon&ion  quelconque  de  j . 

Ayant  ainfi  determine  la  quantite  T7,  il  ne  reftera  plus 
qu’a  fatisfaire  a  1’ equation  (/)  qui  peut  fe  reduire  a 
cette  forme  plus  fimple 
P*X  nlT 

■"«r  ^  -gjy  =  1  <*>  ■ 2  •  •  •  • . (*) 

21  Suppolbns  que  P  loit  une  fonStion  de  #  feul,  & 
(>  une  fonftion  de  _y  feul ;  enforte  que  1’  on  ait  Z  = 

JPdx  -*■  {Qdy,  Sc  Z  =  /P  dx  —  /Qdy,  Sc  l’on 


,  r  dP  . 


aura  d’  abord  a  caufe  de  —  =  o 

T  =  *  ( fPdx  — fQdy ); 
enfuite  1’ equation  ( k  )  etant  multiplice  par  P  d  x,  8t  en¬ 
fuite  integree  en  regardant  y  comme  conftante  donnera , 
a  caufe  de  P  d  x  =  d  Z , 

r, 

/«• — TT"  j.n*'?  VA* 


I  ®  ^  Q*T  r  P  <5?^- 

on  aura  /  ~-^y-  P*x  =  - /  “JI 

d-Q^Y  f-4r~ 

*drf-TT7yPdx  =  - - Qdj~~  5  delbrte  «“ 

1’  equation  precedente  deviendra 

laquelle  etant  multipliee  par  Qdy ,  &  integree  de  rechef 
en  regardant  jc  comme  conftante ,  donnera ,  a  caufe  de 
d  Z  =  Q  dy  , 

P>Xf-$gL  +Q>rfl£L  »  rft-ZdZ 
-4-  r  ■  X  ~H  A  , 

r  *  *  ,  &  A  •  etant  des  fon&ions  quelconques  de  x  & 
de  y . 

Or  puifque  T  =  (f  P  d  x  —  /Q  Jy  )  ,  6  on  *UP- 
pofe  en  general  £  •  p  =  —  /  ,  on  aura 


i  24 


f  lgL±,-XHf.pj.x  fQ_dy)  & 

„  Q^V 

f  ^  =  2  '  (fPdx  -fQdy); 
donc  on  aura  enfin  pour  1’  equation  de  condirion  . 
C^X^^F)^(fPdx~JQdyy  =  2/^  Z^Z 

-f-r -XH-A.jr . (Z). 

Quoique  cetre  equation  ne  foit  qu’un  cas  particulier 
de  l  equation  ( k  )  ,  elle  eft  cependant  en  quelque  forte 
plus  generale  que  celle  que.  nous  avons  trouvee  par  Ia 
methode  de  1’  Art.  rj. 

22  Si  on  fait  comme  dans  1’  An.  \  6 
X  =  oc  -+-  /3  X  -4-  y  xz  -+■  £  x%  -+-  E  X*  -+-  Y  xs  -4-  ux6 
-i-  6  X7  ~h  K  X*  -h  &C* 

Y  =  X  -h  fty  H—  £  y4  +  ^ys  + 

-+-  Qy7  -f-  Xjy8  ~h  &c. 

on  trouvera  que  1’  on  peut  fatisfaire  a  1’  equation  ( Z  ) 
dans  les  cas  fuivans  $ 

i°  en  faifant  P  =  i  9  Q  —  t  2(*  —  y  )  =  JL 

N  ^  '  x—y 

2/0  Z dZ  —  (a  caufe  de  Z  =  *  •+■  j)  /3  -+■  5,  Z 

*+"  -t-  ,1-a:  —  -+-  — - ,  A  -  y  — 

2  3  2-  3  5  ^  ✓  i 

2  £^yJ 

H  j  5  &  ^  =  o  ,  tf  =  o  &c. ;  c’  eft  le  cas  que 
nous  avons  refolu  dans  le  meme  Article. 

a°  en  faifant  P  =  x  ,  Q  =  y ,  2  (  —  _  -)s= 

*f<P.ZJZ  =  (a  caufe  de  Z  =  ££i)  «-*- 

1J/Z  H-  !fZ2  4-  i-*- -- ,  r*  =  -—  ^ 

3  13* 


a-jk=—-+-- 
e= o,  \  =  o  &c., 

3°  en  faifant  P  ■■ 


y  &  /3  —  o  j  S  —  0  >  ^  — 


X1,  Q  =  JS  2(  J 


.  !.—  ,  i  f  ■  Z  d  Z  =  (a  caufe  de  Z  —  y- )  1  y  Z 

a!  -  v'  5 


-4-  9  7\  Z3  7  T  x 


&-y  = 


jML  +il,  &  *  =  o  ,  /3  =  o,  S  =  O,  r=o, 
i  5 

U  =  o  ,  6  =  O  ,  &  ainfi  des  autres. 

Au  refte  tous  ces  differens  cas  peuvent  fe  deduire  du 
nremier  par  des  fubftitutions  convenables  ;  c’  eft  de  quoi 
on  fe  convaincra  aifement  en  mettant  dans  1  Equation 

dx - —  *  x\  x 3  &c.  a  la  place  de  x,  &  yz9  yl 

VJC  v'  jlf  7  1 

a  la  place  de  y;  de  forte  qu’a  proprement  parier  les  fup- 
pofitions  de  P  =  *T ,  &  Q=y*,  «e  donnent  point 
d’  autres  cas  que  ceux  de  P  =  i  ,  &  <2  —  1  •  ^ais 
comme  ces  fuppofmons  font  tres  -  particulieres  ,  &  que 
1’  dquation  (  L  )  n’  eft  elle  meme  qu’un  cas  tres-pamcuher 
de  1’  equation  (*)  de  1’  An.  .9,  il  n’ eft  pas  impofSble 
qu’on  ne  puifle  decouvrir  encore  par  le  moyen  de  cene 

equation  d’ autres  cas  d’  integrabilitd  de  1’ equation  vX 

_  jtL-  j  ce  qui  ouvre ,  comme  1’  on  voit ,  un  vafte 
VT  ^ 

champ  aux  Recherches  des  Analittes. 

A  Bcrlin  ce  io  Septembre  1768. 
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RECHERCHES 

Matliematiques  fur  differens  fujets,- 

Par  M.  D’ALEMBERT. 


§•  1 

Sur  les  triangles  fpheriques ,  formes  far  des  ares 
de  petits  cercles. 


i  Tl  y  a,  ce  me  femble,  dans  la Trigonometrie  fphe- 
rique  an  objet  qui  n’  a  point  encore  ete  traite  ,  &  qui 
meriteroit  de  P  &re  ;  c’ eiU’ analife  des  triangles  fpheri- 
ques  qui  ont  pour  cotes  des  ares1  de  petits  cercles.  Ima- 
ginons  un  pareil  triangle ,  &  tirons  les  cordes  des  trois 
ares  qui  le  compofent ;  ces  cordes  appartiendront  aufli  a 
des  ares  de  grands  cercles ;  &  le  premier  pas  a  faire  dans 
la  recherche  dont  il  s’  agit ,  eft  de  determiner  les  angles 
que  forment  ces  ares  de  grands  cercles  avec  les  petits  ares 
qui  ont  la  m£me  corde  ,  &  la  portion  de  furface  fpheri- 
que  qu’ils  renferment  entr’  eux. 

i  Soit  ED  AO  ( fig .  i)  ungrand  cercie  de  la  fphere, 
A  E  un  de  fes  diametres  ,  DC  une  corde  quelconque  s 
le  rayon  oii  finus  total  GJ=  i  ,  1’  angle  ovi  arc  A  O 
(  dont  le  finus  eft  B  O  )  =  ®  *  1’  angle  A  B  C  =  t  ,  & 
GL  perpendiculaire  a  DC.  On  aura  GB  =  coi.  « , 
BO  =  fin.  u,  AB  =  i  —  cof.  a,  K  G  =  cofi  « 
fm.  it  ,  K  C  =  d  (i  —  cofi  a'  fin.  )  K  B  =  cofi  a 
cofi  t  ,  LK  =  i  —  cofi  a  fin.  t.  Imaginons  prelen- 
tement  perpendiculairement  au  plan  ED  AO ,  le  grand 

q4 


cercie  dont  Ie  diametre  eft  A  E  ,  &  le  petit  cercie  dont 
le  diametre  eft  D  C  j  leur  corde  commune  fera  dvidem- 
ment  z  B  O  z  ( in.  <y  ,  que  j’  appelle  &  imaginant 

la  ligne  BO-  =  BO  &  perpendiculaire  au  plan£^Q0, 
nous  aurons  un  triangle  ipherique  ordinaire  L  A  0' ,  tor- 
me  de  trois  ares  de  grands  cercles ,  Iequel  fera  re&angle 
en  A,  L’angle  ALO\  que  f  appelle  /3,  aura  evidemment 


BO 

pour  tangente 


r  KB 
OC  pour  cojinus 


cof.  »  cof.  v 


KC  ^(i  -cof. 

Fare  LO  fera  =  LC\  &  la  propriete  des  triangles  fphe- 
riques  qrdinaires  dqnnera  encore  d’  une  autre  maniere  la 

valeur  de  cof.  0  =  «  ^'x  —  —  — 

J  P  tang.  LO'  KG  X  KC  KC 

cof.  iw  cof.  ijt  C  Ol  f  n.  w 

V;"(T-rin.»*co{.i;*>  *  ^  ~=  7(7-  "cof.  fin-V)  *  Le 

de  1’angle  O  =  (paria  propriete  det-  triangles  fvkeriques) 
‘fin.  L  A  fin.  L  ^  _  KB  i _ _ _  cof.  » 

fin.  L  lK  fin*  Z  C  BG  iCC  v'  (  i  -  coi.  (in.  <j-') 
&  le  cojinus  de  1’angle  0'  =  V  (JL~cof-*?  ~  eof- 

=*?  —  — -  .  Maintenant  il  eft  dair  que  1’  arc 

de  grand  cercie  Z  0'  eft  perpendiculaire  a  1*  arc  de  petk 
cercie  qui  a  la  meme  corde  O  cc  =»  z  B  0' ,  que  1’  arc 
de  grand  cercie  O'  A  a  =  z  AO\  D’  ou  il  s’  enfuit  evi¬ 
demment  que  Tangle  entre  Fare  de  grand  cercie  ,  &  1’arc 
de  petit  cercie  qui  a  la  meme  corde,  eft  90°  —  O' ,  & 
que  par  confequent  i e,  fenus  de  cet  angle  eft .  =  cof,  O' 
fin.  ijr  fin.  w 

V'  (  1  -  cof.  a  fin.  *" 

y  Quant  a  la  furface  de  1’efpece  de  r&e  Z?  melon  O  KI* 
(Jtg.  y  &  1  )  renfermee  entre  1’  arc  de  grand  cercie  0'  co  , 
&  i’  arc  de  petit  cercie  0  K  c*  ,  on  coniiderera  pour  la 
trouver  i°  que  la  furface  LO'  K  q  5=5  L  K  X  z  $  =z= 

(*  - 


Il9 

=  (  i  —  cof  a  fm.  7 r )  X  2  S;  i°  qu’on  connoit  par  la 
trigonbmerrie  fpherique  ,  1’aire  du  triangle  fpherique  ordi- 
naire  &  ifofcele  L  O to  ;  ainfi  la  furtace  0'  K'  a>  0'  =s 
2  S  (  i  —  cof  co  fm.  t  )  —  triangle  fpherique  L  O'  a . 

4  Soit  donc  ct  la  corde  commune  aux  deux  ares ,  1’  un 
de  grand  ,  1’  autre  de  petit  cercie  ,  p  le  rayon  du  petit 

cercie  ,  on  aura  i  fm,  co  ==  c t  cof  co  =  V  (  i  —  — ) ,  p  ==s 

4 

\/  (  i  —  cof.  ccz  fin.  7rz),  d’ou  (in.  7r(c.a-d.  le  (Inus  de 
1’  angle  que  font  entr’  eux  ies  pians  des  deux  cercles )  = 

— —  .  &  1’angle  des  deux  ares  a  pour  finus  —  . . ; 

pva4"a) 

enfin  1’  aire  comprife  entre  les  deux  ares  de  cercie ,  eft 
=  2  S  [  i  —  V"  (  i  —  fp)]  —  Paire  d’un  triangle  fphe¬ 
rique  ifofcele  dont  i’  angle  au  fommet  e(t  i  S  >  &  le  cote 
Zf ,  c.d-d dont  Pangle  au  fommet  eit  tel  que  le  Jinus 

de  Ia  moitie  de  cet  angle  =  —  ,  &  dont  le  cote  L  C  a 

pour  Jinus  p  .  Or  Paire  de  ce  triangle  fpherique  eft  egale, 
comme  on  fait ,  a  (  i]8  +  i  O'  —  i8o°)  X  i  i  &  on  a 

Cof'  -  =  ✓(/  —  -)  =  ✓  (i  ~  Cf,Cg 


fin.  O  = 


4  0 


K(*  -“J 

4 


-  V 


V' 


v'  C 

Donc  1’ aire  dont  il  s’agit  =  i8o°  X  i  —  *  O'  x  i  — 
(i  —  pp)>  S  etant  Pangle  dont  le  yzn^eft  ~  >  &  O* 


I’ angle  dont  le  eft  - — — — — - — 
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5  A  cette  occafion  ,  voici  une  maniere  bien  (imple  de 
trouver  i’  aire  d’  un  iriangle  fpberique  ordinaire  A  B  D  . 
Soit  ( fig .  4  )  acheve  le  cercie  DBDBD ,  &  les  demi- 
cercles  D  A  D',  B  A  B' ,  dans  lefquels  il  ell  evident  que 
DA  &  A  B1  font  les  complemens  des  ares  DA  &  A  B 
a  1800  ,  &:  que  D  B'  =  D  B  .  Soit  x  1’ aire  cherchee 
A  D  B  ,  &  foient  continues  les  ares  A  B  ,  A  D  ,  de 
maniere  qu’ils  'fe  coupent  en  0  ;  ©n  verra  evidemment 
que  ABO  &  A  DO  font  deux  demi-cercles  ,  &  le  trian- 
gle  B  D  O  =  &  femblable  a  A  D'  B' .  Maintenant  on 
aura  la  demi-furface  fpberique  .=  DAD  BD  *+*  BAB'DB 
—  x  h-  D  A  B'  =  DA D'B D  -+-  BAB  DB  + 

OA  B  DO  -  donc  i  =  _  + 


furface  fpherjque  X  ( .■ 
fur  face  fphMque  totale 


angi  D  ■+-  aagl.B  -4-  angi  ^4  N 

~  360^  r  h 

*  D  ./4  —  1 8  o° 

■  x  (  . '3 '6°' - >• 


Donc  x  = 
Donc  &c 


6  Je  revieris  aux  triangles  fpheriques ,  compofes  d’ ares 
de  petits  cercles.  11  s’  agit  de  determiner  l’  angle  que  les 
pians  de  ces  ;ar£s.  font  -entrleux. ,  .J,;  ai  deja  noqime  w  f  an¬ 
gle  que  fait  le  plan  du  grand  cercie  A  O  ,  {^.  5 )  avec 
le  plan  du  petit -eerci-e  qui  a  p  pour  ra^on  *  .&  <*.  —  2  (in.  co 
pour  corde.  Soit  O  F  un  autre  arc  de  grand  cercie  , 
enforte  quon  connoilfe  f  arc  0  F  &  1’angie  A  0  F  de 
cet  arc  avec  f  arc  A  0  .  Soit  0  F  la  corde  commune  a 


ce  grand  arc  ,  -&  a  un\$rc  de  pent  ■eftrejg  ;;qui  fafle  avec 
le  plan  du  grand  arc  O  F  un  angle  =  it  .  Soit  1’  angle 
A  Q  C  =  A  B  C  =  n  )  le  cercie  Z  N  C  perpendiculaire 
au  plan  AQE  P  (era  evidemment  parallele  au  petit  cer¬ 
cie  qui  fait  1’  angl£  t  avec  )ie  plan  A  O  E  ;  de  meme  , 
apres  avoir  acheve  le  demi  cercie  V  F  O  L  P  ,  foir  mene 
dans  ce  demi-cercie  GF'  parallele  a  0  i7,  &  foit  imagine 
fare  de  grand  cercie  F'  N  dont  ie  pian  foit  parallele  au 
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plan  de  1’  arc  de  petit  eercle  qui  a  pour  cor-de  O  F  *r  il 
elt  evident  que  V  angle  L  F'  N_  fera  =  &  que  f  angle 

des  pians  des  deux  ares  de  petit  cercie,  fera  =  a  1’ angle 
CNF'  des  grands  cercles  paralleles-  a  ces  deux  pians.  Or 
dans  le  triangle  fpherique  Q'  A  P  ,  re&angle  en  A  ,  on 
connoit  1’  arc  OA  &  T  angle  A  O'  Py  complement  de 
1’ angle  donne  connu  A  O' F ,  Donc  on  aura  i°  APy 
fk  par  confequent  €'  P  =  A  P  —  v  y  i°  T  angle  O  PA. 
Donc  dans  le  triangle  L  C'  P  reSangle  en  C' ,  on  aura 
F  angle  L  &  le  cote  L  P .  De  plus  la  corde  Q'  F ,  que 
j’  appelle  ,  etant  donnee ,  &  i’ arc  O  P  etant  connu 
dans  le  triangle  AO  P  re&angle  en  A ,  il  e  11  tres-aife  de 
determiner  fare  F  P ,  puifque  QF '  ( hip .)  ell:  parallele 
a  O  F.  On  aura  donc  F'  P  ,  &  par  confequent  Z  , 
Ainli  dans  le  triangie  fpherique  L  F' N ,  on  connoif  i  °  le 
cote  Z  Z' ,  %°  1’ angle  F'-  =  n.  30  1’ angle  Z  trouve  ci- 
deflus.  Donc  on  eonnoitra  1’ angle  Z  N  F' ,  &  fon  com¬ 
plement  C  N'  F  r  qui-  eft  1’  angle  cherche  des- pians ■  des 
deux  ares  de  petits  cercles.  En  voila  alfez  pour  mettre 

fur  la  voie  ceux  qui  defireront  achever  ce  calcuh  1  '> 

7  Au  relle,  il  ne  faut  pas  oublier  de  remarquer  qu’une 

meme  corde  appartient  toujours  dans  la  fphere  a  deux 

ares  de  petit  cercie ,  egaux  entr’  eux ,  &  dont  les  pkns 

font  entreux  un  angle  =  2  x  oii  2  w.  C’  ell  pourquoi 
fi  on  a  les  trois  ares  d’  un  triangle  fpherique  forme  cie 
petits  cercles,  le  probleme  fera  evidemment  fufceptible 
de  huit  folutions ,  a  caule  de  Ia  double  polition  dont 
chacun  des  trois  ares  ell  fufceptible  ,  fa  corde  etant 
donnee. 

8  Je  dois  obferver  encore,  qukyant  determine  ci-defTus 
Tangle  de  Tarc  de  pedt  cercie  avec  1’arc  de  grand  cercie 
qui  Iqutend  la  meme  corde  ,  on  aura  toujours  1’  angle  de 
deux  ares  de  petits  cercles,  puifqu’on  a  neceffairement  la 
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pofition  ,  &  1’  angle  des  deux  ares  de  grand  cercie  qui 
ont  les  m£mes  cordes  que  ces  ares  de  petit  cercie. 

9  Teis  font  les  principes  generaux  de  1’  analife  des 
triangles  fpheriques  qui  font  formes  par  des  ares  de  petits 
cercles ,  analife  ,  par  laquelle  on  determine  les  angles  de 
ces  ares  avec  les  ares  de  grand  cercie  correlpondans  $  les 
angles  des  pians  de  ces  ares ;  les  angles  des  ares  de  petit 
cercie  entrVux ;  &  les  angles  de  leurs  pians  ;  enfin  F  aire 
de  ces  triangles  qui  fe  reduit  evidemment  a  1’  aire  d*  un 
triangle  fpherique  ordinaire ,  plus  ou  moins  les  cotes  de 
meloti  dont  j’  ai  donne  plus  haut  la  mefure  (a). 

10  Outre  cette  nouvelle  branche  qu’on  pourroit  ajouter 
a  la  trigonomecrie  fpherique,  je  re.marquerai  encore  qu’on 
pourroit  etendre  la  trigonometrie  re&iligne  ordinaire  ,  en 
faifant  entrer  dans  les  Elemens  du  triangle  re&iligne  (  dont 
trois  font  fuppofe  cotinus  )  la  fomme  de  fes  cotes ,  &  fa 
furface.  Le  calcul  analitique  pourra  quelque  fois  erre  utile 
dans  la  folution  de  ces  problemes,  par  exempte  dans  celui 
ou  le  trois  cotes  a  ,  b ,  c  font  donnes  ,  &  ou  1’ on  trouve 
le  cofinus  de  1’  angle  oppofe  au  core  c ,  par  la  formule 

—  ,  mais  en  general  ii  fera  fouvent  plus  {imple 

d’  employer  Ia  methode  fynthetique ;  &  cette  obfervation 
a  lieu  dans  la  plus  part  des  problemes  ou  il  y  a  des  an¬ 
gles  a  chercher,  parcequ’on  ne  peut  exprimer  analiti- 
quement  ces  angles  que  par  leurs  Jinus ,  &  que  1’  expref- 
lions  de  ces  Jinus  enferme  fouvent  des  radicaux  dont  la 
valeur  eft  equivoque ,  a  caufe  du  double  iigne  qui  les 
affe&e. 


{a)  On  trouveroit  de  Ia  meriie  maniore  1' analife  des  triangles  fphfiriquei  for¬ 
mas  par  des  ares  de  grand  &.  de  petit  cercie. 


§•  2 

Sur  l'  arc  -  en  -  cieL 
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i  V  oici  quelques  recherches  fur  farc-en-ciel,  qui,  par 
leur  (implicite  ,  &  par  les  remaiques  nouveiies  qu’elles 
renferment  pourront  n’  etre  pas  indignes  de  fattention  des 
Geometres ,  quoique  la  matiere  foit  deja  prefque  ulee. 
Soit  (fig.  6)  SA  ie  rayon  incident  fur  la  goutte  fpheri- 
que  de  pluie,  &  AC  le  rayon  refra&e,  1’arc  A  B  =  iay 
1’arc  A  C  =  2  a' ,  m  le  rapport  de  refra&ion  ,  c,d  d.  du 
Jinus  de  i’  angle  de  refra&ion  au  Jinus  de  1’  angle  d’  inci- 
dence  ,  en  paflant  de  1’  air  dans  1*  eau  ;  on  aura  m  cof  a 

=  cof  a  ,  De  plus  il  eft  clair  que  C  D  etant  le  rayon 

reflechi  de  AC ,  on  aura  1’  angle  ACD  =  i8o° —  ud9 
&  comme  1’  angle  BA  C  =  od  —  a> ,  1’  angle  de  C  D 

avec  A  E  fera  =  i8o°  —  icd  —  ( c d  —  a),  &  1’angle 

du  rayon  rompu  D  L  ,  avec  A  E  ,  fera  i8o°  —  x  a  — 
( od  —  a  )  —  co  —  af. 


2  Par  la  meme  raifon  ,  apres  deux  reflexions  ,  1’  angle 
du  rayon  rompu  avec  A  E  feroit  1  8o°-26j'-(a d-a>)”xod~(od~a) 
apres  trois  reflexions  .  .  .  1 8o°-i£y'-(ft)-ci))-4«*/-^-£y) 

api  es  quatre  reflexions  .  .  .  1 8  o°-  * 

apres  n  reflexions  ....  1  8o°-2./za> -  ( >a  —  xgo). 

j  Puis  donc  que  les  rayons  emergens  infiniment  proelies 
font  paralleles  ainfi  que  les  rayons  incidens  ,  la  differen- 
tielle  de  1’  angle  fufdit  =  o  $  donc  (  n  - 4-  1  )  d  a'  =  da. 
Or  1’equation  m  cof.  a»  =  cof.  a  donne  da  fin.  a  =  mda 
fin.  fij.  Donc  m  (n  1)  fin.  a  =  (in.  a '  =  V  (1  —  mz  cof  a2)» 
D’ ou  1’ on  tire  aifement  1’angle  a,  par  1’equation  fin.  af 


m*  % ri) 


donc  cof.  = 


m%  (  n  1  V  -  i 
m%  m) 
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4  Soit  — 

^  m* 

V  k  -  V  (p* 


pS  nn  Hh  m  =  k  “  1 ,  on  aura  (in.  a 
-  i)  Sc  dt 


r  V  A  *  p  d  p  . 

COl.  60  =  —7~:- - -  y  OU  doo 


pdpV  A 


y(r- 1)5 


V'  (/>’-  i)  *V  (i  +  A-Ap>)  * 

5  SuppoFant  donc  que  /tz,  varie  d’  une  petite  quantitd 
finie  dm,  on  aura  d p  =  —  ~  —  pz  d m  ,  P  angfe 

my  1  7  ° 


eo  deviendra  co  — 
%p'kdm 


pi  d  mV  A 


V  (/-  i).*  V  (x  +k-k.p%)  ’ 


iin.  : 


p1  dm\  A 
iin. a  coi.» 

>  &  pour  trouver  ce  que  deviendra  Pan- 

gie  cd  ,  on  Fe  Fervira  de  Ia  formule  m  cof.  co  =  coF.V  qui 
donne  —  m  d  co  iin.  oo  ~+~  d  m  cof.  co  =  —  aV  iin.  = 

—  m  d  cd  {  n  i  )  iin.  j  d’  ou.  P  on  tire  d  cd  =  — a>- 

«  ■+“  i 

p  dm  cof  » 


(»+i  )  iin. * 

6  Si  donc  dm  eft  Ia  difFerence  du  rapport  de  refra&ion 
entre  les  rayons  violets  &  les  rayons  rouges ,  la  largeur 
de  ly  arc-en-ad  aptes  n  refra£tions  ( laquelie  efl  exprimes 
par  la  difFerence  des  angles.  de  L\  An.  z  ,  en  FuppoFant 
que  a  croifle  de  d  co  ,  &  cd  de  dcd)  Fera  ==  —  % 

r.  z  p  d  m  cof.  co  %  p  dm 

L  d  60  - -Z - - —  ou  — -  ,  ou 

nn*  tang.  w 

%  d  m  „ 

>  c  eft  -  a  -  dire  pour  Ie  premier  arc-en-ciei 


(n  -+-  i  )  d  cd 


m  rang, 
idmV  (41»»  _  !  y 
md  (  1-  m  ) 
ainii  de  Fuite. 


,  pour  le  fecond 


Z  V  (  9  »2a  —  1) 


& 


7  Ces  formules  au  reile  Font  d’  autant  moins  rigoureu* 
Fes  ,  comme  il  eft  aiFe  de  Ie  voir  ?  que  iin.  co  eit.  plus, 


petit,  &  par  coofequent  que  n  eft  plus  grand.  Mais  x° 
comme  ii  ei t  rare  que  n  foit  >-  2  ,  puifqu’il  eft  rare  de 
voir  plus  de  deux  ares  -  en  -  ciel ,  elles  feront  fuffifamment 
exaftes  pour  la  phyfique.  20  fi  on  vouloit  avoir  des  va- 
leurs  plus  exa&es  ,  on  feroit  fin.  ( co  -+-  d  eo)  —  fin.  co 
p  d  fi  V"  k 

—  -77 - r  5  ou  fin.  co  (cof.  da— -  1  )  fin.  d  eo  co f  co 

V{pp-i)  y  ' 

p  d  pV  k  ,  .  .  .  .  _  _ 

=  ^  j  ce  qui  donaeroit  toujours  fenfibiement  Ia  me* 

me  valeur  de  d  eo  que  dans  V  Aru  5  ,  fin.  co  etant  fuppo- 
ft  ici  peu  confiderabie.  A  .1’  egard  de  i*  equation  m  cof  co 
==  cof.  cd  ,  elle  deviendra  ( m  h-  d  m)  cof  ( co  d  co) 

—  cof  (ed  h-  d  cd  )  ,  d’  ou  i’  on  tire  d  m  cof  a >  cof  d  co 

—  d  m  fin.  co  fi  n.  d  co  -4-  m  cof  co  cof  d  co  —  m  fin.  co  fin.  deo  = 
cof  cd  cof  deo'  —  fin.  co'  fin.  deo' 7  mettant  dans  cette  equa- 
tion  au  heu  de  fin.  d  co  fa  valeur  approchee  d  co  ,  &  au 

•lieu  de  cof  deo  fa  valeur  anili  approchee,  1  —  —  ,  on 


ra  dm  cof  co  — 


■  cof  co  —  dm  d  co  fin.  1 


X  —  —  —  m  deo  fin.  co  ~  — 


dj*  cof 


d’ ou  r  on  tirera  ,  en  negligeant  les  termes  tres-petits  par 
rapport  aux  autres  ,2  d  m  cof  co  —  m  d  co1  cof  a>  —  2  m  d  co 
fin.  co  =  —  d.ed1  cof.  cd  —  2  d  co'  fin.  co  =  —  m  d  cd1  cof  co  — 
2  m  (  n  -4-  .1  )  deo'  iin.  co  7  &  par  confequent  d  cd  '  =  — 

(  n  ■+■  1  )  fin  «  •  fin.  2  d®  fin.  a  xdm 

- -4~  V  ( - - .  -f- - —  -t—  deo1  —  - 

cof  u  "  K  -cof  tt  cof  t»  m  } 

double  valeur  de  d  cd  ,  de  laquelle  il  ne  faut  prendre  que 
celle  ou  ie  figue  radical  a  -+-  . 

8  Ayant  trouve  par  les  merhodes  precedentes  fare  A B 
=  2  co  pour  le  nombre  donue  n  ,  &  f  arc  A  C  =  z  &>', 
ibir  piis,  a  coinmencer  du  point  C ,  cet  arc  AC7  n  tpis 


fur  Ia  circonference  ;  &  foit  C  ( fig.  7  )  le  point  oii  fe 
terminera  i’  arc  C  O  C  =  n  ,  AC.  Enfuite  foit  riree  la 
ligne  C  q ,  telle  que  1'  angle  Q  C  B  foit  egal  a  1’  angle 

5  A  Ry  &  pris  dans  un  fens  contraire ,  c’  eft*a-dire  ,  de 
maniere  que  Ia  dire&ion  de  1’  arc  C  B  foit  dans  un  fens 
contraire  a  celle  de  1’  arc  A  R  j  il  eft  vifible  par  ce  qui 
precede,  que  C  Q'  fera  le  rayon  rompu  qui  entre  dans 
1’  oeil  ,  S  A  etant  le  rayon  incident  qui  vient  du  foleil , 

6  qui  fbuffre  dans  la  goutte  de  pluie  n  reflexions  avant 
que  de  fe  rompre.  Cela  pofe  ,  foit  Aq  parallele  a  C  Q'  j 
la  plus  fimple  geometrie  fait  voir  que  1’ angle  q  AS  == 
i8o°  —  i  SAR  ■+•  A  C,  Si  cet  angle  q  A  S  eft  <C  90% 
le  fpe&ateur  de  /’  arc-en-ciel  aura  le  dos  tourne  au  foleil. 
Si  I’ angle  qAS  eft  entre  90  &  270  degres,  le  foleil 
&  Vare  en  ciel  feront  tous  deux  du  meme  cdre  par  rapport 
au  fpe&ateur.  Or  1’  angle  2  SAR  =2«,  comme  il  eft 
aife  de  le  voir.  Donc  pour  que  qAS  foit  <C  90%  il 
faut  que  AC  foit  <  2  <y  —  90°  ou  AC'<CAB —  90% 
&  pour  que  qAS  foit  >270°  il  faut  que  AC'  foit  > 
2  a  90%  ou  A  B  hh  9  o°.  Soient  donc  pris  de  part 
&  d’  autre  du  point  B  les  ares  B  Z  &  B  Z' ,  chacuti 
de  90  degres  i  le  fpe&ateur  aura  le  dos  tourne  au  foleil, 
toutes  les  fois  que  le  point  C  tombera  hors  de  1*  arc 
Z  C  ZJ \  Sc  il  aura  le  vifage  tourne  au  foleil ,  toutes  les 
fois  que  le  point  CJ  tombera  fur  cet  arc.  Au  refte  cette 
fpeculation  eft  prefque  uniquement  de  pure  curiofire , 
puifqu’il  eft  rare  quii  y  ait  plus  de  deux  ares  -  en  -  ctil 
vifibles. 

9  L’arc  A  C  etant  vifiblement  egal  h  2  co'  (n  -f-  1  )  — 
k’  3  6o°y  k  exprimant  un  nombre  entier  pofitif,  il  s’ en  fuit 
que  1’  angle  q  A  S  =  180°  —  20»-+-  2  co'  (  n  ~h-  1)  — 
k  *  360°.  Cet  angle  qAS  eft  1’ angle  entre  Taxe  de  l' arc- 
en-ciel  y  axe  parallele  au  rayon  folaire,  &  le  cercie  colore 
qui  repond  au  rapport  de  refra&ion  m ,  Si  les  cercles 

eoiores 
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colores  extremes  font  tous  deux  tels,  que  qA  tombe  d’un 
meme  cote  de  i’  axe ,  alors  on  aura  comme  dans  V An.  y 
la  largeur  de  Farc-en-ciel  par  la  difference  des  angles  q4$ 
repondans  aux  deux  couleurs  extremes.  Si  q  A  tombe  de 
de  deux  differens  cotes  de  1’  axe ,  Ia  largeur  de  /’  arc-en* 
ciel  fera  encore  determinee  par  la  difference  des  angles 
q  A  S ,  &  fi  ces  angles  etoient  egaux  ,  la  largeur  de  Farc- 
en-ciel  feroit  =  o  ,  le  cercie  colore  violet  tombant  fur  le 
cercie  colore  rouge. 

i  o  II  peut  tres-bien  arriver  que  Ies  angles  q  A  S  pour  les 
deux  couleurs  extremes  fe  trouvent  de  differens  cores  de 
1’ axe  AS.  Par  exemple  fi  pour  les  rayons  rouges  fangle 
q  A  S  eroit  peu  conliderable  ,  il  pourroit  tres-bien  arriver 
qffen  prenant  ies  valeurs  de  co  &  de  a  convenables  aux 
rayons  violets ,  q  A  tombat  alors  de  1’  autre  cote  de  A  S . 
II  pourroit  arriver  auffi  qu  une  ou  plufieurs  couleurs  difpa- 
ruffent;  ce  qui  arriveroit  fi  1’angje  q  A  S  etoit  =  o  pour 
quelqifune  des  couleurs ,  ou  fi  1’  on  trouvoit  pour  deux 
couleurs  differentes  deux  angles  egaux  q  A  S  places  de 
deux  cotes  differens  de  Taxe  AS.  Car  alors  le  melange 
de  deux  couleurs  occalionne  par  ia  coincidence  des  cerctes  , 
formeroit  une  couleur  unique  ,  differente  des  deux  primiti- 
ves.  Ceff  meme  ce  qui  arrivera  prelque  infailiiblement , 
quand  le  rayon  q  A  fera  de  deux  differens  cores  de  V  axe 
pour  les  couleurs  extiemes.  Car  alors  un  cercie  colore 
couvrira  prefque  neceffairement  un  cercie  d’une  autre  cou¬ 
leur  ,  &  meme  en  couvrira  un  neceffairement  ,  fi  on  ad- 
met  des  nuances  &:  des  gradations  d’  une  couleur  primiti¬ 
ve  &  prifmatique  a  la  couleur  fuivante.  Sur  quoi  voyez 
le  Tom,  111.  de  nos  opufc.  Mathem.  p.  392  &  luiv. 

11  Soit  A  f  oeil  du  fpeftateur ?  qu’on  fuppofe  place  fur 
la  circonference  de  la  terre ,SAE  ( fig .  8 )  le  rayon  venant  du 
foleil,  RAP  une  ligne  droite  qui  touche  la  terre  en  A, 
q  A  le  rayon  vifuel  pour  un  des  cercles  colores ,  il  eff 
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clair  que  fi  P  angle  /  A  E  eft  algu,  c’eft-a  dire  fi  le  fie-. 
ftateur  a  le  dos  tourne  au  foieil ,  &  qu’on  mene  q  K 
perpendiculaire  a  A  E  7  ie  fpe&ateur  verra  la  partie  du 

cercie  colori  repondante  au  Jinus  verfe  ~  .  Mais  fi  fan- 

gle  q'  A  E  eft  obtus,  c’eft>a-dire  fi  le  fpe&ateur  a  Ic  vifage 
tourne  vers  le  foieil ,  alors  on  pourra  voir  le  cercie  co¬ 
lore  tout  entier ,  pourvu  que  P  angle  q  AS ,  qui  pour 
lors  eft  aigu  ,  foir  =  ou  C  R  A  S . 

1 2  Si  le  foieil  eft  fous  1’  horifon  ,  on  pourra  voir  au 
rnoins  une  petite  partie  de  £  arc-en-dd  ( jig .  9  )  ,  pourvu 
que  les  rayons  folaires  puiftent  arriver  a  la  regio n  des 
nuages.  Soit  CB  le  rayon  de  la  terre  que  je  fuppofe  a 
ou  1  ,  B  V  =  ot  la  plus  grande  hauteur  des  nuages ,  on 
ceflera  d’  appercevoir  £arc-en-del  quand  le  rayon  S  V,  tan¬ 
gent  a  la  terre  en  O ,  formera  avec  le  rayon  V  A  tire 
a  P  oeil  A  du  Ipe&ateur,  un  angle  S  V  A  s=s  a  P  angle 
de  £ arc-enrdel ,  c’  eft-a-dire  a  P  angle  que  fait  avec  P  axe 
la  cercie  colore  exterieur  ,  foit  rouge  ,  foit  violet.  Soit 

CZ  =  x,  on  aura fm.  CVZ  ^  — - — ,  &  cof  CVZ  = 

a  ■+-  * 

1/(1  —  r^—)  i  fm.  CVO  =  — — ,  &  cof.  CVO 

v  {a  -i-u)*  £  «* 


=  V  (  1  —  ; - -).  Donc  le  fimis  de  P  angle  connu 

v  D 

SVA ,  lequel  Jinus  fappelle  b ,  fera  =  iin.  {CVO  —  CVZ ) 
a  ,  ,  x' '  x  /  ^  s 

''C*— 


(*  H'  «)*' 


Or  fi  «  =  o  on  a  ^  =  1  —  -  ,  &  -==/(1  -££) 

ou  cof.  SVA ,  que  j’  appelle  0  pour  abreger.  Suppofant 
donc  et  tres-petit  par  rapport  a  a ,  on  aura  a  tres-peu-pres, 


en  faifaut  — 
a 


—  p  -t-  |8 ,  P  equation  £  =  (  1  —  —  ) 


✓  ( .  —  l32  ■ 


ou  en  negligeant  ce  qu’on  peut  negliger ,  0 


_ i.  —  0  v'  (  —  )}  d’oii  Pon  tire  a  trbs-peu-pres 

b  a 

p  =  —  £  ^  (  — ).  C  Z  etant  conniie  ,  on  aura  P  angle 

A  CV  ou  i’  arc  A  B  ,  &  par  confequent  P  angle  O 
s=  —  ACV ,  qui  fera  =  a  la  hauteur  negative 

L  K  S  du  foleil ,  c’eft-a-dire  a  ion  abaiflement  au  deflous  de 

jsjl  ^2 

Phorifon.  Uangle  ACV fe™  a  tres-peu-pres  egal  a 

ou  a  peu-pres  &  ii  on  appelle  l  P  angle  tres-petit 

&  connu  OCV ,  on  aura  Pangle  LKS  —  5  —  ~  $  va- 

leur  qui  ne  fuppofe  point  celle  de  p  trouvee  ci  deiTus  , 
&  qui  eft  d’  ailleurs  d’une  grande  fimpliciie.  On  trouvera 
ci-deiTous  une  iblution  encore  plus  iimpie  de  ce  probieme. 

i  j  Nous  avons  dit  plus  haut  que  lorfque  le  foleil  S  eft 
au  deffus  de  P  horifon  ,  le  fpe&ateur  de  /’ arc-en-ciel ,  placd 
en  A  voyoit  (  Art .  n  )  la  partie  repondante  au  fimis 


verfe  ~  (fig.  8)  ,  ou  au  cofinus  -—g 


Cette  partie  if  eft 


pas  la  feule  viiible. 

Pour  determiner  Ia  partie  totale  que  le  fpe&ateur  apper- 
^oit  de  l'arc  en-ciel ,  ioit  SAE  le  rayon  venant  du  foieil, 
enforte  que  P  A  V  foit  la  hauteur  de  cet  aftre,  que  j’  ap¬ 
pelle  h  ;  ibit  q  A  V  P  angle  de  Fare  en  ciel  ,  que  j’  appelle 
0  ,  &  qui  eit  connu  par  ia  theorie  j  imaginons  un  petit 
cercie  qui  coupe  la  terre ,  &  qui  paiTe  par  A  V •>  tailant 
avec  le  plan  du  grand  cercie  AV  M  un  angle  que  f  ap- 
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pelle  es ;  fi  la  tangeante  de  ce  petit  cercie  au  point  A 
Fait  avec  Ia  corde  AF  un  angle  =s  q  A  V  =■ (Z ,  je  dis 
que  1’  arc  vilible  de  Harc-en-cid  fera  evidemment  determi- 


ne  par  un  cojinus  ~  ,  tel  que  X  ==  Ki  cof  ct.  II  s’agit  donc 

de  trouver  1’angle  ce .  Or  ii  eft  d’ab.ord  evident ,  en  menant 
Ia  perpendiculaire  CL  a  que  ZZ=:  cof  A,  &  .^Z  = 
fin.  A  j  il  eft  de  plus  evident  que  fi  on  nomme  x  la  diftance  du 
point  Z  au  centre  du  cercie  cherche  qui  £ait  avec  le  plan 
AF  M  1’  angle  os ,  &  dont  la  tangente  en  A  fait  avec 

A  F  P  angle  (Z ,  on  aura  —  ou  — '  h.  =  tang.  (Z  ,  & 

que  C  L  ou  cof.  A  fera  a  x  ;  :  i  :  cof  cs ,  d’  oii  P  on  tire 


*  can^' a  JV  /  tang.  h  _ 

Cof‘  66  =  T~ f  L  =  - •  Donc  X  =  - .  Ot 

coi.  £  tang.  0  tang.  £ 

tang.  h  Ki  .  A;* 

comme  “  7X»  11  *enfu“  ^ue  X  =  I?-  LaPlus 

grande  difference  entre  X  Sc  K  i  fera  evidemment  lorfque 

3Z-  *  -K^  T  7 

As  —  —  .  L  arc  repondant  a  qi^  comme  finus  verfe , 


lera  pour  lors  de  6o°,  &  1’arc  vifible  aura  pour  cofinus 
le  quart  du  Jinus  total,  c’eft-a  dire  que  la  moitie  de  !'arc* 
en-ciel  vifible  fera  d’ environ  75°  a  76°. 

14  Lorfque  le  foleil  S  ^eft  au  deflbus  de  Phorifon  ,  on 
aura  de  m£m e  A  L  =  fin.  A  ( fig.  10  ),  A  erant  f  abdif- 
fement  du  foleil,  C  L  —  coi.  h,  LFJ  =  {en  nommant 
os  la  hauteur  de  fatmoiphere,  &  1  le  rayon  de  la  terre) 
^  [  (1  ot )2  — -  cof.  A2  j  =?=  v''  (fin.  A2  -i-  2  et)  a  tres-peu- 
presj  &  fi  C  (J%.  11)  eft  le  centre  des  deux  cercles 
formes  dans  la  terre,  &  dans  1’ atmofphere  par  le  plan 
cherche  ,  013  aura  C  Z  =  cof  A  coi.  C'  A  ,  rayon  du 
cercie  forme  a  ia  iurface  de  la  terre  =  V  (  cof  A2  cof 


fin,  A2)  =  a  tres-peu  pres  cof  A  cof  ot  -+- 


fn.  A1 

x  coi.  A  cof  « 


parceque  h  eft  ici  fort  petit ;  &  C  V‘\  rayon  du  cercie 
fbtme  a  la  furface  de  Patmofphere,  =  V  (CL1  h-  LF  z) 
=  V  (  cof.  h 1  cof  ct2  -+-  fin.  hz  ~h  i  *  )  ~  C  uj  d7  o\x  G  u 
B=  ✓  (  C'  a*  —  C  >)  ==v  (  2  *' )  i  &  O  =  v/  (  2  *'  ) 
—  fin.  A.  Or  A  O  doit  etre  a  Ou  ou  —  CL  :  : 


le  yrW  total  a  la  tangente  de  Pangie  /3  j  donc  tang. /3  — 

fin,  ,  r 

- - - - : - - - - -• - - - i  d  Oli  COI.  ct  == 

2  cof.  b  coi.  *  (v  (2*')  -  nn.  h) 


fin.  h * 

2  ung,  j  cof.  b  (  V  i «'  -  fin.  b  ) 
de  I*  arc  vifible. 


Ce  fera  le  cojinus  de  la  moitie 


Sur  le  mouvement  des  nceuds  des  fatellites . 


i  J)ans  les  Recherches  qui  ont  etes  faites  jufqu’a*preT 
fent  pour  determiner  le  mouvement  des  noeuds  de  ia  lune, 
on  a  fuppofe  fon  orbite  peu .differente  d’ un  cercie,  & 
fort  inclinee  a  P  ecliprique.  Voici  une  maniere  plus  ge¬ 
nerale  de  refoudre  ce  Probleme  ,  quelque  foit  P  angie 
d’  inclinaifon  de  P  orbite ,  &  le  rapport  de  fes  axes. 

i  Suivant  la  theorie  de  la  lune  que  nous  avons  donn.ee 
dans  nos  Recherches  fur  le  fyfleme  du  nwnde ,  T.  i  An.  29, 
la  differeiinelle  du  mouvement  des  nceuds  de  la  lune  eit 

—  dtT  fin.  (>'  —  ^  )  fin.  (  n  Z  —  Z>)  cof  ({  —  n  Z  ), 

S  exprimant  la  mafle  du  foleil ,  B  la  diftance  moyenne 
de  la  terre  au  ioleil,  f  Pangie  parcouru  par  la  lune 
(  dans  P  ediptique  )  pendant  le  tems  t ,  ^  le  mouvement 
du  nceud  pendant  ce  meme  tems ,  n  Z  celui  du  foleil , 
qu’on  regarde  comme  a  peu  pres  uniforme,  Z  erant  fup- 
pole  le  mouvement  moyen  de  la  lune.  ,  .  ^ 


3  ^  M.imtenant  fojt  j  Targument  de  Ia  latitude,  q  Pangte 
de  i’orbire  avec  l'ecliptique ,  y  le  rayon  de  I’  orbire  reelle 
de  la  lune,  *  celui  de  i’ orbite  projettee ,  on  aura  i°  fm. 

((  ~  V  =  X»  CoC  (f'-0 

3°  cof:  (t,—  nZ>  =:  coC  [ ({'  —  £)  —  («Z- £)] 

7~  coi*  ^  ^  )  cob  (  n  Z  —  £  )  -+-  fin.  (  f  —  £  ) 

lin.  (  n  Z  —  £ ;  i  d’  ou  il  s’  enfuit  que  Ia  differentielle  du 

mouvement  des  noeuds  eft  —  l—dt\  x  fin‘  g cof‘ 19  y  fift 

B»  dz'  A  a*  xun# 


(«Z  — £)  X  [  .y  rof-  g  cof  Q  Z  -  £  )  -h  y  fin,  s  cof  „  fin.  Q  z  -r  > 

A-  J* 

,  r\  j  xxdz'  .  v 

4  ^  .  a  tres  -  peu  -  pres  ,  en  nommant  k 

le  Jintts  de  1’  angle  de  proje&ion  initiale ,  rapporte  a 
1’  eehptique ,  &  g  la  viteffe  initiale  de  la  lune,  aufli  dans 
1  ecliptique.  D  ou  il  s’  enfuit ,  en  fuppofant  pour  plus  de 
/implicite  h  =  1  ,  c’eft-a-dire  Tangle  de  proje&ion  droit, 
yyxxdz'  ,  f 

4ue  ~x*  dz' - * - *  1  tres_ai^  de  voir  que 


x  x  d  1  —  yyd^  cof  if,  &  que  la  viteffe  initiale  g'  dans 
r  orbne  reel le  ett  telle  que  g  =  g'  cof  k ,  k  eunt  1’  in- 
clinaifon  initiale  de  1’  orbite. 


5  Donc  la  differentielle  du  mouvement  des  nceuds  fera 

3  cof.  dz 

B^TSTF  X  fin-  l  X  fin*  (nZ-  £  )  X  [cof  f  cof  {nZ-Z} 
fin.  f  cof  if  fin.  («Z  —  £  )  ]. 

6  Maintenant  foit  a  la  diitance  moyenne  de  Ia  lune  a  Ia 
terre  ,  dans  fon  orbite  reelle  ,  e  1’excentricite  de  certe  orbire 
confideres  comme  une  ellipfe,  ^  la  fomme  des  angles  ou 
ares  circulaires  infiniment  petits  parcourus  par  la  lune  dans 
fon  o.bite  reelle  durant  le  tems  t  (  voyez  Tom.  V.  de  nos 


ovufc.  math .  p.  298),  on  aura  y  =  — — - — — ,  Sc—r- 

1  1  J  a  -  e  coi.  z  B* 

»’(r+L)  ■„  r  ^ 

= - - - -  .  ^  =  £  —  /  “  S  coi  q  (  yoyez  /  ouvrage 

cni  );  ou  a  tres  peu-p res  £  =  ^  —  £  cof.  q  ;  &  au  lieu 
de  r  equation  x  x  d  1'  =s=  y  y  d  %  cof  q  qui  n’  eil  pas  ri- 
goureufement  vraie  ,  nous  aurons  x  x  d  %  =ss  yyd cof  q; 
d’oii  il  s’  enfuit  qifil  faut  mettre  a  la  rigueur  dans  ia  for- 
ixiule  de  r  An.  5  *  f  —  ^  cof.  q  a  la  place  de  {  ,  &  d  ^ 
—  d  £  coi'  q  a  la  place  de  </  { .  Cependant  comme  nous 
negligeons  ici  ies  quantit.es  tres-petites ,  nous  conlerverons 
cette  formule  telle  qu’elle  eft. 

7  Pour  la  fimplifier  encore  7  nous  confidererons  que  la 
diftance  initiale  de  la  lune  a  la  terre  7  qu’on  prend  ici 
pour  I*  unite  ,  eft  a  -+-  e ,  &  que  par  la  theorie  des  tra- 

je£fcoires  ^liptiques  ^  —  — .  Ceft  pourquoi 

Cofl  U* 

fuppofant  encore  ^  =  1,  &  fubftituant,  on  aura 


la  differentielle  du  mouvement  des  noeuds  s=  — 


{aa  —  ee)*dz  f  (in.  z  cof.  z  fin.  (2 n  Z- 2  r)  -  - 

7 - tt-tt  {  - * - — - - —  -+-  fin.  f  cof  q 

{a  -  e  cof.  2  y  \  2  t 

r  1  cof.  ( itiZ  - 1()  \  . 

l  —  — - - - — •  j  J .  On  pourra  dans  cette  quan- 


tite  mettre  ^  —  £  cof  q  au  lieu  de  £  $  ou  meme  fim- 
plement  ,  puifqu’on  ne  neghgera  par  cette  fubftitution , 
comme  il  eft  aife  de  le  voir ,  que  des  quantites  tres-petites 
de  1’  ordre  de  /*4. 


8.  Maintenant  foit  a  —  e  cof.  f  ou  a  —  e  cof  {  = 

—  ,  &  ( - ;  —  y )  :  ( - )  BS  fin.  K ,  on  aura 

/  9  K  a1  -  c*  J  v  aa-ee' 

dz  _  dK  a1  a'  e  fi  n.  K  _ 

{a—ecoLzy  dfy/iaa-ee)  ^  aa-ce  a  a -ce 
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(aa _ _ ^  jl  *  (a  ~  e  fm.Ky.  Donc  (Art.  7)  Ia  dif- 

ferentielle  du  mouvement  des  nceuds  lera  egale  a  — 
3  r? dK(a-e fin.  /£  )»  /  fin. a  cof.  z  fin.  (2  n  Z  -  2  ^ ) 

<*V  (<**-**)  ^  1  “  *"  ^n*  C 

coi; w  [ i  _  c°f:(i^z-iC)  ^ ^ _ 

9  Dans  cette  quantite  il  n’  e(J  pas  difficile  de  voir  que 

d  K  X  (  cl  —  e  fin.  K  )s  fin.  ^  cof  £  ne  donnera  point 
d’arcs  de  cercie  puifque  cette  quantite  fera  proportionnelle 
%  dzfm.zcaf.z  udu 

a  u-rcoi.*)”  0U  «n  faifant  coC  f  =  «  a^— ^  qui  eft 

abfolument  integrable ,  &:  ne  renfermera  point  d’  ares  de 
cercie  j  fans  compter  que  cette  quantite  fe  trouve  encore 
raultipliee  par  fin.  2  n  Z  —  2  ^  ,  qui  empechera  encore 
oavantage ,  fi  on  peut  parier  ainfi ,  qu’il  ne  fe.  trouve 
d*  ares  de  cercie  dans  ces  termes-la. 

10  En  fecond  lieu  fin.  £  etant  =  1  —  cof.  1%  cof  r 

_  a  _  aa  zr  a*  ,  a* 'fin.  K 

—  7  77  5  7777  —  J  —  — - -  »  011  aura 

e  ey  aa—ee  u  aa  —  ec 


r  (  a  a- ee )(  1  -  fin.  Kx\  „  , 

fin.  c  BS  - _____ -  .  d  OU  il  s  enfuit  qu’on 

aura  un  terme  de  cette  forme  —  —  ”  -^SjLZ-JL  fin'  — 

a%V  {aa  —  ee  ) 

X  (aa  —  ee)(i  —  fin.  K2 )  x  cof.  <4  X  [  ~  xn0  j  . 

ce  qui  produit  uti  terme  de  cette  forme  —  — 'JK  c°^  y 


9  v7  ( 


.  Donc  puifque  dK  eft  le  mouvement  moyen 


de  la  lune,  comme  il  refulte  de  la  theorie  des  planetes  , 
il  s’  enfuit  que  le  mouvement  moyen  des  nceuds  fera  au 

rtiouvement  moyen  de  Ja  lune  comme  —  H  v  (aa~ee) 
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eft  a  V  unite  5  ou  1’  on  remarquera  que  a  &  v  (a  a —  e  e) 
font  les  deux  demi-axes  de  rellipfe. 

1 1  L’  element  de  1’  equation  principale  du  mouvement 


des  nceuds  fera  — 


3  rf  dK. 
aaV  {aa  -  ee) 


X  ( aa  —  ee)  ( 1  —  lin.  K 1 ) 


cof  lj  X  fn.  X  — •  - — — • — - — 2—  i  d’  ou  il  ell  aife  de 


voir  que  cette  equation  fera  au  moyen  mouvement  de 
la  lune  (  a  caufe  de  Z  =  K )  a  peu  -  pres  comme  — ■ 


3  n  fin,  (  1  n  K  -  1  cof.t,  v  (a a  -  ee) 


eft  a  K*  Quant  a 


1’  element  de  1’  inclinaifon  ,  il  ne  differe  de  celui  du  mou¬ 
vement  des  noeuds  ,  qu’en  ce  qu’il  contient  ( Art.  2) 
m  cof.  (  n  Z  —  Z  )  au  keu  ^n-  (n^  —  K  )  9  m  etant  da 
tangente  de  1’  inclinaifon  ;  d’  ou  il  elt  aife  de  voir  que  Ia 
.  ,  ,  .  1  .,  *  1  ■  ' r  c  3  r>m  cotyV {aa-ee) 

plus  grande  equation  de  1  mclinaiion  lera  — - ^ - 


X  cof.  (  1  n  K  —  2  £  ). 

1 2  Un  lavant  Geometre  croit  que  Ie  mouvement  moyen 
de  noeuds  de  la  lune  leroit  le  meme  dans  une  ellipfe  dont 
]a  terre  occupe  le  foyer  ,  &  dans  un  cercie  qui  auroit 
pour  rayon  le  demi-grand  axe  de  cette  ellipfe;  nos  calculs 
donnent  ces  tems  en  raifon  de  v/  (a  a  —  e  e)  a  a,  c’elt- 
a-dire  du  petit  axe  au  grand.  Mais  il  me  femble  que 
notre  Savant  le  trompe  lorfqu’il  conclut ,  de  ce  que  les 
quarres  des  fe&eurs  infiniment  pexits  lont  comme  les  jy+ , 
di  etant  le  meme  ,  que  les  fommes  des  y+  feroient  com¬ 
me  les  quarres  des  fe&eurs  totaux  j  ear  fy^d^  n’  eit  pas 
proportionnel  a  (  f y y  d  i)2, . 

13  Si  I’  orbite ,  au  lieu  d’  a  voir  fon  foyer  au  point  de 
tendance  de  la  force  centrifuge,  comme  on  Ta  fuppofe 
dans  les  calculs  precedens ,  y  avoit  fon  centre  ,  &  que 

a  a  —  e  e 

cette  orbite  fut  elliptique  ,  alors  au  lieu  dey  =  e  col  z 
Mifc.  Taur.  Tom,  IV. 


t 


on  auroit  yy  —  — — &  Pelement  du  mouvement 


d«  Mi*  feci,  _  -gfgf*  x  (  Hn.  ,  c„C  ,  x 

illlzlO  H_  fuj.  {*  co£  q  [  i  _ 

ou  le  denominateur  a  a  —  e  e  vient  de  ce  qu’on  luppofe 
que  la  planete  part  de  1’extrtimite  du  petit  axe.  Dans  cette 

differentielle  la  quantite  eft  evidemment  in- 

tegrahle,  comme  il  eft  aife  de  le  voir  en  mettant  au  lien 
de  nn.  y  fa  valeur  i  c of.  y  ,  &  en  fuppofant  cof  g 

~  u  ,  &  i  —  ilu  =  s-y  ce  qui  donnera  une  transfor- 

mee  de  ia  forme  —  .  Maintenant  pour  integrer 

r  e* 

e~  —  ,  on  fera  fin.  i  =  x ,  -  =  x  —  a V 
(  1  —  -  fin.  f  y 

=  uz  7  &  uz  =  -  ,  &  on  aura  pour  transformee  — • 

_ _ _ _ idt 

z  «V  (  /  -  i  )  •  v  (  (  «*_  i  )  ,  -h  j  )  a»>  v  (f-  t)  -  VO*-  i)/+i.) 

Soit  «2  —  £  =  —  «t,  a  caufe  que  ^  c  i  ii  eft  facile 

de  voir  que  i’  integrale  .renfermera  un  are  de  cercie  qui 

— ~ - r.  La 

^[(  1  i- 

quantite  qui  eft  fous  le  figne  /  eft  =  0  quand  x  =  o, 
c’eft-a-dire  quand  r  =.  i  ,  &  =  lgo.  forfque  t  =  — ? 

&  par  confequent  lorfque  x  =  .  ,  c’  eft  -  a  -  dire  lorfqlie 
l  —  9°°'  D’ou  il  eft  aile  de  voir  que  la  moitie  de  cette 


fuj.  f  cof.  H  [  1  _  cof:^”z-K) 


:  I  — .  nzxz 


* 

quantite  eft  =  360°  lorfque  £  =  360°,  c’ eft- a -dire 
apres  une  revolution  entiere. 

14  On  a  fuppofe  dans  les  calculs  precedens  que  Ia 
diftance  initiale  etoit  V  (a  a  —  e  e)  j  mais  ft  c’  etoit  le 
grand  axe  a ,  alors  il  faudroit  mettre  dans  le  ddnomina- 
teur  du  mouvement  des  noeuds  g  g'  a  a  au  lieu  de  g'  g' 

(a*-ee),  &  fuppofer  yy=*  °u  . 


i  e*  fin.z* . 


Ainfi  dans  le  premier  cas  le  coeficient  conflant  qui  mul- 
-  r  *  3  S(aa-eS)  ^  }a  quantite  a  integrer 


tiplie  d{  fera  — 


frg  g'  (aa-ee)  9 


1 -  en  fuppofant  nz  =  ~  i  &  dans  le  fecond, 

i-n'x'Y  ^ 


V  ( 1  -*■*•) 

v  7.  S  ' 

le  coeficient  conflant  eft  —  &  Ia  quantitd  a  in- 

n&g 

teprer - -  en  fuppofant  n?  > — -  — - • 

1  ^  De  plus  fl  on  nomme  F  la  force  centrale  a  la  diftance  a  9 
on  aura  dans  ie  premier  cas  le  quarre  de  la  vitefle  = 

^  _  Zll - {_  *  ( *  *  -  g O.  ?  &  a Fextremite  du  grand 

r  ^ 

axe ,  g'  g'  —  - -  •  Or  par  la  theorie  des  traje&oires 

- - ^  r —  =  a  a—  y  d’  ou  F  on  tire  g'  g'  =  F  a  . 

,  ,  ree  aa-ee 

- ~ 

a  //  F  (a  a  -  e  <r) 

Dans  le  fecond  cas  on  trouvera  de  meme^^  = - 4 

a 

On  aura  de  plus  par  Ia  theorie  des  forces  centrifuges 
~  :  Fa  :  :  y ,  T  Sc  t  erant  les  tems  penodiques 

de  la  planete  principale  &  du  fatellite.  Ce  qui  donne  le 
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moyen  de  faire  difparoitre  B ,  S,  &  F,  en  mettant  pour 

F  fa  valeur  . 

t  Ji* 

16  De!a  ii  eft  aife  de  voir,  apres  avoir  acheve  les  cal- 
culs  ,  i°  que  quand  le  fateUite  part  de  1’exrremite  du  petit 
axe  ,  Je  nceud  parcourt  durant  une  revolution  un  efpaee 

3  *\  ,  V(aa-ee)  ^  1 

4  T'  X  X  3^o0coCq,  que  quand 

le  fatellite  part  de  1’  extremite  du  grand  axe  ,  le  nceud 
parcourt  durant  une  revolution  un  efpaee  =  —  3  />  x 
V  (  a  a  -  ee}  ^ 

~a  X  —  i  X  —  360°  cof  q,  ou  — < 

3  ?  coCt/  y/  (a  a- e  e)  -  360° 

4  fT~a  ,  ou  il  faut  remarquer  que  ]’  ai 


—  360°  parceque  dans  ce  fecond  cas  1’  integrale 


doit  etre  prife  negati* 


vernent,  attendu  que  quand  at  s  o  ,  f  =  1  3  &  quand 


x  =  1  ,  t  = 


1 7  Dela  il  s’  enfuit  que  le  mouvement  des  noeuds  eft 
retrograde  dans  les  deux  cas,  &  que  le  mouvement  mo- 
yen  eft  plus  grand  dans  le  premier  cas  que  dans  le  fecond 
en  railon  de  a3  a  a  a  —  e  e  .  On  voit  aufli  que  le  mou¬ 
vement  moyen  des  noeuds  dans  le  fecond  cas,  eft  le  me- 
me  que  dans  V  Art,  10  ci  deffus  ,  pourvu  que  le  rapport 

*y“  foit  ie  merae  dans  les  deux  cas.  Or  il  l’eft  en  effet, 

car  T  eft  le  m£me  dans  ces  deux  cas ,  &  de  plus  les  va- 
eurs  de  t  font  egales  3  puifque  le  tems  de  la  revolution 
dans  une  ellipfe,  les  forces  tendantes  au  foyer,  eft  le  me- 
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me  que  dans  un  cercie  qui  auroit  pour  diametre  le  grand 
axe  de  cette  eilipfe  ,  &c  que  le  tems  de  Ia  revolution  dans 
ce  dernier  cercie  eit  le  meme  que  dans  une  ellipfe  qiii 
auroit  fon  diametre'  pour  grand  axe  ,  &  pour  petit  axe 
une  ligne  quelconque ,  les  forces  etant  fuppofees  dirigees  au 
centre, 

1 8  Nous  avons  fuppofe  dans  Ia  premiere  &  la  feconde 
folution  (  Artt.  iy  &  14)  que  Je  point  de  depart.  du  fa- 
tellite  etoit  le  lieu  meme  du  riceud.  Pour  avoir  une  folu- 
tion  generale  qui  renferme  a  la  fois  ces  deux  cas  &  tous 
les  autres  ,  fuppofons  comme  dans  la  premiere  folution 
que  1’  extremite  du  petit  axe  foit  le  point  de  depart ,  & 
qu^lle  foit  eloignee  du  noeud  de  1’  angle  /3 ,  alors  il  fau- 
dra  mettre  ^  /3  au  lieu  de  £  dans  le  terme  fin.  g 1  cof 

en  regardant  ici  ^  comme  1’angle  parcouru  par  le  fatellite 
depuis  le  moment  du  depart ,  ce  qui  donne  {  /3  au  lieu 

de  1  pour  f  argument  de  la  latitude  $  &  la  difficulte  fe  re- 

duira  a  integrer  une  quantite  de  cette  forme  ^  ^  > 

o-~r 

difficulte  qui  fe  reduit  encore  a  integrer  une  quantite  de 

cette  forme  - - -  X  ( cof,  /3*  —  fin.  )  -h 

(i  --fin-j*)» 

- - ;r — - —  .  Or  ayant  fait  les  memes  transformations 

(1  —  —  fin. 

que  dans  t Art*,  1 3  ,  on  trouvera  que  1’  integrale  renferme 
une  quantite  de  cette  forme  — —  f - — - 

IV  uj  /r/  *\  1  -» 

=  ✓[(« -h -)*-«- -] 

muliipliee  par  ~  ( ~  — •  ~  )  X  (coi.  /Z‘  —  fin.  /3‘ )  -t-  fin.  /3* 


(  7*  H  ^  ®  —  °5  c’eft-a  -  dire  fi  1’  extremite 
du  perit  axe  tombe  fur  le  nceud  ,  comme  on  1’  a  fuppofe 
(Art.  13  ),  on  aura  la  formule  meme  de  cet  Artiele.  Si 
/3  =  90%  c’eft-a  dire  fi  1’  extremite  du  grand  axe  tombe 

fur  Je  nceud,  on  aura  le  coeficient  —  ~  x  ( _ _ -  ) 

~  ■+•  7  =  (  a  caufe  de  *  =  i  —  /r  =  i  —  -  ) 
2  a1  J 

4*  —  (>*  1,  t  , 

=  1  5  d  ou  ii  eft  aife  de  voir  que  le  mouvement 
des  nceuds  dans  le  premier  eas  fera - ^-1  x  3  6o° '  -  a 

4  T%  V  (aa-ee) « [aa-eey 

&  dans  le  fecond  —  ^  X  ' 5  d’  oii  il 

refulte  ,  comme  dans  C  Art.  prJc, ,  que  le  mouvement  mo- 
yen  des  nceuds  dans  le  premier  cas  eft  au  mouvement 
moyen  des  nceuds  dans  le  fecond  ,  comme  aaeftkaa-ee  . 

19  On  voit  aflez  parcequi  a  . deja  ete  remarque  ci-deffus 
(  Art.  6  )  ,  que  cette  folution  ainfi  que  les  precedentes  ne 
fbnt  qu  approchees ,  parcequ’on  n’  y  a  point  eu  d’egard  a 
a  la  double  courbure  de  1’ orbite  ,  ni  aux  forces  pertur¬ 
batrices  treS' petit  es  qui  agifient  dans  I’  orbite  meme,  & 
qui  empechent  les  aires  d’etre  exaftemenr  proportionnelies 
aux  tems  ,  comme  nous  1  avons  fuppole  dans  toutes  ces 
folutions.  Mais  ii  eft  facile  d’  avoir  egard  a  toutes  ces 
circonftances ,  en  finvant  d  ailleurs  Ia  methode  que  nous 
venons  d’ indiquer  dans  ces  folutions  ,  &  dont  1’  ufage  elt 
principale ment  de  faire  voir  comment  on  peur  trouver  le 
mouvement  des  noeuds  ,  en  fuppofmt  que  i’  aiigle  de  1  or¬ 
bite  du  larellite  avec  celle  de  la  planete  principale  ne  foit 
pas  tres-petit ,  &  que  i’  orbite  du  fateiiite  ne  foit  pas  a 
peu-pres  circulaire. 


Sur  une  differentielle  riduBible  a  des  ares 
des  feclions  conique s. 

i  Dans  le  Tome  V  de  mes  opufcules  p.  241,  f  ai 
donne  une  methode  pour  fe  delivrer  des  quantites  infinies 

qui  entrent  dans  1’  integrale  f  — — — _  lorfque  u 

=  00  ,  II  ne  /era  pas  inutile  de  developper  un  peu  da- 
vantage  cette  methode  ,  d’  autant  quhl  s’etl  glilTe  dans  le 
calcul  quelques  erreurs  legeres,  qui  a  la  verite  ne  nuifent 
en  rien  au  refuitat. 

Soit  donc ;  comme  on  i’  a  vu  dans,  i’  endroit  cite  r 

r  d  zV  z  iV  ( uu  fu  —  bb)  r  duV  u 

J  V  {b  b  z  -  zz)  Vu  V  {uu  ±fu  -  bbj 

en  prenant  {  =  ~  &  fuppofant  uu  H-  f  u  —  b  b  = 

( u  i  )  (u  —  ) ,  Sc  u  =  — - — -  ,  le  fecond  mem- 

1  y  —  q 

I  J  .  ,  ,v  r  ,,  •  ,  1  V(uu  +  fu-bb) 

'bre  de  1  equation  precedente  le  reduit  a  —  - ~ - - 

-  “  Cette 

V  {u— q)^v  (1  +f)  J  V(yy±fy—bb) 

integrale  iera  =  0,  comme  elle  le  doit  etre  ,  lorfque  1 

=  0,  ou  u  =  °o,  ou  y  =  q,  pourvu  que  f 

d  V  V  y 

onf7XP f.)  -vfj-o  foit  fl,PiJ°rd  =°’  k,ifquef— °> 

ou  y  q .  C  eit  ce  qui  a  dte  demomre  dans  I’ endroit 
cite , 


dz  V 
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z  Ainfi  la  valeur  de  f 


■ depuis  1 


(  qui  donnera  £  =  - — .  &  y 


V  (b  b  +  f 'z  -  zz)‘ 

00 ,  jufqu’a  une  valeur  arbitraire  k  de  u 

~ ~  )  Ter  a  egale  a  — 


zV(kk  +  fk  -bb)  ^  2^((i  +  &)  k)  dy\'y 

&  V (*-</)  V  (yy  ±fy  — 

cette  derniere  quantite  qui  eft  fous  le  iigne  /,  etant  fup- 
pofee  ==  o  lorfque  y  =  q  ,  &  finiffant  lorfque  y  =s 

* 

3  Maintenant  la  valeur  de  /  ~7T7T^7~ - i  »  depuis 

v  (  bb  z-zz)  r 


1  bb  qk-4-q  .  _  . 

«  —  £ ,  ou  {  =  — »  ou/  ==  -  ■  jufqu  a  la  valeur 

de  1  qui  donne  {bb  ■+•  —  f  <; )  =  o  ,  ou  a  =  ?  , 

ou  y  =  00  ,  eft _  «) 

V  u  V  k 

f  duV  u 

"+"  i  ~{uu+fu-bb)  ’  Cette  dermere  quantite  qui  eft  fous 

le  figne  /  etant  fuppofee  =  o  quand  u  =  k ,  &  finiflant 
quand  u  =  q  . 

4  Donc  Ja  valeur  de  f  repondante  a 

une  valeur  quelconque  de  j ,  eft  egale  a  la  fotnme  des 

deux  precedentes ,  c.  a  d.  a  »_  r 

V{k-q)  J  v{ fy£fy-U>) 

%y/{uu*fu-H)  r  duy/ u  .  „ 

- Vu  +  J  » le  fecond  ter' 


me 


me  commendant  k  y  =  q  ,  &  finiflant  k  y  =  “  ^  ^ - 

&  les  deux  fuivans  commendant  a  u  =  Sc  finiffant  a 
u  ■==■  q. 

5  Soit  donc  imaginee  la  courbe  N  DF ,  dont  les  ab- 

i  ,  r  •  u 

fciffes  erant  u  >  ( fig .  i  2  )  les  ordonnees  Unent  +fu„bb)  * 
foit  pris  AB  =  q  ,  A  E  =  £,  A  C  ~  “  9  ^ 

—  u,  AP  =  y%  &  les  quanthes  —  / 

f - — — — -  feront  reprefentees  par  —  aire  BNMP 

__  aire.  EFMP',  ou  plutor  —  aire.  B  N  D  C— -  aire  . 
£  F  M'  P'  j  remarques  que  je  mets  —  aire.  E  I  M'  P' 

pour  exprimer  -+-  f-  —  Jf)  ’  Parceclue  A  P'  (U) 

croiffant,  1’  aire  E  F  M'  P  diminue. 

6  A  T  egard  des  aires  BNMP ,  E  F  M'  P\  ou 

c  d?  v  _ _  $c  f - — U  --  ■—  f  ai  donne  dans 

J  V  {} y  fy  -  bb  )  y/  ( uu  fu  —  bb  ) 

les  Me /no ires  de  Berlin  de  1746,  Tom.  z  p.  205,  la  ma- 
mere  de  les  reduire  a  la  redibcation  de’  i’  hyperbole , 
ainii  cet  article  ne  fait  aucune  difficulre. 

7  Maintenant  pour  iimphfier  la  conltru&ion  precedente, 
foit  fuppofee  la  conitanre  arbitraire  k  reLe ,  qu’on  ait 

1 k  ^  1  —  k,  c’eft-a  dire  A  E  =  AC,  il  elt  clair  i°  que 

k  q 

quand  u  =  q  =  A  B ,  le  point  M'  tombe  en  N ,  & 
1’  inregrale  compiette,  depuis  u  ===  <*>  juiqu^a  u  =  q-,  ou 
depuis  1=0  jufqifa  V  (bb-*~  f  i~-  {  {)  =  o,  devient 

^(  (»  _  lyilciyuszttl  —  x  aire.  BNCD. 

v  lk -q)  V  q 

Mifc.  Taur,  Tom.  IV,  u 


i°  qu’en  general  u  etanr  =  A  P\  ;> int 'grale  ei  1'/^1  ^k-k) 
2V'(ffa  +  ftf  -  bf)  v  v  (  ^  (7  ) 

*  - V7 - ~~  B  NM'  P'  —  2  C  D  M'  Pl  (on 

peut  mettre  encore  au  lieu  des  deux  derniers  termes  -t- 
B  NM  P  —  %  *  B  NC  D ).  Or  i°  la  condition  ~ — ? 

=  k  donne  k  =  q  +  V  {q  q  q).  z°  Ia  condition  de 
“  T  q\  d°nne  V^qq  _4“  tq  -  bb)  =  o  ,  puifque 

{An,  i)  «a  fu  —  bb  =  ( u  “H  t)  (u  —  q). 

Donc  1*  integrale  totale  -h  — H~k)k)  _  2 ^(<M±f<i-bb) 

V  ( k  q  )  y  q 

~~  i  X  B  NC  D  devient  dgale  a  —  -  k  - - *  BNCD, 

en  prenant  k  =  q  -t-  ✓  („  -+-  y)  J  oa  /t  =  q  -+. 
^  ?fl)»  a  erant  fuppoie  reprefenter  i’  unite  ,  & 

teMe  qu e  qa  =  bb,  &  a  —  ?  =  -t-  f,  ce  qui  donne 

—  -  ?  =  ±/i  d’oii  1’  on  tire  la  valeur  de  q ,  celle 

de  a  &  ceile  de  k  =  q +  ✓  (??  +  bb),  exprimees 
1  une  &  1  autre  en  Z»  &  en  f , 

8  II  eft  bon  de  remarquer  que  u  ne  fauroit  £tre  =  o 

prnique  u  =  o  rendroit  £  =  oo  ,  &  V  {bb  f  ?  —  ?  ?  ) 

imaginaire  ;  «  ne  fauroit  non  pius  etre  <  q  ,  puifqif  aii- 

trement  7  (  a  «  *  fu  —  bb  )  pu  7  {  *  h-  fl  ) .  V(u  —  q) 

ferott  imaginaire.  A  1’egard  de  j,  Ia  valeur  s'6t.end  depuis 
w  *T  °°  qui  d°nne  y  =  q9  jufqu’a  u  =  q ,  qui  donne 
—  oo.  On  doit  obferver  auffi  que  ia  fuppofition  de 

(bb+fi  —  n)=  o  donne  {  “  rb  -  7  (  ^  +  bb), 

&  comme  ^  ne  doit  jamais  etre  fuppofe  negatif  puifqu’au- 
trement  la  differentielle  changetoit  de  for- 


me,  il  s’enfuit  que  la  vraie  &  feule  valeur  de  £  eft  alors 

-H  —  -+-  V  ■+•  b  b ),  &  celle  de  a  ou  —  =  -H  — 
—  z  v  4  7  p  i 

H-1 /(  —  d’ou  F  on  tire  (  .  7  )  q  =  — 

4.  2 

-4**  Vi  —  •+■  b  b')  *  a  ==  "+■  —  -H  (  ~  •+■  &&)  &  A:  = 
v  4  »  4 

r>  j 2’ 

q  V  (q  q -)r  q  a)  =  q -t-b  =  b  ~  “+"  ^  (  “  b  b). 

9  Si  F  011  fait ,  comme  dans  le  Tome  V  «aj  opufc . 
p.  245  ,  u  egal  en  genera!  a  j  &  qu’on  fuppofe 

1  ^  v  f'  y 

comme  dans  F  endroit  cite  -  =  — ,  & - t-  =  — ■ 

m  a  b  e 

on  aura  ,  ainfi  que  je  F  ai  fait  voir  2  d  [  V  ( / '  4-  hu) 
,f  .  _  bV  (lc  -  m  e)  *  duV  u 

.  V{1  -h  my)-\  =  - ^ -  J— . ~  ■—  -+- 

V ( hc)-V  (u-h-L)W(u~  —  ) 

- - _  .  0r  il  faut  d’abord 

^  (mc)  •  ^  ■+■  7) 

pour  que  les  deux  termes  du  fecond  membre  ne  foient 

.  .  lc-me  fc  +  fya  r  .  r  .c 

pomt  imaginaires ,  que  — &  - — — - —  foient  politiis, 

/  me  0  f'  b  a  r  .  r 

c  ed-a-dire  que  -7- - —  ,  &  —  -4-  —  foient  pofi- 

1  b  hc  m  mc  1 

tifs.  Il  faut  de  plus  que  (  )  X  (« - —  )  =  u  u 

rt  f  u  —  b  b ,  d’  ou  F  ou  tire  - - =  -jr  /,  & 

~  =  bb  i  donc  a  caufe  de  jfy  e  -+•  )hV  =  o?  on  aura 


pour  que  Ia  differentielle 


de  Ia  forme 


J  T?  ^  n  ^au<^ra  enfin, 

elle— - - - -  foit 

V(*  —  ) 

d  v  V  y 

V  {Jy  ±  ay  -fi /3) 9  ^  Par  Wiequent  re- 


du&ible  a  Ia  re£ification  de  1’  hyperbole ,  que 
negatif,  c’eft-&-dire  que  ~  foit  negatif. 

i  o  Les  equations - — _ £_  =  ^  jr  _ 

=  h  b  ,  donnent  —  =  4-  ^  -h  i /  (£  +  kU\ 


=  bb,  donnent  -L  =  4.  t  +/(f+  &  ^ 

=  1.  -*■  V  bb)  ■,  &  puifque  ii  doit  etre  ne- 

gatif,  il  faudra  donc  que 

r  /f  —  1 

1  ^  ^  (  -  -h  bb) 

foit  negatif.  Or  e’ eft  en  effet  ce  qui  a  lieu  evidemment; 
eat - -7= - t- -  Rr  - - f 


+bb)  "  X.  ±  V 

font  <  ,  .  4 

1 1  Si  ^on  veut  que  les  deux  quantites  radicales 

+  ~)V(y  —  ),&✓(«  +  JL)  V{U-*) 

foient  de  Ia  mime  forme,  &  qU’ainfi  Jes  dfcux  quam,^s 
- j  yVy  - -  &  duV  u _ _ 

iy  V(U*-C)W(U.-  i} 

dependent  de  Ia  reflification  de  la  meme  hyperbole /  il 


,  ,  r  «  <•  o,  'i 

faudra  que  =  —  -H  -  ,  &  -  ^  — 

f'  £'  /  b' 

c*  eft-4-dire  (a  caufe  de  —  - - ,  oc  —  =  ~) 


qu’il  faudra  i°  que 


-^  =  t-L  d’  ou  1’  on  tire 


e  =  -4-  a,  ou  b'  =  o  .  Or  cetta  dermere  fuppofition 
ne  peur  avoir  lieu,  puifqu’elle  donneroit  f'  —  o  &  /  =  o  . 

.  r  y  & 

On  aura  donc  e  =  ^h  a.  i°  puifque  — *  ~  —  —  ou  ■— 


h-  f  (  Art.  9  )  ,  on  aura  —  b' c  a  a  a  e 

b'  c  e  -4-  a  e  e  ,  ou  a  e  ( a  -4-  e)  =  —  /►'e  (  -+-  O  • 

Donc  a  hh  <?  =  o  ,  ou  —  b  c  =  at .  Or  ies  valeurs 

de  —  &  de  —  tirees  de  /’  Art.  i  o  ,  font  yoir  que  — 
£  e 

b' c  ne  fauroit  erre  =  a  e  .  Donc  il  ne  refte  que  a  .=s 
*—  e  $  meme  condition  que  ci  deflus. 

i  z  Donc  les  deux  differentieJles  appartiendront  a  Ia 


?neme  hyperbole  fi  on  prend  mu 


Cy-->  r  ip-f +»)]■[■>  ■+■{  +  ✓(^»>3 

^  C  2  4  Z 

y  —  —  y  "H  —  — 

^  c  s  ~  z  4 

d’  ou  T  on  voit  que  Ia  valeur  de  rz  en  ne  rerifermera 
puiot  d’  autres  coraaens  conitaris ,  que  ceux  qui  depen- 
'dent  de  ^  &  de  . 


i  3  Voyotis  prefentement  fi  les  deux  hyperboles  peuvent 
n  ctre  pas  les  iBeines»  On  a  en  general  u  — •  — 


( y  ■+■  ) 


(.An.  io)  (  X  .+.  ✓  (  X  .+.  i  £  )  y 


(H=  X_  ✓  (X 


J  ,  <3= -r [ 

^  —  x  — — „ - i -  >x  —5 — 7 

L  -j- 

quantite  ,  dans  laquelle  on  peut  mettre  au  Iieu  de 

^X-^X  +  4) 


^  jT 

- fa  valeur  —  ~  [  ~ 

u)  bb  1 


X  ~~  •+  b  b)"]2.  A  1’egard  des  fafteurs  y  -+ - L  ,  y 

C  m  <h  ^ 

—  ,  iis  feront  egaux  a  y  -h  —  ,  y  ~h  —  $  &  on  aura 


],  &- 


4 +  -r  =  ^x+- f  x[+v/(X  +«)± 

■f  3’  &  77  =“  S  x  •>  ‘+‘W) 

D’ou  ii  s’enfuit  que  la  difierentielle- - _ 

*<*  +  £>  ^Cy  —  f) 

depend  de  la  re&ification  d’une  hyperbole  dont  les  demi- 


axes  (conjugue  &  tranfverfe  )  font  -±z  -j-  [  ^  (  -  -+-  b  b  } 

f  f*  ,,  ff 

rt  -  ]  &  une  ligne  p  telJe  que  pp  —  V  ( b  b  ) 

*  f-3‘  =%■*  +  {- +  *  {]* 

Or  1’  hyperbole  dont  la  re£Hfication  donne  Ia  valeur  de 
H  u  v'  u  duV  U 


V  f u  ~  b  b) 


a  pour 


demi-axes  (conjugue  &  tranfverfe)  b  ,  &  une  quamite  r, 
telle  que  r  r  —  b  b  =  -f-  f r  .  Eufin  la  valeur  generale 

de  y'  =  ^  ^  *  devant  toujours  etre  pofitive  ,  quelque 

valeur  qu’on  donne  a  a,  on  verra ,  en  faifant  u  =  oo  , 

que - j-  doit  etre  pofitif.  Donc  le  demi  -  feeond  axe 


de  la  premiere  des  deux  hyperboles  doit  etre  — 

[  V  (  -H  b  b  )  -±l  ~  ]  j  d’  oii  il  eft  aife  de  voir  , 

en  achevant  Ie  caleul  ,  que  les  deux  axes  des  deux  hy¬ 
perboles  ont  entr’eux  le  me  me  rapport  ,  &  qu’ainli  les 
deux  hyperboles  font  femblables  ,  e’  eit*a  dire  les  Hiemes 
dans  les  deux  cas. 

14  Voici  V  ufage  des  calculs  precedens  dans  un  Pro- 
bleme  Phyhco-Mathematique.  Soit  propole  de  trouver  le 
tems  de  1’  ofciilation  d’  un  pendule  dans  un  arc  de  gran- 
deur  finie  ;  en  nommant  r  le  rayon  ,  /3  f  abfcille  qui  re- 
pond  au  commencement  de  1’arc  deerit.,  Sc  x  Les  abfcifles 
des  portions  variables  de  1*  arc  ,  ces  abfuides  etant  prifes 


depuis  le  point  le  plus  haut  du  cercie  deerit  en  entier, 
on  trouve  que  le  teras  dont  il  s’  agit  elt  proporiionnd  a 

f _  d* _ _ _ 

J  v'  (.*“  fi  )'  V  {l  r  x  ~  x  x)  fiV^zrx—  xx) 

d xV  X  ,  /i  V  \/  Y 

av  ( t  r  *  La  feconde  partie - - - - 

( x  r  -  .*■)  *  v  (x-r-g )  gv  ^  zrx  jpx-Zi  0L  xx ) 


depend  de  Ia  re&ification  d’une  ellipfe  dont  les  demi  axes 
fof  v/(ir$)&:/3}  &  dont  les  abfcitFes  prifes  fur  le 

demi-axe  /3 ,  a  compter  da  centre ,  font  .  & 

V  (ir-i)  v 


0 


Ia  valeur  totale  de  cette  partie  efl:  — - — 

(2  V  /2 

quart  de  Ia  circonference  de  cette  ellipfe  . 
partie  ,  en  faifant  *  —  /3  =  {  ,  z  r  — 

2  r  0  —  /3/3  =  bb  fera  egale  a - — 4. 

0  v  q 


X  deux  fois  le 
La  premiere 
^  =  -  /, 
2  B  NCD 
(2  ~ 


(  Art .  7  ci  dejfus  )  .  Or  i°  on  trouvera  par  les  formules 
precedentes  appliquees  au  cas'  prefent  q  =  /3  ,  &  k  =  /3 
-+-  ^  (  2  r  /3  ).  20  on  trouvera  auifi  par  les  memes  calculs 
precedens,  &  par  les  Memoires  de  Berlin  de  1  746  ,  que 
B  N  C  D  multiplie  par  V  (2  r  —  Q)  eit  egal  a  deux  tois 
nn  arc  dr  hyperbole,  dont  le  demi-axe  tranfverfe  elt  z  r  -  0, 
le  demi-axe  conjugue  V  (  2  r  /3  —  /3  5  ),  &  dont  les  ab’ 
icifies  prifes  fur  le  demi  -  axe  tranfverfe ,  font  k  &  /3 
c  elba  dire  /3  -t-  (  2  r  5  )  &  /3  .  D’  ou  il  elt  clair  qae 

1*  integrale  cherchee  elt - i-  [  */  /3  4-  /  2r]  4, 


2 

(2V  (zr- (2 )  X  1  ^°*s  ^  arc  ^  ^yPerboIe  qufon  vient  de 
defigner. 

15  II 


i6i 

15  II  eft  aife  de  voir  que  le  tems  de  1T  ofcillation  to- 
tale  eft  au'  tems  de  la  defcente  par.Je  demi -diametre  r  y 

/cl  X  #  • 

-77 - : — 77 - r  multiplie 

^  (xrx-xx) 


par  —-7- —  eft  a  — ^ ,  c’  eft-a-dire ,  eomme  le  double 
r  vi  p  vzpr 

de  f* ~t~7 - r“T7 - 7  eft  a  — —  j  c*eft  pourquoi 

fi  on  nomme  T  le  tems  de  la  defcente  par  le  demi  -  dia¬ 


metre  r,  A  le  quart  d^ilipfe  defigne  ci-deffus  {Art. prec.) 
&  B  Fare  d’ hyperbole  defigne  de  meme,  le  tems  d’une 
ofcillation  totale  du  pendule,  fera  =  T  v'  r  multiplie  par 
2  A  2  2 .  V  2  r  _ xB _ 

(7*7  * }  '  . 

16  Comme  on  peut  avoir  aifement  par  approximation 
la  •  valeur  des  ares  elliptiques  &  hyperboliques  dont  il  s’agit 
dans  Art.  prec. ,  on  aura  facilement  par  approximation 
le  tems  d’  une  vibration  du  pendule. 


Paris  ce  23  Novembre  1769. 


X 


Mifc.  Taur .  Tom,  IF. 


SUR  LA  METHODE'*’ 

Des  variatioris 


Par  M.  De  LA-GRANGR 
L 

|’ai  donne  dans  le  fecond  Yolume  (*)  une  nouvelle  me- 
**  thode  pour.  Ia  folutioa  des  Problemes  ou  il  s ’  agit  de 
trouver  les  courbes  qui  jouiffent  de  quelque  propriete  du 
maximum 9  ou  du  minimum.  Cette  methode  qu’on  peut  tres' 
bien  appeller  ,  d’  apres  M.  Eui  er  ,  methode  des  variatioris  y 
avoit  deja  ete  eommuniquee  des  1755  a  ce  grand  Geo¬ 
metre  qui  I’  avoit  jugee  digne  de  fon  attention  &  de  ion 
fuffrage ,  comme  il  paroic  par  les  differentes  lettres  qu’il 
m’a  ecrites  fur  ce  fujet  ,  &  que  je  conferve  encore.  Dans 
une  de  ces  lettres  datee  du  x  Octobre  1759,  il  s’ expri¬ 
me  en  ces  termes  : 

Analitica  tua  folutio  Problematis  ifoperimetrici  continet ,  ut 
video  ,  quidquid  in  hac  materia  defiderari  potefi  ,  &  ego  ma¬ 
xime  gaudeo  ,  hoc  argumentum ,  quod  fere  fotus ,  pojl  primos 
conatus  ,  tractaveram ,  a  te  potifimum  ad  fummuni  perfectionis 
fafigium  ejfe  erectum.  Rei  dignitas  me  excitavit  y  ut  tuis  lu¬ 
minibus  adiutus  ipfe  folutionem  analiticam  confer ipf er im  r  quam 
autem  celare  fatui ,  donec  ipfe  tuas  meditationes  publici  juris 
feceris ,  ne  ullam  partem  gloriae  tibi  debitae  praripiam.  En  ef- 
fet  M.  Euler  a  donne  depuis  dans  le  Tome  X.  des  ‘nou- 

(*)  Quoiqu*on  ait  mis  dans  le  titre  du  fecond  Volume  des  M6m.  de  la 
Societg  Royale  la  date  des  annges  ,  dans  lefquelles  ont  pr£fent6s  les 
M6moires  qui  le  compofentj  nous  devons  cependant  faire  obferver 
qu’on  a  omis  a  la  iiri  du  frontifpice  celle  de  l’ann6e  1761,  dans  laquelle 
ce  Volume  a  6t£  imprimi  &  publig.  Note  de  M.  le  Comte  de  Salaces*. 
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veaux  Commentaires  de  FPetersbourg  imprime  en  17 66  , 
deux  Nlemoires  aflez  etendus  fur  cette  matiore,  dans  lef- 
quels  apres  m7  avoir  fait  honreur  de  Ia  methode  dont  il 
s7  agit ,  il  en  explique  1  es  principes,  &  Ies  ufages  avec 
beaucoup  de  detail  &  de  precifion  ( voye^  les  pages  12  & 
97  du  Tome  cite).  A  pies  des  temoignages  aufli  lormels  de 
Ia  part  d7  un  Geometre  teJ.que  M.  Euler,  j’  ai  du  etre 
furpris  du  peu  de  judice  que  m7ont  rendue  d7autres  Geo¬ 
metres  qui  fe  font  depuis  peu  occupes  du  meme  fujet . 
M.  Fontaine  vient  de  donner  dans  le  Volume  de  f  Aca- 
demie  des' Sciences' de  Paris  pour  l7  annee  1767  un  Me- 
moire  intitule  Addition.  d  la  methode  pour  ia  folution  des 
Problemes  de  maximis  <&  minimis.  L7auteur  debute  par  avdn- 
cer  fans  aucun  fondement  que  je  me  .fuis  igare  dans  la 
route  nouvelle  que  f  ai  prife  pour  n  en  avoir  pas  connu  la_ 
vraie  theorie  ;  enfuite  pour  fuppler  au  defaut  pretendu  de 
ma  methode  ,  il  en  donne  deux  autres  qu7il  regarde  com¬ 
me  nouvelles  &  fort  fuperieures  a  toutes  les  methodes 
connues  pour  le  meme  objet .  Je  ne  crois  pouvoir  rien 
faire  de  mieux  pour  ma  jultificanon  que  d7  inviter  les  con- 
noiffeurs  a  lire  1’  ouvrage  meme  de  M.  Fontaine  &  a  le 
comparer  avec  le  mien  ,  &  avec  celui  de  M.  Euler.  On 
verra  ,  fi  je  ne  me  trompe  que  des  deux  methodes  de 
M.  Fontaine  ,  I’  une  n7  elt  autre  chofe  que  celle  que  M.  Euler 
avoit  donnee  dans  fon  excellent  ouvrage  intitule  Methodus 
inveniendi  lineas  curvas  &c. ,  &  qu7il  a  enfuite  abandonnee 
pour  adopter  la  mienne;  &  que  1’autre  elt  la  meme  £juani 
au  fond  que  ma  methode ,  dont  elle  diftere  leulement  par 
la  maniere  vague  &  imparfaite  dont  elle  elt  prefentee. 

Les  autres  Geometres  dont  j7  aurois  aufii  en  quelque 
fa$on  fujet  de  me  plaindre  quoique  par  une  raifon  bien 
differente  de  Ia  piecedente ,  font  les  Peres  Le  -  Seur  & 
Jaequier  rainimes  qui  viennenc  de  pubiier  a  Parme  un 
tres-bpn  Traite  de  calcul  isregraL 
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C es  Savants  ayant  eu  pour  objet  de  rafiembler  les  prin¬ 
cipales  methodes  relatives  au  ealcul  integral  ,  n  ont  pas 
oublie  la  nouvelle  methode  des  variations  ,  a  laquelle  iis 
ont  m£me  deiline  uti  Chapitre  etitier  du  fecond  Volume 
de  leur  ouvrage,  II  auroit  ete  naturel^  &  meme  equita- 
ble  qu’ils  euflfent  fait  quelque  mention  de  mon  Memoire 
de  1761  furtout  apres  en  avoir  tranlcrit ,  comme  iis  ont 
fait  ,  plufieurs  pages  enneres  (voye{  les  pag£s  511  &  fuiv. 
du  Vol.  cite  ,  &  la  page  17  4  &  juiv.  Tum.  11.  des  Mem. 
de  Turin  )  j  cependant  je  ferois  bien  eloigne  de  leur  repro- 
cher  cette  omiffion  ,  $  iis  s’  etoient  contentes  d  expofer  la 
methode  dont  il  s^git ,  lans  citer  peribnne ,  -comme  iis  en 
ont  uie  dans  d’  autres  endroits  du  meme  Volume  (  vaye{ 
la  pare  448  &  fuiv.  de  ce  Vol  &  la  page  1 79  &  fiw-  du 
Tom.  °  111  des  Mem .  de  Turin)  4  mais  comme  par  la  cita- 
tion  des  Memoires  de  M.  Euler  dont  nous  avons  parle 
plus  haut ,  iis  parotlfsnt  vouloir  lui  attribuer  cette  metho¬ 
de  ,  je  crois  pouvoii  faire  remarquer  que  j’ en  fuis  le 
premier  Auteur  ,*  &:  que  je  nen  partage  la  poffeilion  avec 

peribnne.  . 

Je  do  is  encore  obferver  que  Mrs.  Le-Seur  oc  Jacquier 
ne  sVxpriment  pas  exaftement  quand  iis  difent  ( pag .  551 
du  Tom.  11.  )  que  M.  Euler  a  deinontre  que  dans  ies  tra- 
jeftoires  decrites  par  un  nombre  de  corps  quelconque 
F  integrale  de  la  vitelle  multipliee  par  F  element  de  la 
courbe  eft  tonjours  un  maximum  ,  ou  un  minimum .  M.  Eu- 
*  ler  n1  a  doune  fur  ce  fujet  que  ce  que  1  on  trouve  dans 
une  appendice  ajoutee  a  fon  «excellent  Traite  fur  les  ifo- 
perimeties,  ou  il  fait  voir  que  la  traje&oire  quun  corps 
doit  decri  e  par  des  forces  centrales  quelconques  eft  la 
-  meme  que  la  courbe  qu’on  rrouveroit  en  fuppolant  que 
F  integrate  de  la  .vitelle  multipnee  par  F  eiejnent  de  la 
courbe  iut  un  maximum  y  ou  un  minimum .  ^ 
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L’  applicatiori  de  ce  beau  theoreme  a  un  fifleme  qael- 
conque  de  corps ,  &  fur  tout  la  maniere  de  s’  en  fervir 
pour  rdfoudre  avec  ia  plus  grande  fimplicite  &;  generalite 
tous  les  problemes  de  Dinamique,  nfelt  entierement  duej 
&  ce  qui  doit  le  prouver  invinciblement  y  c’eft  que  cette 
theorie  depend  des  memes  principes  que  celie  des  varia- 
tions,  &  que  T  une  &  T  autre  ont  paru  dans  le  meme 
Volume  des  Minwires  de  Turin  pour  les  annees  1760  & 
1761.  Je  pourrois  ajouter  que  j’  avois  aufli  cOmmunique 
cette  decouverte  a  M.  Kuler  des  1756,  Sc  comme  ce 
grand  Geometre  a  bien  voulu  1’  honorer  alors  de  fon  ap- 
probation  ,  je  ne  doute  pas  qu'il  ne  fut  tres  -  porte ,  fi 
Foccafion  s’ en  prefentoit,  a  me  rendre  fur  ce  fujet 'la 
meme  juftice  qu  il  a  bien  voulu  me  rendre  a  1’  egard  de 
la  methode  de  maximis  &c  minimis . 

I  L 

Quoique  la  methode  donnee  dans  le  Tome  IL  des 
Memoires  de  Turin  fuffife  pour  trouver  la  variation  de 
toute  fonclion  compofee  d’  un  nombre  quelconque  de  va- 
nabies,  &  contenant  autant  de  fignes  d’ integration  quon 
voudra  $  voici  comment  elle  peut  encore  etre  generalifee 
&  fimplifiee  a  quelques  egards. 

Soit  <p  la  fon 61* io  11  dont  on  propofe  de  trouver  Ia  va¬ 
riation  &  fuppofons  que  cette  fonaion  <p  foit  donnee 
par  une  equation  differentielle  d’un  degre  quelconque  en- 
tre  <p ,  &  x,  j,  1  &c.  &  les  differentielles  de  ces  varia- 
bies.  Denotons  cette  equation  par  =-  0  &  differen¬ 

tiam  par  $  on  aura  &<f>  =  o;  or  comme  £  eft  une  fon- 
a,0|i  donnde  de  <p  ,  * ,  y,  {  &c.  dtp ,  J*,  dj,  &c. 
on  diuerentiera  cette  fonaion  en  regardant  chaeune  des 
quantites  < p  ,  xp  y  d(p9  dx ,  dy  &c.  comme  une  va- 
riable  particuliere ,  marquant  les  differences  par  &  on 
aura, 

>*'  .  ... 


i<?7 

$  p  &  "+"  p'  &  d  <p  +  (p  -4-  7/?  $  ^  <p  4-  <S*c. 

•  H-  ^  #  4-  q'  $  d  x  4-  q"$  dz  x  •+*  q*  %  d*  x  -¥  &C. 

4-*  r  -h  r*  £  t/y  -4-  r'  §  dz  y  4-  rn  $  d* y  -4-  <$*£. 

4-  j  £  £  4-  j/  $  d  {  Hr  s"  h  dz  %  -h  s'"  §  d*  £  -+*  &c , 

4-  <S*c.  =  o 

°u  p  ,  p'  *  f  &c-  q  •>  4  i  4*  y  &c*  ^er°nt  des  fon&ions 
donnees  de  <p  ,  x  >  y  &c.  d  <p ,  Jx, 

Maintenant  ii  eit  aflez  faciJe  de  voir  que  $  d  <p,  fera  Ia 
meme  chofe  que  d$q>,  td*<p  ia  meme'chofe  que  d*§(p,  &  ainfi 
des  autres  expreffions  iemblablesj  d’  ou  il  s’  enfuit  que  Tequa- 
tion  precedenre  pourra  toujours  fe  metrre  fous  cette  for  me 
p  5  <p  4-  p'  d  §  (p  4-  p"  d1  &  <p  ~f  py/'  ti^ip  +  <S*c. 

4-  q  &  x  4-  4  d  $  x  4-  q'  dz  $  x  4-  cf‘  df3  &  jc  4- 

4-  r  &  y  4-  r'  d  4-  r,/  dz  &  y  4-  r"  d1  &  y  4-  &c • 

4-  .s  $  {  4-  s'  dh  ^  4-  V'  t/1  &  £  4-  $  £  4-  6*c. 

4-  &c.  =  .  .  .  .  .  .  ( A ) 

&  toute  Ia  difHculte  fera  maintenant  reduite  a  tirer  la  va- 


leur  de  $  <p  de  cette  meme  equation. 

Pour  y  parvenir  d’  une  maniere  generale  je  la  multi- 
plie  par  une  indeterminee  £  ,  &  je  prends  enfuite  F  inte- 
grale  de  chaque  ter  me  ,  ce  qui  me  donne 

f p  £  &  <p  4-  /  p'%dt<p  -)r  f  p"  <£dz$(p  - h  f  p'  £  t/3  &  <p  4- 
*+•  f  q  £  &  X  4-  j  4£dlx  4-  fq/^dllx  4-  fq'"%d3lx  4-  &C. 
4-  f  r  j?  $y  4-  jf  r^dhy  •+•  f  r  '^dzhy  4-  j  r"%  d3  §y  4 -  &C. 
4~  /  *»  |  {  -+-f  s'£dh {  4-  f  s\dl$i  4-  / /"2 <i3  &  {  4-  &C. 

4-  (Sc.  ■=  i  conflante . 

Or  en  integrant  par  parties  on  aura 
fp'%d$Q-t-p'%$<p  — fd(p'^)l<p 
f  p  dll  cp  s=  p"%dl<p  —  ^  )  £  <p  4 -  fdz  ( p "  £  )  &  <p 

&  amfi  du  reitej  donc  faifant  ces  fubifitutions  dans  F  equa¬ 
tion  precedente  ,  &  fuppofant  pour  abreger 
P  =pg  -  d(p'l>  +  *(/£)-  #(/* 

F  =/£  -  4-  ^(/1)  -  &C. 


i)  4*  fo. 
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P"  =  fi  —  d  (fi)  —  &0. 
F"  =  fi  —  &c. 

&C. 


&c* 

R  ==  rg  —  -H  <*2(r"£)  —  d'\r"'l)  -4-  fo. 

R  ==.  rf  —  i(r"j?  )  -4-  ^(r^)  —  <&c. 

_  /'%  —  d  (/'f )  —  &c. 

R“'  =  &c. 

&c. 

S  » -  j  |  —  </  (  i?  £  >  H-.  d2  (  /'£ ,)  —  d>  (  /'£  )  +■  &- 

y  =  /  g  —  d  ( ^  (Vg)*  —  £<. 

5"  =  —  <*  c  /'f )  -4-  ^ 

■T  ~  /"g  —  fi-C. 

&c. 


on  aura 

f  (  P  $  <p  •+*  Q $  x  •+■  R$ y  &a 

■4"  jP  ^  (p  -+■  P;'d  5  (p  -4-  P  "dz  &  p  ■+"  &c, 

-+-  Q'  $  x  -4-  Q ;d!  £ x  -4-  Q'/y^2  &  x  -4-  &e. 

—H  JP/  ^  y  -+•  R' d  &  y  “H  dz  §  y  -4"  &c* 

5^  {  -h  S"  d%  i  -h  »S%£  $  {  -4-  &c. 

•+-  &c.  =  a  K/2e  conflante  .  .  .  .  .,  *  .  (i?) 

Suppofons  encore  pour  abreger  davantage 
*^  =  P^(p^-Q§^-+-  Rt  y  h-  &c. 

& 

n  =  p$ <p  -h  P"d s  «p  *4-  j>"^ +  <s*c. 

H-  Q  ^  at  *+*  Q^  d^x  -4-  (%)  '/'dz  &  x  -4-  &c. 

+  RSy  +  R"dly  ■+■  R"dz  Sy  ■+*  &c. 

-4-  vS*  $  {  -4-  S^d  &  £  “i"  S'"dz  ^  ^  -4h  &CV 

-4-  &c. 

enforre 
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enforte  que  P  equation  precedente  devienne 
n  -+■  /  =  d  une  conflante  j 

&  il  eft  clair  que  cette  conftante  ne  fera  autre  chofe  que 
la  valeur  de  n  lorfque  1’  integrale  f^r  eft:  nulle  j  or  fi  on 
donne  a  cette  integrale  une  certaine  etendue  determin^e  , 
il  eft  vifible  que  la  quantite  II  recevra  auffi  une  valeur 
dererminee  i  ainfi  nommant  T  la  valeur  de  11  qui  repond 
au  commencement  de  1’  integrale  &  A  la  valeur  de 

Il  qui  repond  a  la  fin  de  Ia  meme  integrale ,  on  aura 
T  equation 

A  =  T  —  f^r. 

Maintenant ,  comme  la  quantite  £  eft  encore  a  vo- 
lonte  ,  je  la  fuppofe  telle  que  P  on  ait  P  =  o  dans  toute 
I»  etendue  de  P  integrale  /f  5  ce  qui  donne  1’equation  dif- 
ferentielle 

vl  —  d(p'V  ■+■  dl  (p"V  —  d3(p"V  -+■  &c-  = 

Or  la  valeur  de  jZ  renfermera  autant  de  conftantes  arbi- 
traires  qu’il  y  a  de  termes  dans  cette  equation  moins  un$ 
Sc  par  confequent  autant  qu’il  y  a ,  dans  1’  expreflion  de 
FI ,  de  termes  qui  contienne  &  <p,  &  fes  differences.  Donc 
le  nombre  des  conftantes  arbitraires  de  £  fera  plus  grand 
d’une  unite  que  celui  des  quantites  P%  P'\  &c.;  donc  on 
pourra  toujours  prendre  ces  conftantes  telles  que  Pon  ait, 
dans  la  quantite  A ,  P"  =  o  7  P'"  =  o  &c.9  enforte  que 
les  differences  de  difparoiffent  entierement, 

Donc  en  general  Ii  pour  plus  de  (implicite  on  enferme 
entre  des  crochets  carres  les  quantites  qui  fe  rapportent: 
au  commencement  de  P  integrale  ,  &  entre  des  cro¬ 
chets  ronds  celles  qui  fe  rapportent  a  la  fin  de  cette  me¬ 
me  integrale  ,  on  aura 

(  P'  &  <p  )  £  P  ^  <p  ■+■  P" d  &  <p  -4-  P  * dz  £  <p  ■+•  &c.  ”+* 

<2'  $  X  QV  S  X  -+■  Q"d2  ^  -4-  &c. 

R'Sy  -h  R!'dly  R'"dz  ly  ■+•  &c.  •+• 

S'l  {  h-  S"dl  1  -4-  S"'d2  $1  +  +  &c.  ] 

Mifc.  Taur.  Tcm,  IV \  y 
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—  (Q!*X.+  QWix  +  Q'”d> 

R  o  y  -h  R"d  £  y  -+-  Ri"  dz  &  y  h-  &c.  h~ 

$  $  {  -+-1  &'  d  &  £  -+•  S'"dz  ^  ^  H-  Oc.  -4-  &c.  ) 

f(Qdx  -b  R$y  +  -+-  &c.)  (C) 

&  il  faudra  que  variable  £  foit  determinee  enforte  que  1’on 

ait  P  =  o  ,  ou  bien 

/>£  -  </./£  -+-  -  d^fl  -  fe.  =  o 

&  que  de  pius  (  P  ' )  =  o  ,  ( P'" )  =  o  &c. 

I  I  I. 


Voyons  maintenant  1’  ufage  qu’on  doit  faire  de  ces  for- 
mules  dans  les  queflions  de  maximis  &  minimis ,  &  fuppo- 
fons  qu’il  s1  agiffe  de  trouver  la  relation  qui  doit  etre  en- 
tre  les  variables  x  ,  y  y  pour  que  la  fbnflion  <p  devienne 

Ja  pius  grande  ou  la  plus  petite.  Nous  obferverons  d’abord 
que  comme  cette  fonflion  efl  fuppofee  donnee  par  une 
equation  difFerentielle  <J>  =  o  ,  elle  renfermera  necefFai- 
rement  un  certain  nombre  de  conflantes  arbitraires,  lequel 
fera  egal  a  1’  expofant  de  la  plus  haute  difFerentielle  de  <p 
dans  1  equation  $  =  o  ■  De  plus  il  faudra  par  la  nature 
du  probleme  que  Ia  fonflion  <p  renferme  des  expreflions 
integraies  indefinies ,  &  les  circonflances  de  la  queflion 
determineront  Fendroit  oii  ces  integraies  devront  etre  fup- 
pofees  commencer.  Suppofons  que  ce  foit  lorfque  x  =  a  , 
y  =  b  ,  %  =  c  &c,y  il  efl  clair  que  les  valeurs  correfpon- 
dantes  de  <p ,  Sc  de  fes  difFerentielles  ferout  des  fon6lions 
donnees  de  a,  b ,  c  &c.  da,db ,  dc  &c .  &  des  conflan¬ 
tes  arbitraires  qui  entrent  dans  1’expreffion  de  <p  $  de  forte 
que  fi  le  nombre  de  ces  conflantes  efl  ^  ,  c’  ell-a-dire  fi 
la  plus  haute  difFerentielle  de  <p  dans  la  valeur  de  <l>  efl  dt*q>9 
alors  les  valeurs  des  quantites  (p  ,  d  <p  ,  .  dz  <p  &c.  jufqu’4 
d*  -  1  (p  y  lorfque  *  =  a  ,  y  ~  b  ,  {  «=  c  &e. ,  feront 
arbitraires,  &  pourront  etre  fuppofees  donnees. 

Cela  pofe ,  fuppofons  que  la  valeur  de  <p  qui  doit  etre 
la  plus  grande  ou  la  pLus  petite  foit  celle  qui  repond  a 
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Pendroit  ou  *  =  l ,  y  =  m ,  £  =  n  &c.,  il  &udra  doric 
que  la  variation  de  cette  valeor  de  <p  foit  nulle  ,  enforte 
qu’en  la  deiignant  par  la  cara&eriilique  on  ait  dans  le 
meme  endroit  &  (p  =  o  ,  Ainfi  il  n’  y  aura  qu  a  fuppofer 
dans  la  formale  ( C )  que  P  integrale  f(Q$x  R  &  y 
&c.  )  foit  prife  de  maniere  que  Ile  commence  lorfque 
x  __  a ,  y  =  b ,  |  =  c  fifc.  &  qu’elle  finiffe  lorfque 
x  =  ljy  =  m,{~n  de  forre  que  les  quantites 
qui  dans  cette  formule  fe  trouvent  enfermees  entre  des 
crochets  carres  foient  rapportees  a  P  endroit  ou  x  =  a  > 
y  z=z  b  ,  i  =  c  &c.  &  que  celles  qui  Pont  enfermees  en¬ 
tre  des  crochets  ronds  foient  rapportees  a  P  endroit  oii 


x  =  /  ,  y  =  m ,  i  =z  n  &c. ;  &  comme  la  queltion 
demande  que  dans  ce  fecond  endroit  la  variation  5  <p  foit 
nulle ,  on-  fera  le  terme  ( FI  <p  )  =  o  j  ce  qui  donnera 
P  equation  cherchee  pour  le  maximum  ou  minimum .  Or 
cette  equation  etant  compofee  de  deux  parties  dont  Pune 
contient  tous  les  termes  qui  font  Ibus  le  (igne  integi  al,  & 
dont  Pautre  n’eft  compofee  que  de  ceux  qui  font  hors  du 
ligne  ,  il  faudra  faire  deux  equations  fepar^es  de  ces  deux 
parties  ,  ce  qui  donnera 

o  =  f(Q$x-+-Rfy  -+•*%  -4 -&c.)  ...  (D) 

o  s=  [P' $<p  4-  P'dl(p  -H  P  '  dzl<p  4-  &o  -+■ 

Qfx  4-  q'dtix  +  Q"^x  4-  &c.  4- 
R!ty  4-  R"d$y  4-  R  d~$y  4-  &c.  4- 

+  S"d$i  4-  ■+■  &c.  4-  &:.] 

—  (  (n*  -+-  Q"d$X  4-  <2/Ad2^  4-  &c.  4- 
if&y  -+.  Wdly  +  R"dzly  4-  &?.  4« 

S^l  -h  4-  4-  4-  &T.)  ,..(£) 

U  equation  (  Z?  )  donnera  en  general,  pour  toutes  les  -va- 

leurs  de  x  ,  y  ,  {  &c.  depuis  x  =  a*  y  ~  h  i'=c  &c* 

jufqua  x  z=  l  y  y  =  ^  ^  <S*c. ,  celle-ci. 

Or  cette  equation  doit  avoir  lieu  quelles  que  foient  les  cut- 
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ferences  marquees  par  S  ;  done  i®  fi  par  la  nature  du  pro- 
blerae  il  n’  y  a  aucune  relation  donnee  entre  les  variables 
x,y,  l  &c. ,  les  differentielles  Sx,  S  j ,  &c.  feront 

independantes  I’une  de  Taucre  ,  &  il  faudra  faire  les  equa- 
tions  particulieres  Q  =  o  ,  R  =  0 ,  S  —  o  &c.  Mais 
fi  par  exemple  les  variables  x,  y,  j  &c.  devoient  ecre  telles 
que  1’  on  eut  toujours  Xdx-bVdy-i-Zdf  -+-&c.  =  o , 
alors  en  changeant  d  en  8  on  auroit  auffi  XS  * -t- 'F  S  j 

-4-  ZSf  •+■  &c:  =  o  ,  d’oii  $x  =  -  ~  Sy  -  ~L  S  f  -  &c. 

ce  qui  etant  fubftttue  dans  1’equation  (  F )  donneroit  celle-ci 
(Rx—  Qrny  +  (sx  —  qz)sz  -+■  &c.  =  0 
de  lorte  quii  faudroit  faire  enfuite  les  equations  particu- 
lieres  RX  -  Q  Y  =  o,  S  X  —  QZ  =  o 

En  general  il  faudra  reduire  les  differentielles  &  x ,  £  y, 
$  {  &c.  au  plus  petit  nombre  poffible ,  &  egaler  enfuite  a 
zero  le  coefficient  de  chacune  de  celles  qui  reftent,  &  ces 
dquations  jointes  aux  equations  donnees  (s’  il  y  en  a)  par 
la  nature  du  probleme  ferviront  a  trouver  la  relation  ne- 
ceffaire  entre  les  variables  * ,  y ,  £  &c.  pour  que  la  fon- 
ction  <p  devienne  la  plus  grande  ou  la  plus  petite. 

Or  il  eft  facile  de  voir  que  cette  relation  fera  toujours 
donnee  par  une  ou  plufieurs  equations  differentielles ,  de 
forte  que  1  integration  y  introduira  neceffairement  des  con- 
ftantes  arbitraires  j  ainfi  il  reffera  encore  a  trouver  la  re¬ 
lation  neceffaire  entre  ces  conflantes  pour  que  la  fonftion 
<p  devienne  un  maximum  ou  un  minimum.  C*  eft  a  quoi  on 
parvtendra  a  1’  aide  de  1’  equation  (  E )  ;  en  effer  comme 
cette  equation  fe  rapporte  a  des  valeurs  determinees  de 
x,  y  ,  rfyc.  il  eft  elair  qu’on  y  p0Urra  fatisfaire  par  le 
moyen  des  conftantes  dont  nous  parlons.  Pour  cela  on  ob- 
fervera  que  les  differentielles  dip,  d‘  S  <p  &c. ,  di  x , 
ff  x  &c-  font  les  memes  que  celles-ci  S  d  tp  ,  &  dz  <p  &c. , 
Sdx,  S  d‘  x  &c.f  comme  nous  1’  avons  vu  plus  hautj  de 
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forte  que  Ci  on  defigne  par  /  la  valeur  de  <p  qui  repond  a 
T  endroit  oii  x  =  a  ,  y  =  b  &c. ,  &  que  on  defigne  de 
memeparF,  F%  F'  &c.  A\  A%  A'  &c.  B\  B%  B"&c . 
C ,  C" ,  C"  &c.  les  valeurs  de  P' ,  Ph ,  Pv/  <S*c.  Q' ,  Q" , 
(2'"  &<;.  i?',  i2/y,  jR'"  &c.  5',  S",  S'"  &c.  au  meme  endroit, 
&  par  L%  L\  L"  &c.  M\  AT,  AT  &c.  N\  N%  N'"  &c. 
les  valeurs  de  Q\  -Qf"  &c.  R\  R\  R"  &c.  S\  S",  S &c. 
dans  1’endroit  oii  x  =  l ,  y  =  m9  ^  =  n  &c.y  on  aura 
certe  equation  determinee 

F'  Sf  “+*  F'l  df  ^  F‘l  d*f+  &c. 

■+“  A &  a  A  &  det  *+•  A*  &  d1  a  H-1  &C • 

•4-  B'lb  4-  B'l  db  -+■  B'"S  dzb  -+■  &c. 

•4-1  C  ^  C  H-  C  '%  d  c  -4-  C//y^  dz  c  -4-  &C. 

—  L "S  d  l  —  L'"$  dz  l  —  &c. 

—  Mtm  —  M"Um  —  M"Uzm  —  &c. 

—  mn  —  m  dn  —  Nul  d*n  —  &c.  —  &c. 
s=  o  .  .  .  ,  .  .  •  (  G  ) 

Pour  faire  ufage  de  cette  equation  on  verra  d’abord  s’il 
y  a  par  la  nature  du  probleme  des  relations  donnees  en- 
tre  les  quantites  / ,  a  ,  b  ,  c  &c.  I,  my  n  &c.  &  leurs  dif- 
ferentielles ,  &  fubftituant  la  valeur  d’  une  ou  de  plufieurs 
des  differences  de  ces  quantites  affe&ees  du  figne  tiree 
des  relations  donnees ,  on  egalera  a  zero  le  coefficient  de 
chacune  de  celles  qui  reftent ,  &  l’on  aura  autant  de  con- 
ditions  qu’il  faudra  pour  la  folution  complette  du  probleme, 

i  v. 

Nous  avons  vu  plus  haut  que  les  valeurs  de  <p  ,  d<p  &c. 
lorfque  *  =  a ,  y  s=  b  &c. ,  c’  eft-a-dire  ,  ies  valeurs  de 
/  ,  df  &c.  doivent  etre  fuppofees  donnees  ;  or  fi  on  les 
regarde  comme  donnees  d’  une  maniere  independante  des 
quantites  a,  b,  c  &c.  alors  il  eft  clair  qu’on  aura  &/= 

^  df  =  o  &c.  \  mais  on  peut  fuppofer  que  ces  quantites 
doivent  etre  des  fon&ions  donnees  de  a  9  b  ,  c  &c.  &  de 
leurs  differentielles  j  en  ce  cas ,  on  aura  $  f  ==  7t  ^  a  •+- 
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p  &  b  -r-  c rl  c  &c.  I  df  =  7t'ta,  -H  plb  -h  &c .  &  il  fau- 
dra  fubftituer  c  es  valeurs  dans  i’  equation  ( £  ). 

De  plus  il  peut  arriver  que  la  foii£tion  <p  qui  doit  etre 
la  plus  grande  ou  la  plus  petite  renferme  les  quantites  a9 
b  ,  c  &c.  l9m9n&c.  avec  leurs  differendelles  ;  alors  ces 
quantites  entrant  dans  i’  expreffion  de  <f> ,  leurs  variadons 
donneront  dans  la  valeur  de  S  $  les  termes 

ot^a  h-  cl  §  d  a  -+-  dz  d  -4-  &c.  ■+• 

b  -H  $1  db  -+-  $  dz  b  &c.  ~4- 

^  ^  c  d  c  y"l  dz  c  -H  &e.  -+- 

A  $  /  -f-  A&  d  l  ' 4-  A1^  a2  /  Qc.  -4- 

f/.  §m  -H  fj,  &  dm  -+-  pl%dzni  -4~  &c.  -f- 

f  &  /i  -+-  vldn  -+-  v  l  dz  n  -h  &c.  &c. 

de  forte  qu’il  faudra  ajouter  ces  termes  au  premier  mem- 
bre  de  V  equation  ( A ).  Dela  il  elt  facile  de  voir  qu’il 
faudra  ajouter  au  premier  membre  de  1’  equation  ( B )  les 
termes 

&  a  f  et  ^  -4-  §  d  af  ct  -4-  £  d1  a  f  af'  £  -f-  &c.  -f- 

tbft 3g  Hh  Ubf&l  -4-  ldzbf$'l  +  fo.  -4- 

^  cfY%  *+“  ^  dcf  y  Z  -h  &  c  f  y"f  -+•  &c.  ■+•  &c.  -h 

-+-  IdLfKl  -4-  l  dz  Lf  K"  g  -h  £f.  ~h 

Imfu  £  4-  &  dmf  p'  g  -4-  t  dz  mf  fx"  ^  -h  <S*cr.  -H 

$  nf  v  ^  §  d  nj  v'  -h  $  dz  n  f  v"  >4-  r&c.  -4-  &C. 

Par  confequent  il  faudra  ajouter  tous  ces  termes  a  1’equa- 
tion  determinee  (£)  ou  ( G )  avec  des  fignes  contraires, 
en  ayant  foin  de  prendre  toutes  les  integrales  /ct  ^ ,  f  ayj?  &c . 
de  telle  maniere  qu’elles  foient  nulles ,  lorfque  x  =  a  9 

y  sss  b  &c.  &  qu’eiles  foient  complettes  lorfque  x  =  l  f 

y  m  &c.  Ainfi  P  equation  (  G )  deviendra  dans  ce  cas 
{H) . o  =  P$f  -+-  F"ldf  F"  %  dz  f  4-  &c. 

(A'—f«£)la  -H  -4-  (^—  u>  l)Uza  -f-  &?, 

H*  (Jd — /(F^fbb  “H  (B' — f$£)ldb  H-  (BJl — .  {0'  f  $dzb  -H  &c, 
h-  {C — fy%)$c  •+>(€" — fyF)ldc  -4-  (C  ' —  fy  'Qldzc  -h  &c. 

•4-  &c\ 


—  (i'  -}-  yxg)>/  -» —  &c. 

—  m — — (Af/7-4~  fa"ffidzm —  £v. 

—  (AT-h  —(N’+fi£)ldn  —  {N"+fi\)Uzn  —  &c. 

— 

V. 

Comme  les  equations  differentielles  ne  renferment  pas 
proprement  les  differentielles  elles  memes  ,  mais  feulement 
leurs  rapports,  il  eft  clair  que  ia  fon&ion  <f»  qui  forme  le 
premier  membre  de  F  equation  propofee  (F  =  o  pourra 
etre  regardee  comme  une  fon&ion  de  <p ,  x,  y,  %  &c.  de 

d  dz 

d  ©  d y  d  z  n  d  x  d  x  dx  /»  ^ 

±’  T*  ’  Tx  &c- ’  SuPP°- 

lons  pour  plus  de  generalite  qu’on  ait  <I>  =  2  d  xm  ,  2 
etant  une  fonftion  de  <p  9  x  9 .  y  9  {  ->  ~  , 

- - fL  — 1  &c.  &  differentiant  par  &  on  aura  &  <f>  = 

dx  dx 

m  2  d  xm—1  5  dx  -+-  dxm$’Z-,  mais  F  equation  4»  =  o 


donne  2  = 
Or  foic 


o  j  donc  &  (J>  =  d  xm  &  2  . 


&2  = 


p  -+* 

H-  r  £  #  . 


✓*(■£)+> 


-»£#).- 

i  dz 


Donc  multipliant  par  £  d  xm9  &  integrant  par  parties  en- 
forte  qu’il  ne  refte  Fous  le  ligne  integral  que  les  differen- 


tielles  &  x  9  &  <p  ,  § y  ,  £  £  &c .  on  aura  une  expreffion  qui  fera 
identique  a  1’expreffion  n  -h  de  l'Art.  1 i  ,  enforte  que  les 
quantites  hors  du  figne  feront  identiques  a  Ja  quantite  II , 
&  les  quanti tes  fous  le  figne  identiques  a  Ja  quantite^! 
Conhderons  feulement  les  quantites  qui  feront  horst  du  fi¬ 
gne  ,  &  je  dis  que ,  fi  dans  ces  quantites  on  change  &  en 
*  9  elles  deviendront  nulles  d’ elles  memes.  En  effet  i°  le 
terme  ir  S'  <p  n  etant  fufceptible  d’  aucune  integration  par 
parties  reftera  tout  encier  fous  le  figne,  20  Le  terme 

*'  *  £  deviendra  d’abord  v'  (  _  iilL f  ^  ,  de  forte 

qu’en  multipliant  par  g  dx”,  &  changeant  Sdqj ,  W*  en 
^  &  x  on  aura  1’  integrale  fP  v'  dxm(~  —  do(l’ 

^  \  dx  d  x%  / 

en  integrant  par  parties  on  aura  les  termes  hors  du  figne 


&  ces  termes 


—  -  changeons  maintenant  5  en  d9 

deviendront  g  t  '  dxm  —  i*.  ^  =  oJ 


3°  Le  terme  ,  donnera ,  en  faifant  pour  plus 

de  (implicite  £  -  w"  0  -  ,  d’  ou  1’on 

tirera  d’  abord  comme  ci-devant  les  termes  hors  du  figne 
£  w'  dxm  - -  ^  ?  lefquels  en  changeant  ^  en  i 

deviennent  g  i7  *»  (^  -  J'J==0.&  ainfi  de  fuite. 

On  fera  le  m6me  raifbnnement  fur  les  autres  termes  de 
Ja  valeur  de  &  2,  &  1’  on  en  condura  que  fi  on  change 
la  caraderiflique  &  en  la  cara&eriftique  ordinaire  d9  dans 
1’expreffion  de  n  ,  on  aura  toujours  n  =  o  .  Or  1’  on  a  en 
general  n  -+-  /**  =  d  une  conflante  (  ArU  ii.  )  ,  donc 
lorfque  n  =  o  on  aura  f^r  =  d  une  conflante ,  &  de  la 

=  o  i 
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s—  o  ;  mais  ^  =  P  §  <p  -t-  x  -4-  H- 

-f.  &c.  donc  changeant  $  en  d  on  aura  toujours 

P  d  <p  -f-  Q  d  x  H-  R  dy  -4-  S  d  £  H-  <S’c.  =  o 
Equation  identique  d’elle  meme.  Dela  il  e(t  facile  de  con- 
clure  que  les  equations  du  maximum  ou  da  minimum  reful- 
tantes  de  1’  equation  generale  (F)  de  £  An.  m  pourront 
toujours  fe  reduire  a  une  de  moins ;  parceque  ii  toutes 
ces  equations  ,  hors  une ,  font  fuppofees  avoir  lieu  ,  celle- 
ci  s’  enfuivra  toujours  neceflairement  j  en  effet,  comme  les 
equations  dont  il  s’agit  doivent  etre  independantes  des  dif- 
ferences  marquees  par  & ,  il  eft  clair  qu’elles  devront  ega- 
lement  avoir  lieu  en  fuppofant  que  ces  ditferences  deviem- 
nent  les  memes  que  celles  marquees  par  d  $  mais  dans  ce 
cas  F  Equation  (i7)  qui  renferme  toutes  les  equations  par- 
ticulieres  pour  le  maximum  ou  pour  Ie  minimum  devient 
identique  ,  comme  nous  venons  de  le  demontrer  ,  donc  &c, 
J’  avois  deja  prouve  cette  propofition  en  peu  de  mots 
dans  le  n.  vm.  de  mon  Memoire  imprime  dans  le  Tom.  II.* 
mais  la  demonftration  que  je  viens  d’  en  donner  a  Tavan- 
tage  d’etre  beaucoup  plus  iimple  &  plus  generale.  Au  refte 
on  voit  par  cette  demonfiration  que  le  theoreme  cefleroit 
detre  vrai  li  Ia  fon&ion  <i>  n’ctoit  pas  redu&ible  a  la  for- 
me  Si/,  2  etant  une  fon&ion  quelconque  de  <p  ,  x  9 


l  &c.  -F  -f- 

*-  /(IV  '  //v 


d .  — 

dz  c  '  dx 

7T 


d  -  — 

- &c.  j  il  eft 

d  x 


vrai  que  cela  doit  toujours  &tre  par  Ia  nature  meme  des 
equations  differentielies ;  mais  s’  il  s’agifToit  des  difierences 
finies ,  enforte  que  les  differentielles  d  <p  ,  dx  ,  dy  &c.  qui 
entrent  dans  1’  equation  donnee  0  =  o  duffent  etre  des 
differeiices  finies  de  (p  9  x  ,  y  &c,  alors  lacondition  dont 
nous  parlons  ne  feroit  plus  necefiaire,  &  pourroit  tres- 
bien  ne  pas  avoir  lieu  dans  la  fontlion  <I>.  On  peut  voir 
dans  la  feconde  appendice  du  Memoire  cite  un  exempie  du 
Mifc.  Taur.  Tom,  IV*  z 
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calcul  qu’on  peut  faire  dans  le  cas  des  difterences  finies ; 
nous  n’  en  dirons  rien  ici  pour  ne  pas  trop  nous  ecarter 
de  notre  objet  \  mais  peut  etre  pourrons  nous  y  revenir 
une  autre  fois. 

V  I. 

Suppofons  que  Pon  ait  p  =  /Z,  Z  ctant  une  fon£lion 
de  X1  y  5  l  &C.  &  de  leurs  differentieltes ;  on  aura  donc 
en  difFerentiant  (pour  faire  difparoitre  le  figne  /)  iequa- 
tion  Z  —  d<p  £==  o  i  laquelle  etant  comparee  a  Pequation 
<P  =  o  donnera  $  =  Z  —  dp,  &  de  ia  £  <f>  =  &  Z 
—  $  d  (p  .  Soit 

$  Z  =  q§  X  -4-  q'  t  d  X  q  '  §  dz  x  ■+*  &c . 

■+■'  t  $  y  ■+■  r'  £  dy  -4-  r'  £  dzy  &c . 

s  £  {  -H  /  $  d  £  -+-  s°  £  d1  £  -4-  &c. 

&C. 

&c  Pon  aura  pour  &  <£  la  meme  expreftion  que  dans  V  Art.  11 
en  faifant  p  =  o  ,  p'  =  —  1  ,  /'  =  o  ,  p'"  —  0 
Donc  on  aura  d’abord  P  =  —  P'  =  P"  =  o, 
F"  =  o  &c.$  donc  puifqu’il  faut  que  Ja  variable  g  foit 
determinee  par  Pequation  P  =  0  ,  on  auia  =  c, 
&  de  la  ^  =  a  z//2e  conflante ,  qu’on  pourra  prendre  egale 
a  P  unite  pour  plus  de  (implicite  ;  a  Pegard  des  equations 
( P'' )  =  o  ,  (  P  ' )  =  o  &c.  •,  il  eft  clair  qu’elles  auront 
lieu  d’  elles  memes  ,  a  caufe  de  P  '  =  o  &c.  On  mettra 
donc  par  tout  1  a  la  place  de  £  ,  &  P  on  aura  pour  le 
maximum  ou  le  minimum  de  la  foriftion  p9  i°  Pequation 
variable  (P),  20  Pequation  conflante  ( G )  {Art.  m). 
Ii  faut  remarquer  a  P  egard  de  cette  derniere  equation  , 
que,  comme  on  a  P1  ~  g  =  1  ,  Pv  —  0  £C(>  0|a  aura 
F'  =  1  ,  F"  =»  o ,  F  =  q  &c. ,  de  plus ,  comme  la 
valeur  de  p  eft  nulle  lorfque  P  integrale  /Z  commence , 
on  aura  f  =  o  ,  &  par  confequent  ==  o,  de  forte 
qu’il  faudra  effacer  entierement  dans  Pequation  (G)  tous 
les  termes  affe&es  de  £/,  l  dj  &c. 
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Si  on  compare  cette  folution  avec  celle  que  nous  avons 
donnee  dans  le  n,  I.  du  Memoire  cite  ,  on  verra  qu’elles 
s’  accordent  parfaitement  entr’  elles ;  1’  equation  variable 
( F )  repond  a  1’ equation  que  nous  avons  defigne  dans 
cet  endroit  la  par  (£),  &  1’ equation  conflante  que 
nous  nommons  ici  (  G  )  repond  a  Tequation  (C)  du  me- 
me  endroit  en  faifant  attention  a  la  remarque  que  nous 
y  avons  faite  touchant  la  xnaniere  de  completter  cette 
merae  equation  (C),  &  de  laquelle  nous  avons  conclu 
que  1’  expreffion  complette  de  cette  equation  etoit  M'  — 
SM  =  o,  oii  M'  reprefente  les  termes  que  nous  avons 
defignes  dans  1’ equation  (G)  par  L'll  L'ldl  -t-  &c. 

6  'M  les  termes  defignes  par  A'^a  A"  Ida  -+■  &c. 

VII. 

Soit  enfuite  <p  =  f  Z  ,  Z  etant  une  fon6lion  de  x  ,  y , 

7  &c .  &  de  leurs  differentielles ,  &  en  merae  tems  de  la 

quantite  (  <p )  =  /(  Z  )  ,  (Z)  etant  de  merae  une  fon- 
ftion  de  x ,  y ,  {  &c.  &:  de  leurs  differentielles.  On  aura 
donc  en  differentiant  Z  • —  <p  =  o  ,  &  differentiant  en¬ 
fuite  par  &  ,  &  Z  —  &  d  <p  =  o  ;  or  fbit 

£  Z  =  g  $  x  -h  q'  $  d  X  -+■  q'  dz  x  -+*  <S*c. 

r  5  y  *+-  r'  $  -h  r"  &  -+•  &c . 

-H  .y  &  £  d  ^  s"  l  dz  I  H- 

r+-  &C.  “H  7T  &  (  (p  )  , 

&  defignons ,  pour  abreger ,  cette  vaieur  de  l  Z  par  S  V 
it  &  ( <p  ) ,  enforte  que  £  V  exprime  tous  les  termes  af¬ 
fectes"  de  Idx  &c. ,  ly,ldy  &c. ,  on  aura  donc 

SF  *&(<p)  —  Wcp=oj  or  comme  (<p)==/(Z), 
on  aura  en  differentiant  d  ( (p )  =  Z,  '&  differentiant 
enfuite  par  $  ,  &  ^  (  (p  )  =  ^  ^  ( <p  )  =  ^Z;  on 

fubftituera  donc  cette  vaieur  dans  1*  equation  precedente , 
&  pour  cela  on  la  differentiera  apres  1’  avoir  divifee  par 

$v 

ir  ,  ce  qui  donnera  d  S  ( <p  )  d  -  —  —  «  •  ~  —  0  » 
de  forte  qu’on  aura 


•  •  (/) 


HZ)  +  d{^-)  -  d(^)  =  o  :  . 
ou  &  ( Z )  fera  de  cette  forme 

*  C  Z  >  =  (?■)**■+■  (  ?'  )  Id  X  -H  (  q"  )  l  <fr  X  H-  &r. 

-H  (  r  )  &  j  “H  (  r'  )  $  dy  -4-  (  r"  )  &  dl  y  -+-  <$*c. 

H“  (  ■*  )  ^  £  (/)&*/{  -h  (  /'  )  $  ^  *+•  &c , 

~h  &C. 

On  traitera  maintenant  P  equation  (/)  comme  nous 
avons  traite  l  equation  £  $  =  o  de  /’ Art.  II  $  pour  cela 
on  la  multipliera  par  &  enfuite  on  Pintegrera  par  par¬ 
ties  ,  ce  qui  donnera  d’  abord 

s  t1  -z~+nznz)  -i±iv  +  ^uri 

=  a  ime  conflante ;  or  li  on  fubftitue  pour  IV  &  &  (  Z ) 
leurs  valeurs  la  quantite  fous  le  figne  fera  fufceptible  des 
memes  reduftions  que  nous  avons  faites  dans  V  An .  cite  , 
&  le  calcul  s’  achevera  de  la  merne  maniere.  Nous  nous 
contenterons  de  remarquer  ici  que  1’  on  trouvera  dans  le 

cas  prefent  P  =  —  d(  — )  P'  —  -£JL  P'—  _  1 

P"  —  o  &c. ,  de  forte  que  pour  la  determination  de  la 
variable  g  on  aura  1’equation  i{~ ^- )  =  o  ,  Iaquelle  donne 

di; 

—  =  ^ ,  &  £  =  h  gfw ,  h  &  g  etant  deux  con¬ 
flantes  arbitraires, 

Or  il  faut  que  (P")  =  o,  c’eft-a-dire ,  que  la  valeur 
de  F  qui  repond  au  point  ou  *  =  /,  y  =  m  $Ct  f0jt 

nulle  (  An.  n  )  ;  donc  puifque  P"  <=  -L  ?  il  faudra  que 

la  valeur  de  g  foit  nulle  dans  ce  cas;  Ibit  donc  n  la  va¬ 
leur  de/r  qui  repond  au  meme  endroit,  &  Pon  aura  k 
-+-  =  o » d’ou  a  =  —  g  n , donc  g  = 

ou  bien ,  en  fallant  pour  plus  de  limplicir^  ,  ^  _  i  3 


I  =  n  —  ft  5  &  de  Ia  P'  =  —  I  ,  P"  =  —  i 

ayant  ainfi  trouve  Ia  valeur  de  ^  il  n’  y  aura  qu’a  Ia  fub- 
ftituer ,  &  1’ on  trouvera  pour  le  maximum  ou  le  minimum 
des  formules  analogues  .a  celles  du  n,°  IX.  du  Mimoire  de 
1762  deja  cite.  On  obfervera  fsulement  que  1’  on  aura  ici 
comme  dans  le  cas  du  probleme  precedent  /  =  o  ,  & 
par  confequent  =  oj  enfuite  on  aura  $df  ==  £  d  <p 
=  $  Z,  en  rapportant  la  valeur  de  &  Z  au  point  ou  x 
=  a  ,  y  =  b  ,  1  =  c  &c.’,[  mais  dans  ce  point  on  a  auffi 
( <p  )  =  /(  Z  )  s=  o,  donc  £  ( <p )  =  05  de  forte  que 
la  valeur  de  %  d  f  fera  egale  ace  que  devient  la  quantite 
q%  X  q  t  d  x  *+-  q'J  %  dz  x  &c, 

r  £  y  -+-  r  5  d  y  -l-  r*  £  dz  y  •+*  &c.  ~h 

s  £  £  -+-  /  £  J  1  s"  §  dz  %  -+*  (St,  "H  &c. 

lorfque  x  =  a  ,  y  =  &  ,  {  =  c 

Quant  aux  valeurs  de  £i2/,  £  d*  f  &c.  il  ne  fera  pas 
neceffaire  de  les  chercher ,  parcequelles  n’  entreront  point 
dans  l’  equation  determinee  ( G  ). 

On  voit  par  ces  deux  exemples  comment  il  faudra  s’  y 
prendre  dans  des  cas  plus  compliques ,  ainfi  nous  n’  en 
dirons  pas  davantage  ici.  Nous  nous  contenterons  feulement 
d’  obferver  en  general  que  la  variable  indeterminee  j^pour- 
ra  toujours  fe  determiner  par  V  integration  de  1’  equation 
P  =  o  ,  lorfque  la  fon&ion  <p  fera  donnee  par  une  expref- 
fion  formee  comme  on  voudra  des  variables  x ,  y ,  ^  &c„ 
&  de  leurs  differentieiles  ,  &  qui  renferme  de  plus  autant  de 
fignes  d’  integration  qu’on  voudra  ;  mais  lorfque  la  fon&ion  <p 
ne  fera  donnee  que  par  une  equation  differentielle  d’  un  degre 
quelconque ,  alors  i’  indeterminee  £  dependra  d5  une  equa¬ 
tion  differentielle  du  m£me  degre  ,  laquelle  pourra  n’  &tre 
pas  integrable  m,  mais  cela  n’  apportera  aucun  obftacle  a  Ia 
iolution  du  probleme  j  car  des  qu’on  aura  trouve  les  equa- 
tions  du  maximum  ou  du  minimum  il  n*  y  aura  qu’a  elimi- 
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ner  la  quantite  P  par  Ie  moyen  de  Fequation  diflerentielle 
P  =  Qj  mais  il  faudra  enfuire  avoir  dgard ,  dans  Pintro- 
duftion  des  conflantes  arbitraires ,  aux  conditions  (P")  =  0 
( P"  y  =  o  &c. 

VIII. 

Les  principaux  avantages  de  ma  methode  des  variations 
pour  la  folution  des  problemes  de  maximis  Sc  minimis  con- 
iiftent  i°  dans  la  fimplicite  &  Ia  generalite  du  calcul , 
comme  on  peut  s’  en  convaincre  aifement ,  en  comparant 
cette  methode  avec  celle  que  M.  Euier  a  donnee  dans  fon 
excellent  ouvrage  intitule  Methodus  inveniendi  lineas  curvas  &c. 
&  meme  avec  .  celle  que  M.  Fontaine  vient  de  donner 
dans  fon  Memoire  intitule  Addition  a  la  methode  &c.  deja 
cite  plus  haur.  i°  En  ce  que  ma  methode  fournit  des  equa- 
tions  determinees  qui  fervent  a  refoudre  les  problemes 
d’ une  maniere  plus  generale  Sc  plus  complette  qu’on  ne 
P  avoit  fait  avant  moi.  Quoique  ces  equations  foient  une 
fuite  neceflaire  &  naturelle  de  mon  analife  des  variations, 
fk.  que  leur  ufage  ne  foit  qu’une  application  tres  -  Ample 
des  principes  de  la  methode  generale  de  maximis  Sc  mini¬ 
mis-,  cependant  un  illuflre  Geometre  de  CAcademie  des 
Sciences  de  Paris  vient  de  donner  dans  Ie  volume  deja  cite 
pour  Pannee  1767  un  favant  Memoire,  dans  lequel  ii  pa- 
roit  revoquer  en  doute  P  exa&itude  de  ces  memes  equa¬ 
tions  determinees,  &  furtout  Papplication  que  j’en  ai  faite 
dans  la  folution  du  probl&me  de  Ia  plus  vite  defcente  don¬ 
nee  dans  mon  Memoire  deja  cite  du  fecond  volume  de  la 
Societe  Royale.  Pour  eclaircir  les  difficultes  de  ce  favant 
Mathematicien,  &  faire  mieux  fentir  en  meme  tems  Pufage 
de  nos  formules,  nous  allons  refoudre  ici  le  meme  probleme 
d’une  maniere  encore  plus  generale  ,  en  y  ajoutant  des  nou- 
velles  confide rations  ,  qui  ne  laifleront ,  fi  je  ne  me  trom- 
pe,  plus  rien  a  delirer  fur  ce  fujet. 


PROBLEME. 
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Etant  dormies  d*  efpece  &  de  pofition  deux  courbes  quel- 
conques  placees  dans  un  mime  plan ,  on  demande  de  trouver 
une  troijieme  courbe ,  fur  laquelle  un  corps  pefant  puijfe  de- 
fcendre  de  V  une  d  !  aut  re  des  deux  courbes  donnees ,  dans 
le'  plus  petit  tems  pojfible. 

Prenons  une  droite  horizontale  qui  foit  Taxe  des  abfcif- 
fes  des  deux  courbes  donnees  &  de  Ia  courbe  cherchee , 
&  une  droite  verticale  qui  foit  1’  axe  commim  des  ordon- 
nees  des  memes  courbes foient  a  ,  b  1’  abfciffe  &  1’  or- 
donnee  de  Ia  premiere  courbe  donnee,  c’eft-&-dire  de  celle 
d’ou  le  corps  doit  partir ,  &  / ,  m  PabfcifTe  &  Pordonnee 
de  P  autre  courbe ,  a  laquelle  le  corps  doit  arriver  $  enfin 
foient  at,  y  PabfcilTe  &  Pordonnee  de  la  courbe  cherchee, 
fur  laquelle  le  corps  doit  fe  mouvoir  $  nommant  u  la  vi¬ 
telle  du  corps ,  &  prenant  P  unite  pour  la  force  accelera- 
trice  de  la  gravite  ,  on  aura  ,  comme  P  on  fait ,  u  d  u  = 
dy ,  &  de  la  u  =  V  i  (  y  —  k ),  k  etant  une  conftante 
arbirraire;  pour  la  determiner  fuppolons  que  dans  Pendroit 
ou  le  corps  commence  a  fe  mouvoir  on  ait  y  =  b  ( b 
etant  une  des  ordonnees  de  la  premiere  courbe  donnee ) , 
&  que  la  viteffe  initiale  du  corps  foit  celle  qu’il  auroit 
acquife  en  tombant  librement  de  la  hauteur  h ,  il  faudra 
donc  qu’en  faifant  y  =  b  on  ait  u  =  V  a/i,  ce  qui  don- 
nera  i  k  =  z  (b  —  k)  &  de  Ia  £  =  &  — -Ji . 

Cela  pofe  on  fait  que  le  tems  eft  exprime  en  general  par /— ,  s 
etant  P  arc  de  la  courbe  *  de  forte  qu’en  comparant  cette 
formule  a  celle  de  V An.  VI. ,  on  aura  <p  =  /  — ,  &  % 

=  —  ,  &  de  la  ,  a  caufe  fe  d  s  V  (d  xz  - 4-  dy1 ) ,  & 
U  =  ^  2.  (y  ~  k)  , 


donc  q  = 


O  5  q  s= 


dx  <T  dx 

- - — 

nas 
dx  „ 
uds'  q  = 


o  6*C.  & 


=  o  <5v.  i  de  Ia  a  caufe  de 


i?"  =  o  &c. 


%  =  i  ,  on  aura  (  Aru.  ii  ) 

«  =  -‘,'.x>e,  =  ^,e"=ofo. 

ce  qui  donnera  i°  I’  equation  variable ,  Q  £  #  -+-  R &jy 
==  o  j  &  par  confequent  Q  =  o  &  R  =  o  ,  Fune  ou 
F  autre  de  ces  deux  equations  fervira  a  determiner  la  eour- 
be  de  Ia  plus  vite  defcente  $  &  il  feroit  inutile  de  les  em- 
ployer  toutes  deux  a  la  fois  ,  parceque  Fune  Fuit  neceflai- 
rement  de  F  autre  a  caufe  qu’  en  changeant  &  en  d  on  a 
F  equation  identique  Qdx  -+-  Rdy  =  o  (Art.  V)  .  Pre- 
nant  donc  F  equation  Q  ==  o  qui  eft  Ia  pus  fimple  on 

j  dx  .  .  .  , 

aura  —  d  .  —  =  o ;  d  ou  1  on  tire  en  integrant  — . 

=  /«  =/✓  »  (/-  A)  &  de  Ia  <&  =  -^^0-0 

17  v'  [  i  - 1  /3  (y  -  k  y  J 

pour  F  equation  de  la  courbe  brachyflochrone  ,  ou  f  efl 
une  conflante  arbitraire. 


2..0  On  aura  Fequation  conflante  Atta  -f-  Btb  —  Ltl 
—  M'lm  ==  o  ou  A  j  i?'  fqnt  les  valeurs  de  Q  ,  R' 

c’  efl-a  dire  de  ~  ,  ~  dans  le  premier  point  de  la  courbe, 

dans  lequel  x=za7y~b7&c  L'  7  M'  font  'les  valeurs 
des  memes  quantires  pour  le  dernier  point  de  la  courbe  ? 
dans  iequel  x  ==  l ,  y  cc=  m . 

Mais  pour  donner  a  cette  equation  conflante  toute  Feten- 
due  dont  la  .queflion  peut  etre  fufceptible  ,  il  faudra  avoir 

egard 
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egard  a  la  Remarque  que  nous  avons  faite  dans  TArt .  IV, 
Sc  faire  varier  auffi  la  conflante  k  qui  entre  dans  Ia  va¬ 
leur  de  u ,  or  comme  $  =  Z  —  d  <p  (  Art .  VI. )  = 

- - - — —  d  (D  ,  il  faudra  ajouter  a  la  valeur  de 

le  terme  - r  =  —  &  £  >  donc  >  a  caufe 


2,  (j  ■—/(:)  > 


de  £  ==  1  ,  on  aura  la  quantite  — »  $  k  f  —  a  ajouter  au 

premier  membre  de  Tequation  precedente,  laquelie  devien- 
dra  par  confequent  AAi  a  -+-  B'  &  b  —  L  &  /  —  M'  &  m 

— -  f~-  —  o  ,  F  integrale  f  ~~  etant  fuppofee  prife 

de  maniere  qu’elle  commence  au  premier  point  de  la  courbe, 
&  qu’elle  finiflfe  au  dernier  point.  Or  je  remarque  d’abord 

qu’ayant  cjeja  trouve  —  =  /,  on  aura  Q  =  /,  &  par 
confequent  A'  =  Z'  =  /j  fobferve  enfuite  qu’en  prenanf 
1  equation  /c  =  o  ,  011  a - — - d  -  —  =  o  ,  dou 

T  on  tire  en  integrant  • 4-  —  ou  bien 

0  J  u*  uds  J  u 1 

=  a  w/ze  conflante ,  or  en  faifant  commencer  T  integrale 
/  —  au  premier  point  de  Ia  courbe,  on  aura  dans  ce  point 

o,  &  uR'  s=5  2?'*  &  comme  au  dernier  point  de 
la  courbe ,  on  a  R'  =  M' ,  il  eft  clair  que  la  valeur 
complette  de  /  — -  fera  =  B'  —  M .  De  pius,  comme 


k  =  b  —  h ,  fi  on  fuppofe  en  genera!  que  h  foit  une  fon- 
£Hon  quelconque  donnee  de  a  &  b  telle  que  1’  on  ait  d  h 
=  Gda  -h  Hdb,  on  aura  l  k  =  §  b  —  Ih  =  — 

Mifc.  Taur.  Tom .  IV.  a  a 
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G  S  a  —  HI  b  ,  de  forte  que  par  toutes  ces  fublHtutions 
F  equation  precedente  deviendra 

H IU 

—  l  —  M'  %  m  =  o  , 

laquelle  ,  (a  caufe  que  Ja  premiere  courbe  dont  les  ordon- 
nees  font  a  & b  eft  fuppofee  independente  de  la  derniere 
dont  ies  ordonnees  font  /  &  m)  peut  d’abord  fe  partager 
en  ces  deux-ci 

[/-  (  M'  ~  & )  G  ]  5  a  ■+■  [  Af  -  {M'  -  B' )  1  S  b  —  • 

/  -f-  M.'  $  m  =  o  . 

Mamtenant  comme  Ies  coordonnees  a  Sc  b  appartiennent 
a  une  courbe  donoee  7  on  aura  par  la  nature  de  ces  cour- 
bes  da  =  £  d  b  ,  &  d  L  =  Yi  d  m  ^  &  changeant  la  cara- 
dleriftique  d  en  &  ,  on  aura  auffi  =  elb  &  $  /  = 
»3  &  w  i  donc  fubftituant  ces  valeurs  dans  les  equations  pre- 
cedentes  on  aura 

[/  —  (  M'  —  i?  )G]f  -h  M'  —  (  M'  —  B')H~o 

f  * j  AT  =  o 

ou  bien  en  reraettant  pour  e  &c  »  Ieurs  valeurs  — ,  — 

db  1  dm  9 

on  aura 

[/-  (  M'  -  5' )  G  ]  d  a  -h  [  AT  -  (  AT'  -  j?')  db  =  9 
f  d  L  -h*  M'  dm  =  o  . 

Maintenant  fi  on  fuppofe  que  la  hauteur  h  qui  repond  a 
la  viteffe  initiale  foit  egale  a  b ,  enforte  que  le  corps 
commence  a  fe  mouvoir  fur  la  brachyitochrone  avec  la 
meme  viteffe  qu’il  auroit  acquife  en  defcendant  depuis 
F  axe  des  abfciffes  ,  on  aura  G  —  o  &  H  =  i  ,  &  les 
deux  equations  precedentes  deviendront 

f  da  -+-  B'  db  =  o,  f  dl  -h  M'  dm^  05 
r  dy 

mais  j  =  ~ ,  i/  5=  au  premier  point  de  la  cour- 
be ,  8c  AT'  =s  au  dernier  point  de  la  courbe  i  dono 
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on  aura  pour  le  premier  point  de  la  courbe  Axia  -h 
dy  db  —  o ,  ou  bieil  ~  =  —  ~ ,  &  pour  le  dernier 

,  '  • '  .  dx 

point  de  la  courbe  dxdl  -4-  dydm  =  o  ,  ou  bien  — 

— ~  —  —  ,  ce  qui  fait  voir  que  la  courbe  de  la  plus 

dm  L  1 

vite  defcente  doit  couper  k  angles  droits  les  deux  courbes 
donnees  ,  &  cela  s’accorde  avec  ce  que  nous  avons  trouve 
dans  /’ Art.  IV.  du  Memoire  deja  cite  du  fecond  volume. 

Mais  fi  011  veut  que  la  vitefle  initiale  foit  nulle ,  alors 
on  aura  k  =  o,  &  par  confequent  G  ==  o,  &:  ‘if==  o, 
ce  qui  donuera  les  deux  equations 

f  da  -4-  M'  db  =  O  ,  fdl  -+-  MJd  m  =  o  , 
la  feconde  de  ces  equations  etant  la  xneme  que  dans  le 
cas  precedent,  il  en  refulre  que  la  brachyftochrone  doit 
aufli  couper  la  feconde  courbe  a  angles  droits,  mais  quant 
a  la  premiere  courbe  1’  equation  f  da  -h  M'  d  b  =  o  , 

da  M'  dl  ,  -  7 

donnera  —  =  —  de  forte  quon  aura  — 

=  —  j  ce  qui  fait  voir  que  Ia  tangente  menee  a  Ia 
d  m 

premiere  courbe  par  le  point  ou  commence  la  brachyfto¬ 
chrone  doit  etre  parallele  a  la  tangente  menee  a  la  ^con¬ 
de  courbe  par  le  point' ou  la  brachyftochrone  fe  termine  j 
&  c’  eft  ce  qui  s’  accorde  parfaitement  avec  le  refultat  de 
Ia  folution  donnee  par  M.  le  Chevalier  de  Borda  dans  (on 
Memoire  imprime  dans  le  volume  de  1'Academie  des  Scien - 
tes  de  Paris  pour  Pannee  1767. 


A  Berlin  ce  28  Mai  1770. 


RECHERCHES 


Sur  le  mouvement  d'un  corps  qui  efi  attire 
vers  deux  centres  fixes. 

PREM1ER  MEMOIRE 

Ou  r  on  fuppofe  que  latiraction  efi  en  raifon  inverfe 
des  carris  des  diftances. 


Par  M.  de  la  GRANGE. 

Le  Probleme  que  je  me  propofe  de  refoudre  dans  ce 
Memoire  P  a  de ja  ete  par  M.  Euler ,  dans  les  Memoires 
de  PAcademie  de  Berlin  pour  Pannee  1760,  &  dans  le 
Tome  X  des  nouveaux  Commentaires  de  Petersbourg  qui 
vient  de  paroitre,  mais  pour  le  cas  feulement  ou  le  corps 
fe  meut  dans  un  plan  paflant  par  les  deux  centres  des 
Idrus.  La  folution  que  j’en  vais  donner  ici  eft  generale 
quelle  que  foit  la  courbe  decrite  par  le  corps ,  &  la  me¬ 
thode  fur  laquelle  elle  eit  fondee  a  P  avantage  de  con- 
duire  dire&ement  a  des  equations  ou  les  indeterminees 
feront  feparees  d’  elles  memes  *  fans  qu’  on  ait  befoin 
pour  cela  des  transfoimations ,  &  des  fubftitutions  epi- 
neufes  que  M.  Euler  a  employees. 

Comme  le  Probleme  dont  il  s’  agit  a  un  rapport  im- 
mediat  avec  celui  des  trois  corps ,  il  ne  feroit  pas  im- 
poffible  que  la  methode  de  ce  Memoire  ne  fut  de  quel- 
que  utilite  pour  la  folution  de  ce  fameux  Probleme  qui 
fait  depuis  fi  long-tems  P  objet  des  travaux  des  plus  grands 
Geometres.  Cette  confideration  eft  meme  le  principal  mo- 
tif  qui  me  determine  a  publier  ces  recherches j  je  fou- 
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haite  qu*  elles  puiflent  mariter  au  moins  par  I&  quelque 
attention  de  la  part  de  Savans. 

I. 

Ayant  pris  trois  axes  fixes  quelcouques ,  &  perpendi- 
culaires  entr’  eux  ,  foient  x  ,  y  ,  {  les  coordonnees  re&au- 
gles  de  la  courbe  decrite  par  le  corps  &  rapportee  a  ces  axes  : 
&  foient  de  meme  a ,  b  ,  c  ,  les  coordonnees  qui  deter¬ 
minent  la  politiori  de  l’un  des  centres  des  forces  par  rap- 
port  aux  memes  axes ,  &  «* ,  /3 ,  y  les  coordonnees  pour 
Tautre  centre  $  il  eft  clair  que  fi  f  appelle  w,  &  v  les  di- 
ftances  du  corps  k  ces  deux  centres  on  aura 
u  =  V  [  {x  -  ay  •+-  (y  -  by  -+-  (f  -  Ox] 

v  =  ✓  [  (  *  a)1  -+■  (y  -  ny  -H  (  i  -  r)1] 

deforte  qu’en  exprimant  par  A  &  B  leurs  forces  attrafti- 

B 

ves  a  une  diftance  egale  a  1’  unifo,  on  aura  - ,  &  ~ 

°  Ux  v * 

pour  les  forces  qui  agiflent  fur  le  corps  5  fuivant  les  rayons 
ve&eurs  u  Sc  v*. 

Ces  forces  etant  decompofees  chacune  en  trois  autres 
fuivant  les  dire&ions  des  coordonnees  x  ,  y  ,  {  j  on  trou- 

vera  que  la  force  totale  fuivant  x  eft  egale  a 
-H  ^  - *-  ,  que  la  force  fuivant  y  eft  egale  a  — 

■+*  ,  &  que  la  force  Ipivant  {  eft  egale  a  — 


Donc  nommant  r  le  tems  ecoule  depuis  le 


commencement  du  mouvement ,  &  prenant  d  t  pour  con- 
ftant ,  on  aura  ces  trois  equations 


i  $o 

dlx  A  ( ,v  ~  a)  B  (x  -  x)  "\ 

“7T  H - -H  - - - -  O  1 

de'  «*  vl  I 


dy  A  (y-  b)  B(y-  0) 

___ — - - - - - 

at'  u J  p* 

^  J(z-c)  B(j-,) 

7F  ■*"  —1F—  +  — — 

lefquelles  renferment  la  folution  du  Probl£me. 


I  I. 


Si  on  multiplie  la  premiere  de  ces  equations  par  i  dx  9 
la  feconde  par  i  dy  ,  la  troifieme  par  i  ^ &  qu’apres 
les  avoir  ajoutees  enfemble  on  en  prenne  i’  integrale  on 
aura  ,  en  ajoutant  Ia  conflante  4  c , 
dx *  ■+■  dy'  ■+■  ^  2  ^4  z  B  ,  n  \ 

" - -1F~- ~  ~  — - V  =  4C  •  •  •  (jff)  . 

equation  qui  renferme  ,  comme  on  le  voit  ,  le  principe 
de  la  conlervatioii  des  forces  vives. 

Si  on  multiplie  de  plus  les  memes  equations  par  x  — 
y  —  b ,  {  —  c,  tk  qu’  on  les  ajoute  enfemble  on  aura 
(  x  —  a  )  d*x  •+■  (  y  —  b  )  dy  ■+■  (  z  —  c  )  d*z 
,  ~d? 

A  B[  {x-d)  (x-d)  ■+*  (y-b)  (y-0)  ■+•  (z-e)  (z-y)  ] 

*+■ - 1- - - - —  =  0; 

U  V 

Or  i(x-a)  (*-«)  =  (*-*)=  ■+* 

(  x  —  x  )‘  —  (  a  —  os  )*,  &  de  meme 

*(y-i>)  (j-0)  =  (y-by  ■+■  (y-0)*  — 

( i  -  H1,  1  ( I  -  C )  ( {  -  y )  = 

~  c  )*  -+-  (  {  —  y  )s  —  (  c  —  y )%  donc  fi  on  denote 
par  f  la  diftance  entre  les  deux  centres ,  enforte  que  l’on  ait 
/  =  ^  [  (  a  —  *  )*  -+-  ( i  -  0  )2  - t-  (c-y  )%]  on  aura 

(x  -  a)  £~x  ■+■  (  y  -  £  )  d'y  ■+■  (  £  -  «  ) 

— 

^  B  («’■+■  o’-  —  /*) 

.  —  ■■  ■  —  — - ; - — —  ss:  Q  * 


Done  ajoutant  cette  equation ,  a  1’  equation  (  B )  ,  on 
aura  ,  a  caufe  de  u 2  =  (  x  —  a  )z  H-  (y  —  b  )z  -i-  (  i  —  c  )z  , 

-  -  ~  -  i1  +  =  4«  •  •  •  (C) 

%  dr  u  i  \  v  v1  / 

&  JT  on  trouvera  de  la  meme  maniere 

——t~  —  —  —  —  ( ~  £±rS  =  AC  ...  (z>) 

deux  equations  par  Iefquelles  on  connoitra  les  valeurs  de 
jk  &  v  en  t . 


Je  remarque  maintenant  que  fi  on  multiplie  1’ equario» 
(  C )  par  .  -v2  ,  &  1’  equation  (  D  )  par  d  .  uz  fk  qu’ 
enfuite  on  les  ajoute  enfemble  on  a  une  equation  inte- 
grable  laquelle  efi: 

d.  ( d.  i?  X  d.  v2)  A  (  .  d.v* 

- - - -  —  A  (  x  au  - - 

i  d r  V  u 


(  f*  —  v2)  du' 
t? 

(f%  —  «*  )  dv 


)-B( ■ 


<f  =  4'  <■<•  «'  i-  "')l 

deforte  quon  aura  en  integrant,  &  en  ajoutant  une  cou- 
ftante  arbitraire  i  Z>, 

»’  X  d.  t?  A  f  j 

- - a  (3«+  — ; 

—  e(]v  +  =  4 c  K  *+■  v1) 

4*  lil  .  .  .  .  .  (  £  )  * 

De  plus  fi  on  multiplie  les  memes  equations  (  C)  &  (Z>) 
par  vz  d  .  uz ,  &  uzd.v2  favoir  la  premiere  par  vzd.uzf 
&  la  feconde  par  if  d  ,vz  7  &  qu’on  les  ajoute  enfemble 
on  aura 
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vr  d.  u'  x  d\  ts*  ->  ur  d.  v'  x  A  tJ* 

-A  \  uJ.S  *  <C-.p-  <■«•) 

-i  (.«■*  +i,i,(+ 

\  2  2.V  J 

—  '4  C  d,  (u2  v2) 

Cette  equation  etant  multipliee  par  i  fk  enfuue  ajoutee 
a  1’  equation  ( E )  multipliee  par  d,u2~\~d,  v3,  on  aura 

.  /v*  (  d.  uzy  *+*  »*  (  d .  'y‘>)A 

® '  V  72?  / 

*  A  ( bifdu  *4"  bd.(uv2)  —  ifzdu) 

—  -5  {bv2dv  -+-  bd .  (v&2)  —  if2dv) 

=  2  C  (</.  (  w*  H-  v2  )2  -4-  4  (zrv2  )  )  / 

*4~  1  D  d  .  (u2  -4-  v2  )  ==  O 
dont  T  integrale  eft  evidsmment 
u*  y  -t-  .(<*.**  y 

2  dt1 

—  (w3  -4-  juv2  —f^u) 

—  2  i?  (  V3  •*+"  3  V  K1  -  /**  v) 

=  26’  (  -+>  v4  H-  i>  uz  v‘  ) 

+  (s‘  +  v1)  +  i£  ^  •  •  .  >  ( F ) 

£  £tant  une  conflante  inde  ter  minee. 

Or,  fi  a  cette  equation  on  ajoute  Fequation  (£)  mul¬ 
tipliee  par  2  uv  ,  ou  q.u*  on  Fen  retranche  on  aura  ces 
deux-ci 

( v  d .  u*  ■+>  h  d  %  v*  y 

2  di*  * 

—  2  (A  4-  B)  [{u  -+-  V  )3  —  /2  ( u  -H  v )  ] 

=  lC  (u  v)*  -*•  («+  v)‘  +  l£ 

& 

{  v  d .  u'  -  u  d.  id  y 
2  dt 1 

—  2  [(«-  r)J  — /l  <«-v)] 


*93 


S=  1  C  (  u  —  v  )4  -+"  lZ)  («  -  u)z  -H  1  E 
d’  ou  en  taifant  pour  plus  de  (implicite 
u  -+-  v  =  p 
u  —  v  =  q 
A  -h  B  =  M 
A  -  B  =  N 

on  tire 


(G). 


< H ) 


=  v'  ( Cp*+MP >  ■+■  Z>p*  -f-  Mflp  -+■£) 

& 

L^-?  =  ✓  (Cq*  -H  iVj>  H-  'Df  —Nfq  +  E) 

&  par  conlequent 


^  C//*  i-  -t-  Dp*  —  jWfp  +  E 

_ £f_ _ _ _ 

V  Cq 4  -I-  Nq'  ■+■  Dtp  —  Nf‘q  -t-  E 


fi1  ”  ?* 

enfuite  on  aura  k  caufe  de  u  v  = - 5 

4 

ir-n- 


dt  = 


4  V  -+■  Af/?*  •+-  Dp*  —  A//1/?  -h  E 
c’  eft-a-dire  en  mettant  pour 

t*P_ _ 


fa  valeur  en  q 


dt 


V  (  Cp*  h-  Ai/>J  Dy^  —  Mf*p  +  E  ) 

_  fdq 

v  (Cq*  - i -  jfSty1  Dr/*  —  jV/>:,y  E  )  7 

_ _ f*P _ _ , 

4  v  ^C/>4  r-  Mpi  v  —  A?/1/3  -*-  E) 

« - nl/J 


4  v  (,  Cq*  ■+■  J Vj?  -t-  Dtp  —  A/  'q  -  E  ) 
Mifc.  Taur.  Tom.  IV.  b  b 
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Ainfi  on  a  deux  £quations  datis  lesquelles  les  indeter- 
minees  font  feparees  ,  &  qui  ferviront  a  determiner  pe  nq, 
&  t  en  p  &  q ,  c’eli-a-dire  u  en  v  7  ik  t  en  u  tk  v* 

I  V. 


Les  equations  ( H')  &  (/)  que  nous  venons  de  trou- 
ver  ant  egalement  lieu  foit  que  le  corps  fe  meuve  dans 
un  plan  fixe  paffant  par  les  deux  centres  des  forces, 
comme  M.  Euler  le  fuppofe  dans  fa  fblution ,  foit  qu’  ii 
decrive  une  courbe  quelconque  &  double  courburej  mais 
dans  ce  derniet  cas  ,  il  ne  fuffit  pas  de  connoitre  a  cha- 
que  inflant  les  diflances  du  corps  aux  deux  centres  5  il 
faut  de  plus  connoitre  i’  angle  que  le  corps  deerit  autour 
de  la  ligne  qui  joint  ces  memes  centres. 

Or  fi  on  imagine  que  A  &  B  ( fig .  /.  )  foient  les 
deux  centres  des  forces  ,  &  que  C  foit  le  lien  du  corps 
enforte  que  l’on  ait  A  B  =  f,  A  C  ==  u9  &  B  C  =  v j 
&  qu’ayant  mene  la  perpendiculaire  C  D ,  on  nomme  CD, 
r ,  AD,  s ,  &  1’angle  que  le  corps  C  parcourt  autour 
de  A  B ,  (p  ,  il  efl  clair  qu’on  aura  pour  le  petit  arc 
que  le  corps  deerit  dans  le  tems  dt  v'  dr'  +  df*  *+•  r'  dpx ; 
defbrte  quon  aura  dr*  -4-  ds3,  -+«  rV<p*  =  d*3,  -+-  dy * 
•4“  df  >  &  par  confequent  rzdq>z  =  Jy1 

—  dr*  —  df  3  . 

Or  en  confiderant  le  triangle  ABC,  il  efl  facile  de 


trouver  que  s 
d’ou 


_u'  -v'  ■+•  p  Q  _  V  (4/'*«*  -  ( u*-v*  •+•/*)’) 

—  a/  ,&r 


*9J 

f  i  f'adu  -  (»*  t  u*  ■*-  /“*)  (uda  -  twKy)  ]* 

**■  '  f  (4/V  -  {«•  -  -/*)*.)  ' 

=  (  en  reduifant  au  meine  denominateur,  &  enagant  ce 
qui  fe  detruit.) 

v%  (  d  .t?  )a  •+-»*(  ^ .  -u*  )*  -  («*.*.  v%  ~  f*  }  d,#*  d  .v* 

4/*«*  -  («»  -  v\+py 

Donc  fubllituant  ces  valeurs  dans  1’  dquation  precedente, 
&  multipliant  par  4  fzu*  —  ( u%  —  v*  -+-  fz  )a  on  aura 

(4fy  -  o»  -  -*-/* )* y  v  _ 

4/1  ~ 

[  4/V  —  (  w*  —  v1  -h  /*  )l  3  (</#*  •+*  dy*  *4- 

»-*  (  .  a*  )*  —  ul  (  d  .  v*  ■+-  (  «*  -+•  v*  —/*  )  d  .  u*  d  .  v*  . 

Qu’on  mette  au  lieu  de  dx *  -f-  dyz  -4-  ,  de  </ .  «* 

d.vz,  &  de  v2  (d.  v2)2  -H  (d.vz)z  leurs  valeurs 
tir^es  des  dquations  (i?),  (  ■£  )  &  (£),  &  1’ on  aura 
en  divifant  par  dt1 
(  4/*«’  -  («’  -  v'  *  f'Y )  dY 


4  f*dt* 

C4/V-(a*-v*+/»)*)(4C 

-  4  ^  (  u3  4-  3  z/y*  -  f*u  )  -  4  5  (  V5  -4-  3  Vtf1  -*/V) 

—  4  C  (  a4  -h  v4  -+-  6  u  V  )  -  4!?  («l  +  V*) 

4  £  -4-  1  (  -4-  ya  -  /4  )  [  ^3  k  -+•  ^ 

h-  ,5  (,v  +  4C(^  +  v*  )  -+-  2  2>  ] 

«=  (  en  reduifant  &  otant  ce  qui  fe  detruit )  — »  4  (CA 
«+*  Z>/*  h-  £ ) . 

Donc  fi  on  fait  pour  abreger 
K*  =  —  C/4  —  Z>/3  —  £ 

on  aura  en  extrayant  la  racine  quarree ,  &  multipliant 
if 

par  - - 


4/*«’-  (u'-vz  +  f%¥y 

dp _ 4  fK _ 

dt  4 /V-(X-**  -t-/’)3 


-  -  -  <*> 
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Suppofons  maintenant  comme  nous  avons  fait  ci-deffus 
u  4-  v  =  /> ,  u  ~  v  =  q ,  c^eft-a-dire  a  -=  —  & 

_  >-?  o. 

v  =  — - — ,  <x  nous  aurons 
^ _ 4fX 


dt  P  O  q)%  -  (/7  *■  Z*  )* 

—  4/K 


(z  -z*)  (<r 

(  i _ 

Vz-r 


Z-?1  .  . 

Mais  on  a  par  i’  art.  iiju 
4  dt 


P) 

7=r)’ 


Z  -  q'  V  (  Cp*  A?Z  •+■  Dp'  -  M/>  *-  £) 


v'  (  C  <?4  -+•  N  D  -  ]V  /Y  h-  E  ) 

donc  on  aura  enfiu 

r.  = _ f^j£ _ 

9  (Z  -  p)  ^  (  Cf  +  MpJ  +  dp'-  Mpp  +  E) 

fK.  dq 

(f  -/*)  ✓  (Cf  +  WJ'  t-  D  q' -  H  f'q +TT)'  •  • 
ce  qui  donnera  <p  en  /? ,  &  qy  c’eft;a  dire  en  n  &  y 
Ainfi  Ia  folution  du  Probleme  eft  reduite  maintenant  a 
1’  integration  de  trois  equations  differentieiles  dans  lefcquel- 
les  les  iudeterminees  font  toutes  feparees* 

Au  refte  T  equation  (  K  )  donne  ~  =  ~  ou  bien 

/  /rV®  .  ^ 

dt  =  — ^  ;  ce  qui  montre  que  le  corps  deerit  au- 

tour  de  la  ligne  B  A  ,  c'  eft-a-dire  dans  un  plan  perpen- 
dicuiaire  a  certe  ligne  des  aires  proportionelies  au  tems. 


V. 
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A  P  £gard  des  conflantes  C ,  D  ,  E ,  elles  Pont  entie- 
rement  arbitraires  ,  &  ne  dependent  que  de  P  etat  initial 
du  corps.  Pour  les  determiner  fuppofons  que  quand 

,  du  dv  0 

t  r=  o  on  ait  u  =  g  y  v  =  h ,  —  =  tfz  ,  —  =  « ,  <x 


j? ,  &  les  equations  (  2? ) ,  (  E )  & 


V/  +  dy'  •*-  dz ;* 

S  ' 

(.F)  donneront 

2^4  iB  _  ^ 

1  g  h  4  5 

/  b'-f*\ 

2^/72»  —  ■/?  ^  - -  y 

B  (3  A  +  €^)  =  4  C  (g2  -4-  A* )  H-  i  D, 

g*hz  (mz  -h  /i‘)  —  A  (g>  -H  3  gA2  —  /2g) 

—  B  ( A’  -+-  3  Ag2  -  /2A)  = 

C  (g4  -+■  A4  -h  6g2A2)  -4-  i?  (g2  •+•  A2)  -+-  £  > 
d’  oii  P  on  tire 

C  —  L  —  A  _  JL 

4  a  £  x 

D  =  ghmn-  <X^4L£ 


-  (g2  -  A2  -/2)  -  ~  (A2-g2-/2), 

£  =  g2A2  ( m2  -+-  «2  )  —  gA  (g2 .  H-  A2)  ra® 

-  a*)2  >*  ^  /•■  (g*  -  m  _  Jl\ . 

4  i  V  g  'A  / 

&  comme  £T2  =  —  C/4  -  £>/2  -  £  on  auia 

Rl  =  ~  [  4/r  -  (g*  -  A2  +/2)2] 

g2A2  (ct2  -j-  /i2)  ■+■  gA  (g2  -i-  A2  ~/2)  ««• 
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Si  au  lieu  de  la  vitefle  f  oti  veut  mtroduire  ta  vitefTe 
que  le  corps  a  pour  tourner  autour  de  la  ligne  des  eentres  , 
on  nommera  cerre  vitefle  /,  &  i*  equation  (iC)dannera 
/  _ _ 4f& _ 

,  4 /v  -  <*■  -*>'  +  rv 

d  ou  1  on  aura 


ii:*  —  (4/v-  y  i' 


donc 


1 6  /• 


i*  =  (4/v  -  ua  -  ro1)  /» 

4  4/'* 

(***  (g*  ~  f*}  m* 

.  >  4/Y  -  ( g  -  b'  +  f*  y  ’ 

amli  ii  n’y  aura  qu’ a  fubfiituer  cette  valeur  dans  celles 
des  quanrites  C* ,  Z> ,  £  ,  que  nous  avons  trouvees  plus 
hauto 


V  I. 

La  folutiou  du  Probi£me  eft  donc  reduite  a  I’  int^ra. 
tion  des  trois  equarions  ( H )  (/)  &  (Z).  Or  comme 
les  indeterminees  font  feparees  dans  ces  equations ,  il  e$ 
clair  qu’  il  n*  y  aura  qu’  a  integrer  cbaque  membre  comme 
une  differentieiie  particuli&re  qui  ne  contient  qu’une  va- 
riable  j  mais  en  examinant  ces  differentielles  on  reeonnoi- 
tra  bienrdt ,  qu’  elles  dependent  en  general  de  la  re&ifi* 
cauon  des  fe&ions  coniques  &  peut-etre  autfi  de  la  qua- 
drarure  de  quelque  courbe  du  troifieme  ordre ;  deforte 
qu’il  eft  impoffible  d’  arriver  par  ce  moyen  a  des  equa- 
tions  integra  les  &  finies.  Cependant  fi  on  fuppofe  B  ,  ou 
A  =  °  ,  ce  qui  rend  N  ==  -+-  M ,  il  eft  certain  que 
le  Probi£tne  ne  dependra  que  de  la  quadrature  du  cercie, 
ou  de  1*  hyperbole  *  car  alors  on  aura  le  cas  d’  un  corps 
qui  fe  meut  en  vertu  d’  une  feuie  force  ten dante  ver$  un 
centre. 


Comme  le  developpemem  de  ce  cas  renferme  des  difi 
cuffions  delicates  dont  1’analyfe  pourra  tirer  quelque  fruit , 
\e  crois  devoir  1’  examiner  un  peu  en  detail. 

y  1 1. 

Suppofons  cPabord  B  =  o  &  Ies  6quationsdu  Problg- 
me  deviendront  9  en  mettant  A  a  la  piace  de  M&C  de  iV, 


V  (  Cf  ■*-  Af  ■*-  Qf  -  A  f*p  E  ) 

__  _ ; _ _ 

v'  (Cf  +  Af  +  Df-Api  +  E.) 

_ 

4  v1  (^*  Af  Dp*  -  A  f*p  •+•  E ) 

_ <tdj _ _ 

4  V  iCf+At  +  Df-  Af*q+-  E) 

f*dp 


( M ) 


i  m 


dqj 


~  P)  v'  (Cp*  •+■  Ap'  J>jP'  -  App  +  E) 

- - - L^Jl - ( o) 

(  f -D  y/ {C<r  A<1'  +  Dq'-A  pq  +  Ey 
Or  fi  on  reprend  Tequation  ( C )  de  FArr.  ii.  &  qu’on 
y  fuppofe  B  ==  o  on  aura 

~£--=*4C  •  •  :  '*  ;  (/>) 

%dt%  u  ^ 

laquelle  dtant  multiplice  par  cL.  ul  &  enfuite  integree, 
donne  en  ajoutant  Ia  conflante  H 

«2)-“  {~F-i.Au  =  4Cu'*.H 

d’  ou  F  on  tire 

<J2)  --  =  ✓  ( H+*Au  +  4^) 

0r  i4-  =  2*  a  "JdLH  ^doncmet. 

i  df  di  %  at 
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tanr  au  lieu  de  &  ~  leurs  valeurs  tirees  des  equa- 
tions  (  G  )  on  aura  ,  a  caufe  de  u  =  — -  y  = 

&  de  M  =  iV  —  j  ? 

($)  "  -  (/>-?)  V'  (C  (p-hqY  A  (p^q)^H) 
=  \/  (  C p4  H-  ^  -+-  Z>^  -  ^/>  £) 

•4-  V  (C  q+  ~h  A  q3  -4-  Z>  f  -+-  £)  ^  ' 

Ceft  1’integrale  de  f  equation  (M)  ,  dans  laquelle  H 
eft  une  nouvelle  coni  lirante. 

De  pius  1’  equation  (  P  )  donnera 

‘j  ’ _  uda  ^ 

1  ~  'J  (.  H  *.  iAa+  4  C  «’  ) 

de  forte  quon  aura  t  en  z/  par  ies  logariflmies  ou  par  Ies 
ares  circulaires  $  &  cette  vaieur  de  t  donnera  ,  (  en  met- 

tant  ”■  -  a  la  place  de  u  )  1’  integrale  du  fecond  mem- 

bre  de  i’ equation  (  jV)  . 


VIII. 


Pour  trouver  maintenant  T  integrale  de  i  equation  (O) 
je  reprends  1’  equation  (  K  )  ■&  faifant 
-  v'  +  f* 

.  2~  -  * 

^  x  i  Kdt 

I  ai  “IT  =  "7 — ; - tt»  d  ou  a<p  =  - — , 

dt  fXu':  -y’);-  /(«a  -  /*). 

Or  en  retranchant  Tequation  (  0  )  de  I'  equation  (C) 
$c  mettant  i  f  s  au  heu  de  u 1  v*  -+»  / 1  on  a  *  a  caufe 
,  «  *S  As 

de  £  =  o  ,  —  =  o 

Soit  *  =  ,  &  i’on  aura 

zd*«  -+-  2  dzdu^  -t-  udz 3 

- 7T - -t-  —  =  O  . 

dt*  u% 


Mais  Tequatioti  (P)  donne  ■ 

u'du* 
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„  A 
4  C  -+-  — — * 

n 


&  F  equation  (  Q )  donne 
deforte  qu’  on  aura 


di' 


d-fi 

~d? 


ttcfrti  -fc.  4uy 
r~d?  ’ 


=  //-+-  2  u  -+-  4  C  uz } 
?  donc  fublU- 


tuant  cette  valeur  dans  1’  equation  procedente  elle  devien- 
dra  celle-ci  - — - —  =  o  laquelle  etant 

multipliee  par  %  &c  enfuite  integree  donne 

U*dz*  T  1»  x  \y  .  dt  dz 

( T ) - -J~r-  —H{z  =Z  dou  lon  ure  -  = 


Kdz 


V  (L-f.  Hz*')’ 
Kdt 
fu'  (i  -  z')  ’ 


dt' 

mais  a  caufe  de  j 

dont  on  aura  d<p  =  f{l  _  Z,)V  ~HZ~)  ’ 

Pour  mettre  cette  equation  fous  une  forme  plus  (imple 
ie  fais  {  =  vrh-~)  «  qui  me  donne  ^=(-—rpi> 

1  *  i  -nr*  ’  v  O  1  +  r  ) 

&  par  confequent 

4  “  fVTi^jrTH >*  5  ;  ‘  '  (£° 

d’  ou  il  eft  aiie  de  trouver  la  valeur  de  <p  en  r ;  apres 
quoi  il  n’  y  aura  plus  qu’  a  fubftituer  pour  r  (a  valeur 

t  ,  .  u'  -  V*  -+•  f' 

tiree  de  1  equation  — ~  —  ' 


=  ui 


'  v  (i 


4-  r») 

-  v'  +.  f 


,  laquelle  eft 


v  (  4 /V  -  ( «*  -  -4-  )a ) 

Lj^JL  v  —=  t — £  ce  qui  donnera 

X  2  4 

Mifc.  Zawr,  Jcwz.  IK»  c  c 


,  &  faifant  enfuite 
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r  ~  v  [  c  r  -  ?'  )  r?~  dI  ’ 011  aura  p  int^rale  cIier‘ 

ch£e  de  1*  dquation  (  0 ) . 


Nous  avons  vu  que  Ia  conftanfe  H  eft  entierement  ar- 
bitraire  j  mais  ii  n’  en  eft  pas  de  meme  de  la  conftante 
L  i  en  effet  fi  on  reprend  1*  equation  (  T )  ,  &  qu’  on  y 
fubftitue  pour  u  &  pour  ^  leurs  valeurs  en  p  ,  &  q  ,  les- 

quelles  font  «  =  t-±JL  y  =  ^  on  aura  en 

r  r  1  n?  +  i) 

multipliant  par  i6/a 

C  (/>■  -p)  dg  +  (f  -p)  dpy  _ 

— ( f  ^  H  =  ,6  L. 

O  +f) 

C’  eft-a-dire 

(/>•  -  /*)•  ^  i-  (?*  -  D  dP'  ±jj£_z  C1  ilzfl}  dptiq 

dt' 

\6  H(j>q  -  /•■)*  _  fx  , 

.(/>  +  ?)*  '  ‘ 

Mais  2  (Ipdq  =■  (dp  -h  dq)z  —  Jp1  —  r=  4  -«• 

dpz  —  dqz  ,  donc  on  aura 

-  n  (  -,/»)  -  (f  -f»)  40 

di* 

■  4  Oa  - /*)  (<f -/O  ^ 


[6  /*  Z  . 


'*J*Jj*  -  rj  =  l6  r  L 
{p  *  <1)  J 

Subftituons  maintenant  au  lieu  de 


du%  dp*  dq* 


leurs  va~ 


vJUUUHUVIJJ  uiuimvi IUM*.  WM.  **vu  ut  :  .«  7—  .  - —  ituia  vo* 

dt *  *  dt  1  at' 

leurs  refultantes  des  equations  (Q)  &  (G)  c’ eft-a-dire 


f4u*  Jrl+zAu  +  4  Cu*  .  .  %  r  j 

=3  - - ,  ou  bien  a  caufe  de  u  = 

4?  ux 

t  *J  ,  ~  =  A  ( _ — _ h  -4-  4C') 

2  dt'  4  \  O  •+•  7  )’  P  •+•  <1  ) 

d£_  _  1 6  (Cp>  ■+■  Ap'  ->■  D£  -  y4/>  •»  E) 

d,'  ~  (?*-?*)* 

=  i6(Cf*.A?  +  Pf-Ari+mE2  &  nous 

^  ir-?y 

aurons  1*  equation  -T^- — [  ( /?*  - /* )  (C -4-  Aq*  -+-  Df—« 
Af'q  ■+■  E)  —  (f  -/*)  (C^4  -4-  ■+■  DP'h~ 

Afy  -f  E )  ]  -4-  ,6  (/>*  -  f1 )  ( ?'  -  /l  >  ( (TTTy 

i  A  „\  16  H  (p  q  f*y  _  fz  r 

p  -*•  q  /  (i*  -*■  ,  „ 

laquelle  fe  reduit ,  en  effa^ant  ce  qui  le  detruit ,  a  celle-ci 

C/4  H-  Dfz  E  r~  f  *  H  =  f*  L 

Or  nous  avons  fuppofe  plus  haut  (  Art.  IV )  K 
— -  Z/4  -  D  fz  -E  5  donc  on  aura  —  Kl  *-  /2  H  = 

K*  -+■  /*  H 

yz  Z  &  par  confequent  Z  =  —  - y.- - • 

Cette  valeur  de  Z  etant  fubftituee  dans  Tequation  (F) 

on  aura  </<p  ^  ^  -pH  -IFF)  ou  bien  en  divifant 

le  haut ,  &  Ie  bas  de  la  fra&ion  par  K 

^  “  vjp^hnrz;-) 

'  =  /  nr-rnt-rii ’  ',0"c  “  00 f,i‘  po“ 

plus  de  (implicite 

P  =  ✓  (t  +  /21")  x _ enfoter 


c  c  Z 


*c>4' 

i»  ;•  4/  /  k*  +  pH  \ 

que  r  pn-  git  r  ff»*  f  v  (  s  *  — —  J  ,  on  aura 

^  <p  5=  y--^ " ,  &  par  coniequerjt  <p  *=  arc.fin.  p 
G  etant  une  conflante  arbitraire, 

X. 

On  auroir  pu  aufll  tirer  1’  integrale  de  1’  equation  ( M) 
de  1’ equation  (T);  car  en  extrayant  la  racine  quarree 

on  aura  ==  V  ( L  -+-  #{*  )  i  mais  ?  =  — —  & 

dt  \  f(f>+q) 

U  —  -Lil ;  donc  «*</{»  4  [  (/>2  -/2)  -  (?2  ~/2)  <^]i 

donc  fubftituant  cette  valeur  &  mettant  enfuite  a  la  place 

des  qiiantites  ~  ,  &  leurs  valeurs  tirees  des  equa- 

tions  (G)  on  aura 

i6(pz  -  /2)  V  <$f  H-  Af-i-Df  ~  4-  £) 

4-  1 6  (  qz  —  ^  {Cp+  H~  ^3  H-  Dpz—  Afzp-*- E) 

=?=  <?*  -  ?2 )  v'  (  Z  -+-  )  °u  l’on  fe  fott. 

viendra  que  L  =  C/4  -4-  Z?/1  -4-  £  —  fzH. 

Si  Fon  compare  certe  equation  a  Fequation  (  S )  trou- 
vee  ci-delTus  on  verra  qu’elles  s’  accordent  parfaitement  9 
pe  qui  peut  lervir  a  confirmer  la  bonte  de  nos  calcujs. 

X  I. 

Suppofant  toujours  B  p=  ©  enforte  que  Forbite  du  corps 
foit  (  comme  F  on  fait )  une  feftion  conique  dont  F  un 
des  foyers  tombe  dans  Ie  centre  A ,  on  pourra  placer 
F  autre  centre  B  partout  ou  Fon  vQudra.  Prenons  ce  cen¬ 
tre  dans  le  point  d’  oii  Fon  fuppofe  que  Ie  corps  efl  parti, 


_r*n  n 


&  1’on  aura  dans  !es  formides  de  1’  Ari.  V.  B  =  o,  h 
ss  o  ,  &  g  —  fi  &  par  ccmftquenr 

c  =  -  —  4 

4 

z 

_  f‘i'  pA 

E  — - 1-  — — - 

4  *  ^ 

ou  bien  &  caufe  de  i1  =  4  C  -t~  ~jr 

D  =  —  1  C/*  —  Af 
E  =  Cf*  ■+■  Af' 

Donc  on  aura  en  fabftituani 
Cp4  -H  A  p’  -+■  Dpz  —  Afy  -t -  E  = 

Cp 4  -+-  Ap'  —  2  C/2/  —  Afp*  —  Afy  -+-  C/4  Hh  /?/■ 
C(p2  -  f‘Y  ■+-  A  </>2  -/2)  (p  -/) 

(p  -/)*  [  C(p  +  /)•■+-  /4  (p  +  /)  ] 
de  me  me 

f  A.tf  +  D  f  —  A  f*q  +*  E  = 

(J  -/)![C  (?  -+•  /)*  A  (q  ■+■  f)  1 

Deforte  que  les  equations  (M)?&(iV)de  V Art,  VII . 
deviendront 

■ _ _ -  d<l _ . _ - 


(p-f) v  c ip+fy  +  A(p+f)  (q-f)vCtq  +fy A {q+f) 

v*p  _  _ _  <yd(i _ 

dt~~  Aip-f)V  c  {p+fJ+A  (p+f)  ~  4  (tf)V  C(q+fy+A{q+f) 

multiplions  la  premiere  par  —  &  ajoutons-la  a  la 

4 

(eeonde  on  aura 

_ (p2  -7*)  4» _ 

*  4  (p  -  fyy c  (p  •+  fy  •+■  ^  (?■+■/) 

_ 


~  4  (?  -  /)  k  C  (f  +  fy  +A  (q  +  f) 
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c’eft-a-dire 


_ (p  ±  /)  jp  _ 

4  ✓  C  (p  -t-'  fy  -H  A  (f-t-/) 

_  (qi-f)dp 


4*  c  (9  +fy  -4-  a  (?  +  j) 

donc  fi  on  fait  pour  plus  de  fimplicite 

r  =  t  -  L  — 

2  2 

__  p  -4-  /*  _  U  -  V  f 

2  '  X 


on  aura 


</r 


V  4  C  rz  •**  i  A  r  y/  4  Csx  +  i  As 
Or  lorique  *  s=  o  on  a  ( Ayjp.  )  v  ==  o  donc  r  s=s  *  5 
ainfi  il  ne  faudra  point  de  conflante  dans  1*  int^gration  y 

Tdr 

pourvu  que  les  integrales  des  deux  formules  y-c-  -  .  » 

v  4Cr*+  i  Jr 


&  - — -  foient  prifes  de  la  merae  maniere. 

Cette  expreffion  du  tems  t  efl  remarquable  en  ce  qu’ 
elle  ne  contient  qu’une  feule  conflante  C  dependante  de 
la  nature  de  la  fe&ion  conique  j  au  lieu  que  les  expre£ 
£ons  ordinaires  en  contiennent  neceflairement  deux.  Pour 
voir  ce  que  c’  efl  que  cette  conflante  C  il  n’  y  a  qu’  a 
coniiderer  1’  equation  (  T )  de  FArc.  VIL  dans  Iaquelle  , 
u  etant  le  rayon  ve&eur,  il  efl  clair  que  les  apfkles  de  T  or¬ 
bite  feront  aux  points  ou  —  =  o  c^fl-a-dire  ou  H  -+• 


i  Au  -*«■  4  =  o  y  d’  ou  iis’  enfuit  que  fi  on  nom¬ 

ine  u  ,  &  u  les  valeurs  de  u  tirees  de  cette  equation  on 
aura  u'  u'  pour  le  grand  axe,  Se  u  ~  u"  pour  i’ ex- 
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centrieit^  $  mais  fans  refoudre  i’  6quation  on  fait  que  — 

—  =  ii  Hh  u  -9  donc  fi  on  nomme  a  le  grand  axe  de 

4°  A 

1’  orbite  on  aura  —  -^-g  =  a ,  &  par  confequent  C  = 
A 

—  —  ,  deforte  que  P  on  aura 


it  V  2  A  = 


rdr 


V  r  -  rz  V  s  ~  s* 


a  a 

Donc  fi  B  C  eft  une  portion  quelconque  de  la  fe&ion 
conique  decrite  par  le  corps  autour  du  foyer  A ,  le  tems 
employe  a  parcourir  Pare  B  C  fera  donnd  par  la  fomme 
des  deux  rayons  vefteurs  A  B  &  AC ,  par  la  corde  B  C 
&  par  le  grand  axe  de  la  le£Hon  i  car  faifant  A  B 
A  C  s=  v ,  on  aura  B  C  =  vf  donc 
AB  ■+•  AC  B  C 
r  « - - - 

ab  +  AC  -  BC 

s  = - - - 

&  le  tems  cherche  fera  exprime  par 
frd  r _ fsds 

V  r  —  rz  V  s  —  sz 


a 


a 


%  V  A 

Au  refte  ce  theoreme  a  deja  dte  d£montre  fintdtique- 
ment  par  M.  Lambert  dans  fon  traite  fur  les  orbites  des 
cometes. 


X  I  I, 


Comme  la  difHculte  de  f  mtegratibn  des  equa tlons(If)T 
( /)  &  (  L )  qui  renferment  la  fblution  du  probleme  ge* 
neral  ne  vient  que  des  radica ux  v^(Cp4  h-  M  p1  D  pz 
—  Mfzp  (C  •+■  N '  f  -+-  D  qz  —  N fzq  -+•£), 

fuppolons  que  les  conflantes  C\  D ,  &  E  dependantes  de 
T  impulfion  primitive  du  corps  foient  telles  que  les  quati- 
tites  Cp4  -+-  Mp 3  -4-  D  pz  —  Mlfz  p  -4-  E  '&  C  q*  -h 
iV  93  -h  Z)  ^  —  N fz  q  E  contiennent  chacune  un 
fa&eur  quarre  j  &  il  efl  clair  que  les  radicaux  dout  il  sragit 
ie  reduiront  a  cette  forme 
(p  -  ee )  V  (Cpz  -4-  8p  -h  y)  & 

(  q  “  ^  ^  {  C  qz  A4  P  “+-  v  ) 

deferte  que  les  equations  du  Probleme  ne  dependront  plus 
que  de  la  quadrature  du  cercie  ,  ou  de  1’  hyperbole. 

Pour  cela  je  fdis  p  —  *  =  x  ,  &  je  fubflitue  dans  la 

quantite  C  p4  4-  M  p3  -4-  D  pz  —  M  fz  p  -+•  E  x  -h  * 

au  lieu  de  p,  f  ai  en  ordonnant  les  termes  par  rapport  a  x 
Cx4  +  (  4  C  et  4-  M)  X3  -4-  (  6  Cet1  ~h  3  M  et  -4-  Z>  ) 

(4  C*3  3  M*2  -4-  1  Det  —  Mjz )  x  C<t* 

-4-  M et3  -+-  ct2  —  M/2et  -MZ. 

Or  afin  que  cette  quantite  contiertne  le  fa&eur#2  il 
faut  neceflairement  que  les  deux  demiers  termes  evanouif- 
fent  j  ainfi  on  aura  les  deux  equations 
,  y  v  f  C  et*  -4-  M  a3  -4-  D  «c2  —  M/2  oe  -4-  E  =  o 

l  4  C<t3  -H  3  M  *2  -H  1  D  ct  —  Mfz  =  o 
par  le  moyen  delquelles  dn  determinera  tant  la  quantite 
rt ,  que  la  relation  qui  dok  avoir  lieu  entre  les  conflantes 
C  9  ?  E . 

De  cette  maniere  la  quantite  dont  ii  s’agit  deviendra 
Xx  (  C  X2  -+■•  (4  C  et  H-  M )  X  H~  6  C  ct2  -4-  3  M  et  -4-  Z))  9 

ou  b;en  en  remettant  pour  p  -  ct  (p  -  c c)2  (Cp2  -h 

(iCcen-.MJp-HjCc^-fa.Mct  -4*  Z?  )  $  d  dor  te 
qu’  on  aura  /3  = 


ff  esi'  z  C  ct  4*  M  y  Sc  y  =3  3  Ctt?  4-  iMct  +Z), 

On  Crouvera  de  la  mtoe  maniere  les  deux  Aquatioris  en  \ 
CW  h-  4~  DX>  4-  £  =  o  \  ATA 

4  V  4-  3  X*4  4-  z  D\  —  Nfz  =  o  /;  ’  ^Wj 
&  enfuite 

/&  =  a  -F*  A%  &  9  =2  3  C\2  4-  2  NK  4-  Z)  . 


xi  ii; 


Eu  faifant  p  -  ot'  ==  x  ,  &  fuppofant  que  les  deux  equa- 
tions  (V)  aient  iieu  en  m£me  tems  on  aura- 


Vf  (  C  />4  -+■  Mp*  D  p%  -  A/  / */>  -+■  £  ) 

d  x 


—  xW  {Cx'  ■+■  (  4C*  +M)^  +  6C«1  +'342,  +  D) 
fuppofons  x  infiniment  petit  &  le  fecond  nombre  de  cette 

equation  deviendra  — —  •  •  — -- - —  dont  P  ia- 

^  AfV(6C«a-t-3M<#-4-D) 

I  A? 

tegrale  efl  -  ■■■■  ■  - - —.-j - —  \  Xetant  une  con- 

b  V  {6  C  <P  +  M « +D)  X 

ftante  indeterminee. 

Gr  fi  on  fait  ( ce  qui  efl  permis )  X  =  o  ,  &  qu’on 

fuppofe  auffi  x  —  o  ,  la  quantite  ~  deviendra  ~  c’ efl-a- 

dire  indeterminee  $  d’ou  ii  5’enfuit  qu’en  faifant  p  =  a, 

la  valeur  de / — — - -  — — - —  reftera 

J  V  (  C/4  Mp3  -k  Dp*  -  Mfy  -*-  £ ) 

indeterminee,  &  qu’ ainfi  f  equation  (H)  aura  toujours 
Jieu  quelie  que  foit^  d’ ailleurs  la  valeur  de  q : 

Donc  lorfque  les  conflantes  C ,  D ,  E  font  telles  que 
Jes  deux  equations  (K)  aient  lieu  en  merne  tems,  on 
pourra  fuppofer  p  ===  et,  les  deux  autres  equations  du' 
probleme  feront 


Mifc,  Taur,  Tom ,  IV 


Ap'““  (/*.-  «■)  (7  -/• )  v  ( c  ?  Dr- W5  h-  E) 

Oi  puifque  p  =  a  -+-  v  ,  ii  elt  vifible  que  la  courbe 
decrite  par  le:  carps  -fera,  une  ellipfe  mobile  autour  de 
fon  grand  arxe  ,  &  dont  les  foyers  tomberont  dans  les 
deux  centres  des  forces. 

On  prouvera  de  la  meme  maniere  que  fi  les  equa- 
tioqs  (~W-)  ont  lieu  ,  &  qu’on  fafte  q  =  X  1’  equatiou 
H  aura  lieu  quelte  que  foit  la  valeur  de  p  ,  &  que  les 
deux  autres  equations  du  probleme  deviendront 

i.  = 

4  V  (  Cp  Mp'  +  D/>’  -  Mpp  ■+*  E  ) 

* _ _ 

*  ( /r-  s  )  C  f  -p  )V(Cp*+  Mp‘  +  Dp>-  Mpp  -f-  E  ) •’ 

Et  comme  q  =  u  —  v  on  voit  que  la  courbe  ne  fera 
autre  chofe  qu’une  hyperbole  mobile  autour  de  fon  axe, 
&  ayant  fes  deux  foyers  dans  les  centres  Hiemes  des 
forces. 

'X  I  V. 

Si  l’un  des  centres  des  forces  s’  eloignoit  a  i’  infiili , 
alors  la  force  tendente  a  ce  centre  infiniment  diftant  de- 
yiendroit  uniforme ,  &  agiroit  fuivant  des  lignes  parallel- 
lesj  ainfi  Fon  auroit  le  cas  d’un  corps  attire  vers  un  cen¬ 
tre  fixe  par  une  force  reciproquement  proportionelle  aux 
quarres  des  diftances ,  &  poufie  en  meme  tems  par  une 
force  de  valeur  St  de  dire6tion  conflantes. 

Pour  appliquer  nos  formules  a  ce  cas  ii  elt  vifible  qu’il 
n’y  a  qu’  a  faire  /  =  oo  >  Sz  enfuite  v  =  09  fi  c’eft 
le  centre  B  qui  s’  eloigne  a  1’  infini ,  ou  bien  u  =  09 
fi  c’ etoit  le  centre  A  qui  fut  infiniment  diflanr. 


>M 

§oit  dbnc  'f  ~  oo  &c  v  zzz  oo?  &  foit  j  ?a  diffi* 
rexice  de  ces  deux  quantitas  enforte  que  v ’  ==  /  —*  f  ? 
il  efl  clair  qu’en  fuppofant  que  A  (fig*  j#)  Toit  le  cen# 
tre  des  forces  Af  AB  Ia  ligne  Juivans  laquelte  agiffent 
les  forces  conflantes,  &  paralelles ,  C  le  lieu  du  corps 
dans  un  inflant  quelconque ,  &  C  B  tine  perpendiculairS 
abaifltee  du  point  C  fur  Ia  ligne  AB,  on  aura  A  C  =  uf 
&  /4  D  =s  j  j  deforte  que  les  ^quations  en  u  devrotft 
fe  changer  en  d’autres  equations  en-  u  &  £  . 

Soit  A  =  ii t  g1  fkB  &  h1  enforte  que  i  &  i  /3 
foient  les  forces  qui  agiffentf  fur  le  corps  au  commence- 
ment  de  fon  mouvement ,  la  premiere  de  ces  forces  etant 
dirigee  vers  le  centre  A ,  &  Ia  feconde  parallellement  k 
la  ligne  A  B  ;  les  conflantes  C ,  D ,  E  d£terroinees 
dans  VArt .  V.  deviendront 

-  -  *g  -  0* 

X>  =  ghntn  —  ^  —  a  g  {g1  -  h*  - /*  ) 

—  0 h  (A*  -  -  /*) 

£  z=>  g2  h2  (  m2  ■+•  na)  —  £  k  ( g a  -4 -  A*  )  m  n 

+  i£jJZL jl  +  f  (*g-nhy< 

Or  puifque  h  efl  la  valeur  dev  au  premier  inflant  j  fl 
on  fuppofe  que  Z  foit  alors  la  valeur  de  £  ,  on  aura  A 
=  y  —  Z ,  &  les  expreflions  precedentes  deviendront  eis 
ordonnant  les  termes  par  rapport  a  /, 

c  =  y  y/ 
z>  =  i  +  v/  +  r  f  * 

E  =  *  +  *f  +  i"f*  +  ff*  +  fw/4 

oii  1’  on  aura 

*  =  t +  /3:  Z 

y  ==  —  $ 


d  d  * 


*  _  _  it*  z*)  i* 

0  SSZ  rnmm  g  £  m  n  '  .... - - 

—  (.*  j  •+•  /3Z)  (g-‘  —  Z‘). 
y  =.j.««+;Z  (  <»  T-  I  ejg-)  +  |8  (g*  J  Z"  ). 
r  =  - i‘  4-  *(**  +  (8Z). 

f  =  T  (jf*  —  Z'Y  4-  gmnZ  (gl  4-  Z1) 


*+-  (  ?72*  -4-  /*2  )  Z*. 

■*'  =  i*Z  (g*  —  Z1)  —  gmn  (gz  -4-  3  Z2  ) 

; —  *£*  (wi2  /2*)  Z. 

£"  =g!(rf+,i-)  +  3  g  m  n  Z  r—  (,SZ  —  3  Z1) 

4-  (  «g-  4-  <3£)  (g-2  —  Z‘). 

=  —  smn  —  Z  (i*  —  1  <cg)  -T-  /3  (g1  — }  Z1). 

Vv=  -a  —  *g  —  i(3Z. 

y  =  Ii. 

De  plus  fi  on  fait 
M  ==  m  4-  /»'/  4-  /z'/1 

N  =  >  -h  Vf  -h  »"/ * 

on  aura 

/X  =  2  Ci  £2  -+■  2  0  Z1 

/x'  =»  —  4  0  Z 
/*"  =  >0 

vt=i*gz  —  iftZz 

v  =  4  0  Z 
/  =  _-20. 

Maintenant  puifque  jj  =  a  +  v  &  ^  u  ^  v  On 
aura  />  =±  /  -+-  a  —  j,  &  y  ==*  —  /  -+-  «  -4-  J ;  foit 
donc  u  -4~  %  =  .Q,  jk  u  — '  ^  =  P  enfbrte  que  p  ±= 
f  -h  P  St  (]  =  — /-hQ?  °n  aura  apres  toutes  les  fub- 
'ftitutions  C/?4  •+■  Mp 3  ■+■  Z>  p2  —  Mf*p  -4-  £  ==  F* 
(r  +  f)  +  /4  (y  ^  J'  H-  •w;Hr(4y'‘4H»^)  j?) 
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4-  i J  t  V  4-  f"'  4*  (  4-y  4*  2  ^  4-  2  r )  P  -*-  (  6  >/ 
-4-  3  fi'  )  P2  ]  4-  /*  [■$  4*  f"  4-  2  (f*  +  i')  P  “h 
(  6  y  H-  3  ju'  4-  $'' )  P2  -+-  (4  p'  4- '  f*#  )  P*  ]  4-  /  (  c- 
4-  2  £  P  4-  (  3  fjL  4-  &'  )  P2  4-  (4  y  4-  ^ )  P*  4-  / 
P4 )  4-  f  4-  $  P2  -4-  /W  PJ  4-  y  P4 . 

Or  3/  4-  P  =  0,3/-+-  4-  £Wi=  G  j 

4  /  ^  a  p"  =  0  ?  ■+■  V"  =  0 .» 

4  y  4-  2  f/  -h  2  =  o  ,  6  y'  -H  3  P/;  “  0 

$  -4-  e"  =  gz  (mz  4-  n^  —  igw/i  Z  —  P  ( g2  —  Z2  ) 
|E2  -4-  y  = £777/2  4“  ?,Z  -4-  2Ctg  (  £  —  Z)  +  ?  (  g*  -  Z*.  ) . 

6  ?  4-  3  jw'  -+-  &"  =s=  i2  —  4  .(*  £  -H  I  @  z  )  ,  4  y' 

-4-  ■/*"  =  -  3L  i3 

&c. 

Dono  puifque  les  coeficiens  des  ternies  affe£tes  de  /*, 
de  /4,  &  de/3  font  nuis,  &  que  ceux  des  termes  af- 
fe&es  de  f2  ne  Je  font  pas ,  il  s’  enfuit,  a  caufe  de  / 
=  00  ,  que  ces  derniers  termes  font  les  feuls  qui  doivent 
etre  conferves  j  deforte  qu'  on  aura 

Cp4  4-  Mp 3  H-  D p2  —  Mfzp  -4-  E  =  jf*  [(4)/' 

4-  p")  P3  -4-  (  6  3^  4-  3^4-  V)  P2  -h  z  ( /w  4-  T) 

P  4-  &  4-  e"  ] . 

De  meme  en  changeant  p  en  q  &  M  en  N,  &  par 
confequent  P  en  Q  ,  /  en  —  /  &  pt  en  >t  ft'  en  P ,  pt" 
en  V'  on  aura 

£  q*  4-  JVy  4-  jD/  —  N  f1  q  4 -  P  =  /*  [  <  4  p' 
4“  f)  Q3  4-  (63/  4-  3  y  4-  S")  Q2  4-  2(7  4-  &') 

6  +  ^+  ]  . 

Donc  fi  on  fait  pour  abreger  ^  =  i2  —  4  (  a  g  4-  j3  Z) 
q  =  g  m  /2  4-  tzZ  -4-  2  *  g  (  g-  —  Z  )  4-  £  (  g2  —  Z2) 
0  =  g2  (m1  4-  nz  )  —  2  gmnZ  —  i2  ( g2  —  Z2  ) 
p  =  i2  —  4  (  *  g  —  5  0  Z  ) 

<rz=z  g  mn  4-  i*Z  4-  2  a  g  ( .g-  -  Z  )  4-  |3  ( g 2  -  5  Z2) 
aura 

V  (C>4  4-  4-  Z^p1  —  Mpp  4-  P)  = 


JX  14 

f  v  ( — 1  h-  Xp*  *+•  1  y  P  ~h  S  ) ,  Sc 
V  (CP  “H  iSTy*  •+■  D  q*  —  Nf\q  *+-  E  )  ssf 

jf  V'  ( -  6  $Q3  -h  pQ 5  -4-  Z(T^-+-  0) 

&  1’  equation  ( H)  de  VArt.  iit.  devietadta 

Jx _ _ _ 

v  +  c**-*-1  *?*.#) 

_ 'g _ 

v7 ( -  6 /?  g3  -t-  ^2L+  i<r2  +  o 

Enfuite  on  aura 

■J.  _  (Pfg:)  'i» 

1  v'  +  vP  ■+■  *  X 

ou  bien 

_  _ TAT _ _ 

*  ”*  1  >^+»1 

. _ gyg _ 

iv'(-6^  +  * i,2+j) 

Enfin  pour  avoir  Ja  transformee  de  l7  equation  ( /),  on 
remarquera  que  —  K*  =  a  ce  que  devient  Ia  quanti  re 
£  p+  -4-  Mpr  h-  —  Mf  ^p  -+-  £  lorfque  p  =  f  , 
deforte  qu7  a  caufe  de  p  =  -4-  Z37’  il  n’y  aura  qu’afaire 

F  =  o  dans  Ia  quantite  ( —  1  (3  £*  H-  £  Pz  -+•  %  ifP  *+•  0) 
fz  pour  avoir  Ia  valeur  de  —  Kz  laquelle  fera  par  con- 
fequent  =  0/1’;  mettant  cfonc  fV  —  0  au  iieu  de  & 
&  faifant  ies  autres  fubftitutions  on  aura 
JPV-$ 

-h _ il i  -»• _ 

*.gy  (- />  Qa -+*  i  f  o  ' 

X  Vi 

Ce  memoire  a  &e  compdse  en  1767,  aVant  la  pubil- 
cation  du  Tome  XI*  des  nouveaux  Commentaires  de  Pe- 
tersbourg *  J.7  ai  trouve  depuis  dans  ce  Tome  des  nouvelies 


^reeherches  de  M.  Euler  fur  le  Probleme  que  inous  venons 
,de  traiter  dans  lefquelles  ce  favant  refout  aulli  le  cas  oii 
I’  orbite  du  :eorps  ferait  i.double  courbure ce  qu’  il  n’avoit 
ipoint  fait  dans  fes  premie res  recherches  fur -cette  matiere. 
-Au  refte  le  lefteur  peut  comparer  notre  Toiution  avec  celle 
„qu’  on  trouve  dans  le  Tome.citd.,  &  juger  la.quelle  des 
.deux  eft  la  plus  dire&e  &  ia  plus  funple  * 


R  E  C  HERCHE S 

Sur  Ic  mouvement  d'un  corps  qui  ejl  attiri 
vers  deux  centre$  jixes* 

S  E  C  Q  N  D  MEMOIR  E 

Oa  Con  app lique  la  methode  precedente  a  differentes* 
hypothefes  d' '  attraclion. 

Par  M.  de  la  GRANGE. 

ISI ous  avons  fuppofe  dans  le  Memoire  precedent  que  le 
corps  ^toit  attire  par  des  forces  reciproquement  propor- 
tionelles  aux  quarres  des  diftances  5  &  notis  avons  trouve 
que  dans  cette  hypothefe  les  equations  du  mouvement  du 
corps  etoient  integrables.  Naus  allons  maintenant  exami¬ 
ner  en  general  s’  il  n’  y  auroit  point  d’  autfes  hypothefes  * 
d’  attra&ion  ofr  T  integration  reuffiroit  aufli*  cveft  une  re- 
cherche  qui  peut ,  je  crois  ,  n’  etre  pas  fans  utilite  foir: 
dans  le  calcul  integral ,  foit  dans  la  mechanique. 

I; 

Sbient  jt,  y  {  les  coordonnees  reftangles  de  1’  orbite 
du  corps,  p  fa  diftance  a  1’ un  des  centres  ,  &Plaforce 
d’awa&ion  de  ce  centre  ,  q  la.  diilance  du  corps  a  fautre 
centre  ,  &  Q  la  force  d’  attra£Kon  de  ce  fecond  centre  5 
enfin  foient  a>  b,  c  les  coordonnees  qui  determinent  la 
polition  du  centre  des  forces  P\  &  *  ,  /3  ,  y  les  coor¬ 
donnees  qui  repondent  au  centre  des  forces  Q,  on  aura, 
en  prenant  1’  element  du  tems  dt  pour  conftant  i  les  trois 
equations  fuivantes  dzx 


d? 
d%  y 

~d7 

d? 


l  1  (»-«)  Q  _ 


i:7 


(y  -  O  P 


0 


p 


)  p 


dans  lefquelles 


O  -  *)  Q 

<1 


<0*  (y  -  by  (f  -  c )* ] 


✓  [  (*  -  «)*  -4-  (J  -  /3)*  -+-  (f  -  y)*] 

I  I. 

Suppofons  que  j°  foit  une  fonti  ion  de  p ,  ScQ  une  fon- 
fiion  de  y  ,  &  les  equations  precedentis  donneiont  d’abord 
cette  integrale 

dx*  -f-  dy*  -+-  dz' 

- - - h  z/Pdp  -+■  ifQdq  =  O  .  -  (^) 

Enfuite  nommant  /  Ia  diftance  entre  les  deux  centres , 
enforte  que  /  =  [  ( <z  -  *  )*  ~h  (&-j3)a-f-(c~}/)a] 

on  trouvera ,  par  un  raifonnement  femblable  a  celui  de 
F Art*  ii.  du  Mem.  prec.  ,  ces  deux  equations  en  p,  q,  &  t  j 

d'p\  -+-  Pp  -r-  z/i> dp  +  ifQdq  =  O, 


%  di* 

d%  +  <2  7  +  — 


^■^7!  ZP  .  l/Pdp-*-  lfQdc,=  O. 

Ou  bien  ,  {i  Pon  fait  pour  plus  de  fimplicitep1  =/ax  , 
P  Q 

2*  =  /2j,  —  s=  X,  ™  =  F  ( ii  ne  faut  pas  confon- 

dre  les  quantites  #  ,  &  j  que  nous  employons  ici  avec 
celles  que  nous  avons  deja  employees  dans  P  art.  prec.  ) 
on  aura  ces  deux-ci 

...  ~fU'*/T4,—, 

"  1  ti + Ty + = o, 


,-Ldf 

Mifc.  Taur.  Tom.  IK 


e  e 


ai8 

dans  lefquelles  X  eft  une  fonSabn  de  x ,  &  F  une  fon* 
6Hon  de  y  . 

Ainfi  la  folution  du  Probleme  depend  maintenant  de  I’  in- 
tegracion  de  ces  deux  equations. 

I  I  I. 

Pour  rendre  nos  recherches  plus  gendrales  ,  propofons- 
tfous  les  equations 

-  — h  M  =  o,  —f  "+*  X  =  o  ,  M,  &  AT  etant 

des  fon&ions  de  x,  &  voyons  quelles  font  les  condi- 
tions  de  i’  integrabilite  de  ces  equations. 

Nous  fuppoferons  que  ces  deux  equations  ^tant  mulri- 
pliees  T  une  &  i’  autre  par  des  quantites  convenables  ,  & 
enfuite  ajoutees  enfemble  forment  une  $quation  integrable. 
Cette  fuppotition  elf  peut-£tre  la  feule  qui  convienne  ala 
nature  des  equations  propofees  ,  &  elle  eft  cTailleurs  la  plus 
naturelle,  &  en  meme  tems  la  plus  generale  qu’on  puiffe 
faire.  Or  comme  les  deux  membres  AT,  &  N  font  des 
quantites  finies  ,  il  eft  vifible  que  les  multiplicateurs  ne  fau- 
"toient  etre  que  des  quantites  differentielles  du  premier  or- 
dre  .  Prenons  donc  m  d  x  -+-  n  dy,  &  p.  d  x  -h  v  dy  pour 
les  multiplicateurs  dont  il  s’  agit ,  m ,  n  ,  pe, ,  &  p  etant 
des  fonftions  de  x  ,  y  &  nous  aurons  1*  equation 
m  d  x  d'  x  -i-  n  d  y  d' x  ■+■  ^dxd1y  -+.  vdyd'y 
i  d? 

■+■  («M  +  p^N)  dx  «+-  (nM  -+-  y  N)  dy  ea  o 
laquelle  ne  fauroit  etre  integrable  a  moins  que  les  deux 
parties  ( favoir  celle  qui  contient  des  differences  fecondes, 
&  celle  qui  ne  contient  que  des  differences  premieres)  ne 
foient  integrables  chacune  en  particulier. 

Or  il  n’  eft  pas  difficile  de  voir  que  P  integrale  de  Ia 
premiere  iie  peut-etre  que  de  cette  forme 

\ 


B  dx  dy  •+.  C  dy* 


;  A ,  B ,  C  y  &ant  des  fon&ions 


de  x,  &  y;  donc  comparant  Ia  differentielle  de  la  quan- 
tite  A  dx*  B  dx  dy  -+-  C  dy*  qui  efl:  zAdx  dz y  -h 

dyd2x  -+-  dxd‘y)  -+•  *  Cdyd‘y  •+•  d  x! -i- 
/  dA  JB\  ,  ,  /JB  dC\  .  .  , 

(jy  .77)  dx,d*  "*■  \tj  +  d7j  dy  dx 

~  d y' ,  avec  la  quantite  m  d  x  d*  x  -h  n  dy  d*  x  -h 

ixd  x  d*  y  •+*  v  d  y  d1  y  *  on  aura  ,  z  A  =  m  ,  B  -=.n 
dA  dC  dA  dB 

=  ^  lC==  ^  =  0 » 7j~h77~~ °\ 

dB  dC 

— —  ~H  -7 —  =s  o  . 

^  y  «  * 

Les  equations  =  o  ,  &  —  =  o  donnent  dTabord 

^  ;=  £on8: .  y  9  fk  C  =  fonft  ■  *  ■,  enfuite  les  equations 
dA  dB  n  dB  dC  i  d'A 

d  y  d  x  ’  ^  y  <?' 

££  $  d’  ou  il  eft  aise  de  conclure  que  les  quantites  ^ , 
dx* 

&  C  ne  peuvent  etre  que  de  la  forme  fuivante  A  =  a 
-j»  y  -f**  c  ^  C  =  ~H  h  X  -+*  C  ^  j  C  )  ^  & 

h  etant  des  conftantes .  * 

dA  dB  * 

Maintenant  1’  equatioa  —  -4-  —  =  o  donnnera  j— 

t-=  —  b  ~  2  rj,  d’oii  en  integrant ,  B  =  —  (  b  H-  2  cj)  # 

z/B  ^  C 

*fc»  fonft.  *y  9  mais  T  autre  equation  —  -h  —  —  0 

donnera  de  mime  i?  ==  h-  ( h  -H  2  c#)jy  -H  fon&. 
deforte  qu  on  aura 

B  =  K  —  bx  —  hy  ~~  1  cxy9 
&  eram,  un@  conflante  arbitrare. 


Ayant  determine  ainfi  Jes  quantites  A ,  B  ,  &  C ,  on 
aura  pour  les  multiplicateurs  des  equations  propoles ,  les 
deux  quantites  x  A  d  x  -h  Bdy,  &  Bdx  -+•  zCdyj 
&  il  ne  reftera  plus  qu’  a  rendre  integrable  Ia  formale 
(  i  A  M  h-  B  N)  d  x  -+-  (  B  M  -H  %  C jV)  d y\  car  alors, 
en  nommant  Z  1’  integrale  de  cette  formule,  on  aura  Pequa- 
tion  du  premier  ordre 
A  d  ■+■  B  dx  dy  -+•  C  dy 1 
- — -  -+-  Z  =  a  une  conft. 

2  a  £ 

Or  pour  q^une  quantite  telle  que  (  i  A  M  -i~  B  N)  dx 
■+■  (B  M  -H  i  C  N)  dy  foit  une  differentielie  exa&e  ,  il 
faut  ,  comme  1’  on  fait  ?  que  1*  on  ait 
d  •  (2  A  Af  +  BN)  d '  ( B  AI  -t-  2  C 

"  ~dj~~ - =  — ' — Tx - ’  c’eftl’^ua- 

tion  de  condition  qui  doit  avoir  lieu  pour  que  les  equations 
propolees  admetrent  une  integrale  du  premier  ordre. 
Puifque  (  x  A  M  -4-  B  N)  dx  -+-  (  B  M  -r  z  C  N) 

dTL  * 

dy  —  di,  on  aura  2  A  M  m-  B  N  =  ^ £  M+ 

d  Tj 

zCN  ~~  &  par  confequent 
xCd^-Bd-l 

d  x  dy 

M  =  4  ^4  C  -  B* 

.dZ  ndZ 

XAJ^-B~x 
N  =  4  ^4  C  -  B1  * 

ou  r  on  pourra  prendre  pour  Z  une  fon£Hon  quelconqrue 

de  x,  &  y. 

Si  on  fait  encore  4  AC  —  Bz  =  Z>  &  Z  =  Z?*  P* 
(■  etant  une  fon£Kon  quelconque  de  x  ,  &  y )  on  aura 
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~  ,  r  ,  dA  dC  _ 

Or ,  a  caule  de  —  =  o  ,  —  =  o 
dx 


dB 

dy 

dA 

dy 

M 


dC 


dy 


dB 

dx 


dA 

dy: 

dC 


dx 


,  on  trouvera 


dB  f  A  dC 

T*  =  1  (lA  Ii 

J  dy  \  dy 


& 

B 


N 


r%  (  tz  dC  dV  jy 

D  (4  v  a ;  -  1  c  -tx  -  B 

=  D(yV 


i ;  donc  on  aura 

dx  } 


dA 

dy 


dV_\ 

dy  ) 
dV\ 


AdV  n 

*A  dy  Bdx) 

Ainfi  toutes  les  fois  que  les  quantites  M  y  &  N  pour- 

dxx 

ront  fe  ramener  a  cette  forme  ,  les  equations  —  +  M«=o, 


&  ^  iV  —  °,  auront  pour  integrale 

d££  1  VJjyi  -  c^f  Dx  V  =  a  une  conflante ; 
z  d? 

A'  1’egard  de  Ia  quantite  D  on  trouvera,  en  fubftituant 
les  valeurs  de  A  ,  B  ,  C  &  effa$ant  ce  qui  fe  detruit , 

£>  =  4ag  —  AT1  -t-  (  4  fl  A  Hr  zb  K)  x  g  — 

( i  £  A  ■+■  4  c  AT )  #  j  . 


I  V. 

Pour  appliquer  Ia  methode  de  1’  art.  prec.  aux  Equations 
(  B  )  ii  elt  viiible  qu’  il  ne  faut  que  faire 

M  s=  x  X  •+•  +  i  )  F  -4-  /  X  d  x  ■+•  fY  dy 

N  =  y  Y  -t-  —  ( #  **~  y  ' —  1  / x  ^ 

ce  qui  donnera 

dZ=z[iAx-h  ~  B  (x  y  —  0  3  Xdx 
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-f-  [  By  -h  A  (x  +  y  —  i  )  ]  K  J  a: 

^-  [  2  Cy  -+-  ~  £  (a:  h-  y  —  I  )  ]  Y  dy 

**-[Bx-*-C(x-+~y  —  i)]  X dy 
■4-  ( fXdx  ~H  fYdy  )  £  (2^  H~  i?)  dfae  H-  ( iC  -4-*  B)  dy~\ 
quantite  qui  devra  donc  etre  integrable  par  elle-meme. 

Suppofons  que  la  quantire  (2  A  ~k~  B)  dx  -+-  (2  C  ■+>  B)  dy 
ibit  elle-meme  une  differentielle  exa&e  dont  i’  integrate 
foit  E  ,  &  faifant 

4V  —  [%Ax  +  ~B  (x  +  y  —  1)  —  £]  Xdx 


»+*[By-{~  A  (x-hy  —  1  )]  Y  dx 

~h[  2  Cy  -h  j  B  (x  -h  y  —  1  )  —  £'.]  .Fiy 

[  i?  *  -f-  C  (x  h-  y  —  1)]  Xiy , 
on  aura  dZ  =  d*  ( EfXdx  -4-  E  fYdy)  -i ~  dV-9 
defbrte  qu’  il  ne  s’  agira  plus  que  de  rendre  Ia  quantite 
d  V  une  differentielle  complette. 

Or  pour  que  la  quantire  (2  A-hB)dx-+-(iC~bB)dy 
ibit  une  differentielle  exa&e  ,  il  faudra  que  1*  on  ait  dans 
ies  valeurs  de  A ,  B  9  C ,  c  =  o  ,  &  h  =  b  7  mojen» 
nant  quoi  on  aura 
A  =2  a  -f-  b  y  ,  C  =  g  h-  £  .x;  ,  Si 
B  =  K  —  b  (x  -+~  y)  >  d’  011 
E  =  j  (  i  a  -+-  K )  x  -+■  (  i  g  -b  K )  y 


& 

—  ( x  —  y)z,  i  etant  une  conflante  arbitraire- 


De  cette  maniere  la  quantite  dV  deviendra 

(-7—  (•*  -+-  y)  —  igy - - J  Xdx- ¥ 

y)  —  (.i  —  K)  y  —  a~]  Y  dx 


[a  (X 

U  (.* 


(x-by)  —  tax  —  )  Y  dy 

■f-  y)  —  (  i  —  dC )  X  —  g  I  Xd  y 


i2J 

laquelle  erant  fuppofee  une  diflerentielle  complette,  enforte 
que  V  foit  une  quantit£  algebrique ,  on  aura  1T  integrale 

d**  -  -  C it  -4-  E  ( fXdx  -+-  fYdy) 

V  z=z  a  une  conflante  ,  *  .  .  (O* 

V. 

Je  remarque  cFabord  qu’en  faifant  a-=  o ,g=  o  $cb=K> 
la  quantite  dV  devient  =  —  — (J X  d x-¥-fTdy) 

de/orte  qu’on  aura  V  ==  —  — - — -  (f  X  d  x^h  fT dy). 

Or  on  a  dans  ce  cas  A  =  b  y  ,C=  b  x  ,  B  =  £ 
{  i  — x  — y )  &  E  =  i  -h  b(x  -t-  y  —  —  (x — y)^  > 

donc  fubftituant  ces  valeurs  dans  1’equation  (C)  on  aura 
en  otant  ce  qui  fe  detruit ,  &  divifant  par  b 
ydxx  ■+■  xdjj)*  ■+■  (  i  •  —  x  -  y)  dxdy 

- ~~Td? 

1  (x*f)  ( fXdx  -*■  fYdy) 

=  -i . W 

€  etant  une  conflante  quelconque. 

V  L 

€ette  integrale  a  lieu  en  general  quelles  que  foient  Ies 
valeurs  de  X,  &  de  f?  ainfi  en  donnant  a  ces  quancires 
des  valeurs  particulieres ,  on  doat  pouvoir  encore  trouver 
d’  autres  integrales. 

En  efFet  comme  il  ne  s’  agit  que  de  rendre  Ia  quantire 
d  V*  une  diflerentielle  exafte ,  on  n’  aura  qu’ a  fatisfaire  a 
r  equation  fuivante. 


/b  —  K  \  „  dY 

)X-aX  Ty 
d_  r  (,  -  i*  K)  y  -  „  ]  Y  _ 
dy 

/b  -  K  \  dX 

\  — - la)  Y~%yi-X 


(b  -  K  \  dX 

{  “ - la  )  '7-*  + 

d-  l  (*  -  b  *  K)  x  -  *]  X 

- Yx  •  *  • 

en  prenant  pour  X  une  fon&ion  de  x  ?  &  pcmr  Y  uae 
fonftion  de  y  . 

Or  fi  on  fait  difparoitre  dans  eette  equation  les  termes 
qui  renferment  x  >  &  y  ea  fuppofant  a  =  o  ?  &C  g  =  o 
on  aura  j  apres  avoir  divife  par  b  —  K 

x_  d ■  (r>>)  _  r  /  (Xx) 

2  2  d  X  7 

c*  eft-a-dire 

X  <MX*)  r  (ry) 

—  -t-  — — j - =  —  -+■  - i - , 

2  a  x  2  d  y 

equation  qui  ne  fauroit  fubfifter  a  moins  que  chaque  mem- 
bre  ne  foit  egal  a  une  quantit^  conflante  . 

Soit  donc  ,  en  prenant  une  conflante  quelconque  * , 

X  ,  d  (Xx)  _  r  .  d.(Yy) 

T  +  '  dx~  =  3<t’  r  }tt’ 

mukipliant  'la  premiere  de  ces  equations  par  V  x  d  x ,  Ia 
feconde  par  V  y  dy  &  les  integrant  on  aura 
X  X  X  =  2  tt  ^  ^  "4-  /3 

‘''.y  =  1  y» 

d’  ou  1’  on  tire 


# ,  y  etant  des  conflantes  quelconques . 

Dans  ce  cas  on  aura  donc ,  a  caufe  dea==o&:p'==o 

dr 


—  / 

— (**+ —  >  & — —  («+^5 )  )  & 
dont  Pintegrale  eft 

£-*>  (^t22  +  WX-& y+vfcr  ^>)~ 

(if+zi  -  £  -  ^]. 

Atnfi  mettant  ce£te  quantite  au  Heu  de  K  dans  f  equ'3- 
tion  (  C)  on  aura  une  nouvelle  integrale  ;  deforte  qua  les 
deux  equations  differentieltes  du  fecond  Ordre  (  B  ) 
fe  trouveront  maintena-nt  reduites  a  deux  autres  dia  pre- 
gnier  ftulement . 

Puifque  X  =  Y  =  *  =  pr  &  ^  =  jX^rW 

IX.  )  on  aura  dans  le  cas  prefent 
P  asa  i  ec  p  ^  ~  ,  & 
yfl 

Q  =  i  d  q  H - ^  , 


Pour  trouver  encore  d’  autres  cas  d5  int^grabilite  fuj> 
pofons 

X  =  «c  *+•  /3  x'  •+*  ys#z  &■ 

Y  sx  l  •+•  e  y  -+-  £jr%  .  ,  .•  cr  v 

fubftituant  ces  valeurs  dans  Fequation  de  cotichtioil  (£) 
&:  faifant  pour  pius  de  fimplicite  i>  —  K  ==  A ,  on  aura 

-  *g)(*  •+• 

n  MifcXfaur.Tom.  IX.  ^  ^ 


J  (  a  —  h  )  — >-  e  a  -4*  i  [  e  (  a  ——  A  )  —  a  ^  ]  y 

+  !?(«'i)/=  —  ia)  {S  +  ey  +  ^y') 

—  gGy  —  i  gyxy  -+-  *  (g  —  k)  —  @g 

-+-  1  [  i0  (g  —  A_)  —  £  y  ]  *  •+•  3  y  (g  —  A  )  x*  * 
ce  qui  <ionae 

«  ^  —  2  £  ^  -4-5  (a  —  A)-*—  £a=ps 

S  (•“  —  **)  ■*•  *  (g  —  -A;)  —  &g, 

<3  (~  ~  *g)  fI=  1  #  (  g  —  ^  )  —  ?>•#, 

..*  (7  ia)  ~  £g  = **  U  h)  —  1  Ka> 

y  (7  —  *g' )  =  3  ?  (g-  —  k), 

K  (|  -  *«)  =  j.S  (*  —  a>» 

*■£  =  g-r  • 

d’  011  1’  on  tire 

7  ^ 

*  =  g  =  — ■ -,^=  y,fs=/3,8(S  =  «e,  ou  bien 
£  —  °>y—  °i  —  ~J~~  h  “*■  (S  —  3  *)  g  —  («- j  S)a  =0 
~  h  —  4  #  g  —  1 a  =  o 

—  h  —  4  ea  —  &g  —  o 

par  ou  l*on  pourra  determiner  a  ,  &:  /i, 

Ainfl  1*  integration  aura  lieu  encpre  dans  les  deux  eas 
fuiv^nts . 

U  tpifque  X  s=. a  4- 

$y  -4-  yy%  y  ce  qui  donpe  P  *=©*/>  ^  IL  ^  llL 


Q  «=  +9  +  Y  +  jr,  «t  .  (3  ,  &  y  etant  des  coefi- 

ciens  quelconques.  >■ 

2.0  Lorfque  X  =  *  -4-  0*,  &  ^  ^  ,  c  eft- 

a-dire  />  =  *  f  -f-  ^,Q  =  *  1 +■  JT  *■>  &  ■>  5  ’ &  5 
&ant  aufli  des  coeiiciens  quelconques . 


VII  L 

Confide  roris  plus  particulierement  'le  cas  de  tAru  VL, 

dans  lequel  P  s=  i  et  f  4-  ~r9  &  Q-  *=  1  5 

&  nous  remarquerons  d’  abord  que  les  deux  parties  2*/>, 
&  des  forces  P  ,  &  Q  tendentes  vers  les  deux  cen- 

tres  donnees ,  peuvent  fe  reduire  a  une  force  unique  di- 
rigee  vers  le  point  du  milieu  de  la  ligne  qui  joint  les 
deux  centres,  &  egale  a  r  etant ^  la  diftance  du 

corps  a  ce  metne  point .  De  cette  maniere  le  corps  fera 
attire  vers  trois  centres  fixes  ranges  en  ligne  droite  ,  5£ 
a  egale  diftance  1’ un  de  1’ autre  $  &*  la  force  d  attraflion 
du  centre  du  milieu  fera  proportionelle  a  la  diftance,  oc 
celle  des  deux  extremes  fera  reciproquement  proportionel- 
le  au  quarre  de  la  diftance.  r 

Or  fi  i’  on  prend  les  deux  centres  extremes  pour  les 
foyers  d’  une  fe&ion  conique  ,  enforte  que  le  troifieme 
centre  tombe  dans  le  centre  m£me  de  la  fe&ion  ,  i  e 
clair  que  cette  courbe  pourra  fetre  d£chte  en  vertu  e 

chacune  des  trois  forces  4  *r ,  ~ ,  &  y"  en  Particu' 

lier ;  mais  nous  allons  voir  qu’  elie  peut  1’  etre  auffi  P^ 
Fattton  combinee  de  deux  quelconques  de  ces  forces  , 
m4me  par  les  trois  forces  agiffantes  a  la  fois ,  ce  qui  m 
paroit  bien  digne  de  1’  attention  des  geometres  < 


Puifque  X  i  ce  ■+• - ^r- ,  &  F  c 

.*V  ^  v 

on  aura 

f  X  d  x  fY  dy  c=  .«6  (  #  -+•  )  -*- 

$  etant  une  conflante  arbicraire . 

Ainfi  1’  equation  (  Z)  )  deviendra 

y  dx%  •+■  *  dy'  ■+■  (  1  -  x  -  y)  dxdy 

'*<//»  •  - — 

*  >0  -  Q-.y)*  -  1 


777  ’ 


L£ 

v* 


-iji  -*] 

=  i  •  •  •  •  •  -  •  •  c» 

Pour  avoir  maintenant  1’  autre*  equation  integrale  ,  -ii  ne 
s  agira  que  de  faire  dans  1’ equation  (C)  les  fubftitutions 
indiquees  dans  VArt.  FI. ,  &  comme  les  quantites  b ,  K, 
&  i  font  encore  indeterminees ,  on  pourra  faire,  pour 
une  plus  grande  fimplicite  ,  K  *=  1  b  =?  o,  2  i  K  ==  jo9 

;c'\efl-a-dire  i  —  - ,  moyennarit  quoi  on  aura 


v'.? 


—  »s 


F  =  — 


« ( *  - 


-  ?  (^  -  ^)»  ^  =  o,  C  = 

B  ~  1  ,  E  —  — - — - i  &  1’equatiori  (C)  deviendra 

£)  - 

1  ?  T  v7]; )  =  a  une  conflante  5  ou  bien  en  pre- 


ii  9 

nant  une  conftante  quelconque  &  reduifont 

d-jjy  7  ( 3  ■+■  3  yl  ■+•  «°  *y  —  1  *  —  1  y) 

-  p  ( 3  '  *  +  ^vr )  -  y  ( 3  v  y  -  *~w ) 

$  (x  •*-  y)  —  ~  =;  o  -  .  «  *  (G) 

>  i 

Et  fi  on  multiplie  cette  Equation  par  j  —  x  y  Sc 
qu’ enfuite  on  U  retranche  de  F  equation  (i7),  on  aura 
celle-ci 

t  (x*  i^xy1  -+*  1 5 yxz-xz-yt~  6xy) 

•—  i  jG  (x  V'  x  "4-3  y^x  —  x) 

—  a  y  (.7  Vy  ■+■  3  *  ^  —  V  7  ) 

—  ~  +/  - h  6  ) - ~  (*  -4-  jr  ) 

-  *  =  O  ,  .  .  .  .  KM.) 

2 

jj  etant  =  e  — 

Ainfi  tout  fe  reduit  maintenant  a  integrer  ces  deux  equa- 
tions ,  ou  au  moins  a  en  fe-parer  les  indeterminees  ■« 

X. 

Pout  cela  je  remarque  que  fi  on  multiplie  F  equation 
( G  )  par  4:  4^  x  y ,  &  qu’on  Fajoute  enfuite  a  1’equa- 
tion  (  H)  multipliee  par  i  on  aura  celle-ci 
(y/ydx  +  Vxdyy 

7F  *“• 

*  [  {y/  x  ±  V  yY  —  {V  x  ±  V  y)*]  — 

4(18  dz  y)  *  *  v'  y)’  —  (v'  x  ±  ^y)  ]  — 

S  {V  x  ±  ^  y  Y  —  Z,  (v' x  +■  VyY  ~  *  =  o. 
Deforte  que  fi  l’on  fait 

SSsVx+y/yss  t  Z.  1  f  & 


U  B=  y/  X  “  V7  JK  —  , 

ce  qui  donne  V y  dx  W  xdy  =s  V 

--  -  -  Jj-j  Sc  V  y  d  x  —  V  x  dyzzz  ■—  ^«,onaura 

(  en  tirant  la  racine  quarree )  les  deux  equations  fuivan- 
tes  dans  lesquelles  p,  =  4(0  •+•  y)  &:  v  =  4  (/3- y), 

—  ^l06  s  ?""**  *+■  ^  (&  "+"  *)  ^4-et  /) 

ss=^  ■  ==  ^  »■ "  H-  ?V«4-  y  w*+  (&  -4-  «)  tt4  - 

d’ou  il  e(t  aife  de  tirer 

d  s 

V  (n-  JXS  -h  £V  4-  fCi3  *4r  (S  4-  ct  )  **—«**) 
d  u 

( tj  —  Hh  ^  V  4-  f  tt3  -4-  ($4-  ct  )  W4  —  ci«5)  ^  ^ 
&  erifuite 

sxds 

^  1  V  (0  -  ft  S  ■+■  £  i*  •+•  I*  s1  -I-  (S  -t-  *)  S*~A3S) 

uzdu 

- - - - —(20 

1  V  (%  -  y&*  -4-  £  4-  y^s  4-  (£  4-  et)  «4  -  a  u6 ) 

equations  ou  les  indeterminees  font  toutes  feparees . 

XI. 

L’  equation  (/)  etant  integrae  donnera  s  en  u,  &  par 
confequent  p  en  q  y  enfuite  T  equation  (  H )  donneta  t  en 
s  j  &  u  ,  c’eft-a-dire  p ,  &  q  i  ainli  on  aura  fk  q  en 
t9  ce  qui  fervira  a  conooitre  achaque  inftant  lappfition 


t 

du  *  corps  par  rapport  a  la  ligne  des  centresj  mais  Ia  po- 
(ition  du  corps  dans  1’  efpace  abfolu  ne  fera  pas  determi- 
nee  pour  cela  >  car  comme  le  corps  peut  tourner  autour 
de  cette  ligne ,  ii  faut  favoir  de  plus  T  angle  qu’  il  par- 
court  dans  un  tems  quelconque. 

Nommons  donc  cet  angle  <p-,  &  foient  p  &  <r  les 
deux  coordonnees  reclangles  qui  determinent  Ia  politiori 
du  corps  par  rapporr  k  la  ligne  des  centres  ( p  eil  Ia  di- 
ftance  du  corps  a  cette  ligne  ,  &  tr  eft  Ia  partie  de  cette 
meme  ligne  interceptee  entre  Ie  perpendiculaire  py  tk  le 
centre  des  forces  P)  enforte  que  Ton  air 


<r 

P 


—  LzJL^lC  — 

~  - 

*=  v,C/>*  -  **-)  — 


~ (x  -  y  •+•  i ) ,  & 

£  ✓[  4  X  -  (*  -  y  i  ] i 
2 


il  eft  facile  de  voir  que  Ton  aura  pour  le  quarte  de  l^f- 
pace  abfolu  parcouru  par  le  corps  dans  un  inftant  quel¬ 
conque  d  f  -4-  d  < r*  p%  d  <p2  =  (en  employant  les  trois  coor- 
donnees  reftangles  x  yy » {  de  YAn*  u. )  d  x1  dtp  -4-  d  j* 
s=  ( en  vertu  de  1’  equation  A  ) 

—  1  de-  ( fPdp  /<2  dq )  =  —p  (fXdx  +•  fYdy)  dei 

deforte  qu’on  aura 

dtf  r%  fXdx  •+*  ff  dy  d f  ■+*  d  a%  _  t 

77  *  7~  i  dt%  ’ 

mais  d,p~  -h  der*  =  p  Z - “7 - — -tt; - 

r  J  4 x  ~  ~ y  **  i  )* 

5=  (  en  vertu  de  Y  equation  D  ) 

- Ih±‘l -  _  f-UXdx  +  fYdy  )Jt*i 

4x  -  ( x  -  y  *+■  i  y  J  J  y 

donc  fubllituant  ces  valeurs  on  aura 

ic  =J±- = ,  d.  „  ( l )  > 

dt*  4  4  p4  d  t  2  p 

par  eonfequent  f  dtp  ^ C ? * ^ ^  ?  ce  qUi  monere 


que  le  corps  deerit  autour  de  Ia  ligne  des  centres  des 
aires  proportionelles  au  tems  ^ 

Maintenant  puifque  ~  s=  4  x  -  ( x  -  y  -h  1  )*  c=± 

X  +  X  -  y  -h  I  )  (  1  ✓  X  -  *  -+•  y  -  I  )  e= 
(  arr*  11.)  +  «  +  (i  +  a-itt  -  1 )  =  — 

f  ,  *  ,  ,  \  ^  r  i  V  ( £  +■  n  > 

(f  -  I  )  (u-  -  I  ) „ on  aura  ■—  =  —  — — -.7-,--- 

d-t  (r’-*)0-i) 

_  / _j_ _ i_ \  _ 

s'  -  u'  \  —  1  —  1  /  5 

Mais  on  a  par  i’  art,  X. 

%  d  t  d  sk 

UX  y/ (fl  -  (A  S  £  Ja  -+•  fJL  S *  ■+•  ($“HCC)  S+—  &  JG) 


d  <p  t= 


V  (ij  -  v  u  -4-  £  «2  y  u3  ~H  (&  -H  d)  u 4  et  w6)  J 
_ 

i)V  (fp-^sH-  ce*6} 

V/(g+^)^: _ (M) 

(a2— i)*/  ( rj^yz/-h^ai”h^l-4-(^-4-ct)zz4:-c6W<!) 


Ainfi  on  connoicra  <p  en  s  &  zz  cTeft-a-dire  en  p  Sc 
A'  F  egard  des  conflantes  >?  >  £  &  S  eiles  dependent  du 
mouvement  initia!  du.  corps ,  &  on  poumr  les  determiner 
fi  Fon  veut  au  moyen  des<equations  (  G  )  ,  (  H)  ,  &  (  L  ), 
Si  F  on  avoit  £  -+-  n  ,s==  o  ,  creft-a  dire  £  :=  — ■  jj  , 
alors  feroit  ='  o ,  &  par  confequent  le  corps  (e 
mouvroic  dans  un  plan  fixe  paffant  par  les  centres  des 
forces. 

Au  refte  fi  Fon  fair  <t  =s  o  ,  on  verra  que  les  for- 
mules  precedentes  s*  accordent  avec  celles  qui  ont  ete 
trouvees  dans  le  Memoir$  pree^dent, 

XII. 


Suppofons  ^  *=?  a  a  dtant  une  conflante  r  .&  yp 

une  variable ,  &  la  quantite 

tj'  /dtj  -4-  ^  ^  -*•  ^  **  -H  (  &  ■+■  * )  J4  ■*-*** 
fe  changera  en  celle-ci 

^  H-  i?  -v]/  -+-*  C  ^  "+*"  F  \J/4-+-  F4>y  ■+•  £  4^ 

dans  laqueile 

^  =  ) j  —  ^  6  -+*  ^  a*  -+-  fi  a*  -K  (  $  -H  «0  a4  —  ce  a 6- 

B  =  —  (A-**  i  Ka  -*■  3  P  a*  ■+*  4  (& '+  *)  **  —  6  **fll 

Z  =  ^  -+-  3  ix  a  4-  6  (  5  -P  ct  )  a1  —  M  *  a* 

&c. 

DortC  le  premier  membre  '  de  T  equation  (  /)  fe  chan¬ 


gera  en 


J4' 


v/(^  +  B4-hC41  +  D4.b  +  E44-hF4s  +  G44)* 
expreflion  qmi,  en  faifant-  ^  ■=  o,  &  B  = 


celle-ci 


o 


devient 


4^(0  +  D  4  ■+"  E 4*  "*■  F 4J - G 44 ) 
Suppofotis  \J/  infiniment  petit,  &  Ton  aura 


1’ integrale  eft  ^  ^  etant  une  conflante  quelconque; 

donc  fi  on  fait  K  =  o  &  4/  ='  o  la  valeur  de  1  in¬ 
tegrale  du  premier  membre  de  Fequation  ( I)  demeurera 
indeterminee ,  deforte  que  1’  equation  aura  lieu  indepeu- 
damment  de  la  qiiaqtit£  u\  d5oii  il  s1  ^nfuit  que  1’ equa¬ 
tion  s  b=  a  fatisfait  au  Probl&me  pourvu  que  Ies  deux 
^quations  A  t=-  o  ?  &  B  =  o  ayent  lieu  a  la  fois  ,  &■ 
que  la  quantite  C  n’ ^vanouifle  pas  en  meme  tems. 

L’ equation  s  ■  =  a  donne  p  »4*  q  ■=  af,  ce  qui  mon- 
tre  que  la  courbe  decrite  par  le  corps  fera  une  ellipfe 
ayant  fes  deux  foyers  dans  les  deuxT  centres  des  foroes 
Mifc.  Tayr.  Tom  M  &g 
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P,  &  Q,  &  tournant  autour  de  fon  grand  axe  ,  a  moins 
que  Fon  n’  ait  £  -+-  t=  o  auquel  cas  le  corps  fe  meut 
dans  un  plan  fixe. 

En  faifant  de  m^me 

—  v  b  •+•  *+•  v  b*  (§•+-(&)  b*  —  ct  b6 

M  =  —  v  -h  z  £  b  -+-  3  V  bz  H-  4  (  81  -+-  *  )  b*  —  £  ot  b* 
3  0-4-  6  (  $  H-ct)^z  —  i  5  eO4 
&  fuppofant  que  les  quantites  Z ,  &  M  foyent  nulles  a 
la  fois  fans  que  N  le  foir ,  on  trouvera  que  1’  equation 
u  ==  b,  c’ell-a-dire  p  q  t=  bf  fatisfait  au  Probleme, 
deforte  que  la  courbe  pourra  etre  aufli  une  hyperbole 
ayant  fes  foyers  dans  les  memes  centres  des  forces. 

Ainfi  en  reuniflant  les  deux  cas  on  en  conclura  que 
le  corps  peut  toujours  decrire  une  fe&ion  conique  pour- 
vu  qu’  11  re^oiue  une  i.mpulfion  convenable. 

X  1 1 1. 


Si  on  fait  de  plus  -vj,  e=  d  «J/,  a  etant  une  con¬ 
flante  &  une  variable  %  &  qu’on  fubflitue  cette  valeur 
dans  la  quantite  C  -+-  D  \J,  -+-  E  \J/  -+-  F  -vj/1  •+-  £  -vj,4 
elle  fe  changera  en  celle-ci 
A '  B'  -vj/  C  \J/Z  h-  Z>'  *vj/'  -+*  Z'  ^ ,  ou 

a'*  -H  G  a'4 

B'  J)  %  B  &  -+-  $  F  a  z  ■+■  4  G  a'3 

&c. 


&  la  transformee  -  -  ■  - — — - 

4^(C  +  D^  +  Et4* 
du  premier  znembre  de  1’ equation  (/) 
d  4' 


’+■  F4s  +•  G4.4) 

deviendra 


{d  +  4f )  V’ -4-  C'4-  h-  D  ^  +  Z4/4)’ 
fon  maintenant  =  o  ,  &  B'  ===  o  &  la  differentielle 
fe  changera  en 


0  4/  •+•  4a)  ^  (C  +  D' 4'  4-  E'4/%) 


qui  ne  depend  plus  que  de  la  quadrature  du  cercie  ou  de 
1’  hyperbole  .  On  trouvera  de  la  merne  maniere  les  con- 
ditions  qui  reduiront  1’  autre  membre  de  1'  equation  (  / ) 
a  Ia  quadrature  des  fe&ions  coniqneSi 

Ainfi  on  pourra  toujours  dans  ces  cas  conftruire  lforbite 

(jp 

que  le  mobile  decrira  en  vertu  des  trois  forces  4  <*  r  ,  — » 

P 

tk>-£ 

K  i' ’ 

XIV. 

Mais  outre  les  cas  dont  nous  venons  de  parier,  il  eft 
evident  que  1’  equation  (  I )  doir  auffi  etre  inregrable  quand 
deux  quelconques  de  ces  trois  forces  evanouiflent  $  par- 
cequ’alors  on  a  le  cas  d’un  corps  attire  vers  un  feul  cen- 
tre  fixe  par  une  force  proportionelle  k  la  diftance ,  ou  re- 
ciproquement  proportionelle  au  quarr^  de  la  diftance. 

Les  cas  ou  la  force  4  ct  r  efi  nulle  ayant  deja  etc  exa¬ 
mines  fort  au  long  dans  le  Memoire  pr^c. ,  je  me  bor- 

nerai  ici  a  examiner  ceux,  ou  les  deux  autres  forces 

Sc  2lC  difparoiflent  a  la  fois  enforte  que  le  mobile  ne  foit 

aflujetti  qu’  a  la  feule  force  4  ot  r  proportionelle  a  la  di- 
ftance. 

Soit  donc  0  =  o  ,  &  y  t=  o  ,  on  aura  aufli  p  s=  o 
&  v  c=  o  ( art .  X.)  &  les  equauons  (/)  &  (X)  de- 
viendront 

ds _ 

V'  (v-4- -*■  <*)*4  — 


V  ( .f)  ~f-  ^  nr  et  /  U*  —  et  ^  ) 


i$6 

(0)  -  - -dt  — 


sl  d  s 


i  V  (  ,  +  £  i*  -t-(&  -f-  se)  —  «  *s) 
uz  d.u 

2.  V'  (  u  -i-  ^  uz  ~h  (&  -+-  «:)  u*  —  au6) 

0r  fi  on  reprend  les  equations  primitives  (  B  )  &  qu’on 
y  fubfiitue  2  a  au  lieu  de  X,  ■  &  de  Y  (  art .  /X  )  on 


— —  ^ - h  5  ct  a:  -H  3  jecy  —  «c  —  £  ~  o 

-77-r  ■+“  5  «ej+3.«*  —  “  —  &  =  0 

ou  bien  en  prennant  la  fomme  Ia  difference ,  &  failant 

*  -*-y  =  4-  >  *  —y  =  £ , 

1  ——rjr  -+-8*\J,t— i(«-i-8)  =  o 

Ittf  +  i^!=o 

d’  ou  il  eft  aife  de  tirer 


•  —  #  —  £  =  < 


Hh  8  OC  \J/  t—  2  (  et  -4-  ^  )  =  < 


4=^ 


•  A  cofi  4«V«t  -+-2?fin.44r  V'  ce 


/  \  J  -vp  =  - - cofi  4*  v  <t  -+-Z?fin.  4 1  v  a 

C  V  )  *  -  r  V  4  « 

Lf'  —  C  cofi  2  r  v'  «-+-/)  fin.  1  t  V  a 
A ,  Z?,  C,  Z?  etant  des  conflantes  arbitraires ;  8c  ces 
deux  equations  ieront  neceflairement  les  integrales  des  equa¬ 
tions  (X)  &  (O)}  il  faudra  feulement  faire  enforte  que 
les  deux  conflantes  &£  s’accordent  avec  les  conflantes 
A,  B,  C ,  D  j  ce  qui  efl  facile  $  car  on  n’  aura  qu’  a 
effacer  dans  les  Equations  ( G )  &  (iZ)  les  termes  afle- 
ftes  des  quantites  /3 ,  &  y ,  &  y  fubflituer  enfuite  au 

lieu  de  x  ,  y  r~  &  ~~  leurs  valeurs  tirees  des  equa¬ 
tions  (())  en  y  faifant ,  pour  plus  de  fimpflcite,  t  =  o; 
on  aura  par  c£  moyen  deux  equations  par  lesquelles  on 
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pourra  determiner  deux  quelconques  des  conflantes  A  , 
£  y  C  9  D  ',  &  Jes  deux  autres  demeureront  arbitraires. 

On  pourroit  encore  ,  fi  on  vouloit ,  trouver  1’integrale 
de  1’ equation  (N)  d’une  maniere  plus  fiirjple ,  que  voici. 
La  feconde  des  equations  (P)  erant  multiplice  par  d  %  & 

integree  donne  — •+■  a  (Ji  etant  une  conflante 

arbitraire),  d’ou 4’on  tire  ~ •  s=  2V  (.H  )  >  or  ^ 

.  tt  d  i  S  d  tt  / /  rr  2  j\ 

1=  x  y  =  «fj  donc  — — — *- —  =  iv(i^— *  )* 

^  at 

mais  on  a  par  les  equations  (JV)  &  (0) 
df  ^  _  »  ✓  '( 4-  t  s*  -h  (S  *)  *4  —  *s6) 

57  ""  i2  —  k1 

d  u  a  V  (  4-  ,{£  tt*  •+■  (  ^  “H  ct )  u*  * —  ct  r/  ) 

Tt  ~  ■— 

donc  fubftituant  cette  valeur  on  aura  f 
— - — -  v'  (.-«  -Hh  Z>a  4-  (&  -+■  *)*4  —  * 

j%  —  » 

— i —  V  (  «a  +  7  u1  +  ("S  4-  *  )  «4  —  *  } 

j*  - 

5=  *uz  s*) 

X  V, 

Nous  avons  fuppofe  dans  IArt.  IV.  que  la  quantite 
(i  A  B)dx  ( 1  C  -h  B)  dy  etoit  une  diffCren- 
tielle  complette  j  &  nous  avons  reduit  par  ce  moyen  la 
differentielle  dZ,  a  la  diffCrentielle  dV  donc  nous  avons 
enfuite  cherche  les  conditions  de  P  integrabilite.  Confide- 
rons  maintenant  la  quantite  dZ  elle-meme,  voyons 
quelles  font  les  valeurs  les  plus  generales  de  X  &  de  Y 
qui  peuvent  la  rendre  une  differentielle  exafte. 


Pour  cela  011  aura  fuivant  le  theoreme  gdneral,  POquation 

vf  dA  1  /  i  \  dB  B\ 

X{>xly-*'  *  ~ )  + 

v(  dB  .  dA  .  „\ 

JV  *  +  (*'4'-y  ”  °  +  ■*“  ‘*)  **• 

~  [By  + A  (x+y  -  .)]  H- 
UXix*  IT  1,1  (~J-  +  t~)  = 

r(  'y  r,  +  r  < *  •*■  >  -  * >  sf  -1-  f  )•*• 

_ r  Y  dB  ,  sdC  ^  _\ 

X\x7^^x+y~l)in  +  'c-*-  lB)  + 


—  [  Z?  x  -h  C  ( #  -hy  —  i  )  ]  -+• 


(fXdx  +  fYdy)  (- 


/ i dC  d B 

1  v~zr  ■*■  ~n 

dA  „  </B 


i,,a”  ~rx - 75T’&^r - ~s.-^ 

donc  I’  equation  procedente  deviendra 
v  dA  i  y  dC  B 

)X(-x  ~  ■»(*+*- O  7T  -  7  “ 

xr  r  ^  C  1  ,  .  v  B 

3r  t*  ~  r <*•+■./ -o^  -  - 

j  Ttr 

~  [  Bx  +  C  (x-i-y—i )  ]  h- 


</C  ,  , 


—  [  -+-.4  I  )  ]  ■+■ 

>■< /X*c*fTiX1 

Subftituons  pour  A  ,  B  ,  fk  C  leurs  valeurs  a  -4-  by  Hh 
cjy* ,  iST  —  bx  —  hy  —*  xcxy7  g  -+*  hx  4-  cx*9 
&  nous  aurons 
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^  [  z  x  (6  -+■  uy)  —  {x-by  —  O  (i  +  *e*) 

—  K  -+■  bx-b  hy-bzcxy  —  ig  —  zhx  —  zcx1'] 

—  - —  [  zy  — (#-+-y — i)  (£-t-icy) 

—  i[  +  ^  +  hy  -Hic #y  —  a  a  —  i  £y  —  a  cy*] 
d^C 

- 5”  £•*  ^  “  kx~hy-2cxy)  +  (x-+~y-i)  (g-4-hx-t-cx2)'] 

d  Y 

-+•  —  [y  (K~bx-~hy~icxy)^{x-+-y—  i)  (a~f-6y-+-cya)] 

H“  3  (fXdx+-  fY  dy)  [  £  —  A-H  ic  (y  —  #)  ]  ==  o 
ou  bien  ,  en  ordonnant  les  termes  &  effa^ant  ce  qui  fe 
detruit . 

—  [i£*—  (x—  i)  -4-  icx)—K—ig  -t-  (b~ih)  x—xcx*]  «— « 

2 

^  [  JRTjc  —  -t-  (x- i )  (g  -bhx  -+-cx*)  ]  -+- 

3  /Xd*  (b  —  k  —  2  cx  )  — 

“■  [a^y  “  (y  —  i)  (&h-  acy)—X— zri-+-{A—  i^)y  —  2<y*)-H 

^  -Ay*  -+-  (y -  i  )  («  **■  •*•  ey*  )  ]  -b 

3  dy  (b~h  -4-  2  cy  )  H- 
y  (  Xx  *— «  (  g-  '+-  cx*  )  H-  bcfXdx  )  •— 

j  y 

x(bcYy  —  —  ( a  -4- cyl  )  ^rbcfYdy)  s=  o 

Or  a  caufe  que  X  doit  etre  une  fon&ion  de  feul, 
&  X  une  fon&ion  de  y  feul ,  il  eft  facile  de  voir  que 
cette  equation  ne  fauroit  avoir  lieu  a  moins  que  Ton  n’ai 
1  dTC 

1. °  6c  Xx - (g  cx*  )~b6c  fXdx  ==  *  -+-  (Zx , 

2. ”  6cYy-~  (arbcyl)~b  6cfYdy  t=y-b®y 
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3*°  ~  C&  *“  ^  -+"■  (  3  ^  —  J^+i-c)x-4 
dJC 

{'g  -*r-(h  —  R  -g)x  ^(c  +  b--h)x?'—  cx3  >4- 

3  fXdx  (b  —  h  —  i  cx)  =  %  H-  ^X. 

?  F 

4*°  —  ( b  —  K  4-  (  3  A  —  3  .  £  -+-  2,  c  — •  4  cyl  )  4. 

/F 

—  (a  ~h  (b~K-g)y  4-(c4-  h-b)yi-cy!)  4- 

3  /KJy  {h  —  b  —  %cy)x=.  §  ~h  cty  ,  «t ,  i@  ,  y  ,  &  &  etant 
des  conflantes  quelconques  . 

Ainfi  il  faudra  que  les^  quantites  &  F  foient  telles 
qu’elles  fatisfaflent  a  ces  quatre  equations  a  la  fois;  au*- 
trement  les  equations  ( B)  ne  feront  point  integrabtes ,  a u 
moins  par  notre  methode  8 

Si  on  fait  a  =  o  ,  g  =  o  ,  c  s=  o  ,  et  =  o  , /3=  o-, 
^  =  o  ,  &  qu’  on  fuppofe  m  c=  /i  —  A:  ,  &  /2  =  £  — ^ 
les  quattre  equations  de  condition  fe  reduiront  a  cesdeux-ci 

m~t~  3  n  x)  4-  (/w  x  4-  /i  at2),  -t*3  nfXdxz=$(k 

3  F  ^  F 

—  («*-*-  »'  —  3  [  (  «  -t-  »-)  J  -  n^1] 

—  3  nfYdy  =  S 

par  lefquelles  on  pourra  determiner  Af  &  F. 

Si  on  fait  dans  ces  dernieres  equations  m  c=  o  ,  n  t=z 
&  &  =  o  ,  on  aura  le  cas  de  FArt.  F.  qui  efl  inde- 
pendant  des  valeurs  de  X  &  de  F  \  &  (i  on  fait  feule» 
ment  n  «=  o  on  aura  celui  de  VArt.VL,  d’  ou  T  on 
voit  que  ce  dernier  cas  n’ eft  qu’ un  cas  particulier  des 
valeurs  de  AT  &  de  F  que  fournira  1’  integration  des  equa** 
tions  precedentes}  mais  nous  ne  poufferons  pas  plus  loin 
nos  recherches  Iqr  ce  fujet  „ 


XVL 


XVI. 


2  4* 


Au  refte  quelles  que  foient  les  valeurs  de  X  &  de  F, 
i’  Equation  (  D  )  donnera  toujours  (  en  faifant  e  c=  o  ) 
cette  integrale  particuliere  \  ~b  V  x  4-  V  y  =  o  ,  les 
radicaux  pouvant  etre  pris  en  4-  ou  en  — . 

Pour  le  faire  voir  je  fuppofe  x  -4-  y  s=  u  ,  x  y 

t=  o»  ce  qui  donne  x  “  *  ,  &  y  =  -----  ,  & 

1’ equation  dont  ii  s’ agit  deviendra  apres  les  fubftitutions 

duy  -+■  (  2  u  -  1  )  <4*  -  2  *  du  du 

* 

r-7  *  (/*“«  -/r^=  i- 

Or  duz  (  2  w  —  t  )  —  2  6)  ducla  ~  (  du  — 

(eo1  —  1«  +  1  )  j  donc  fi  on  fait  2  &  —  <ya  —  1 
j=  F  on  aura 

— — — “  *+-  F (fXdx  4-  fYdy  c=  e  equation  a  laquelle 

farisfait  evidemment  V  c=  o  dans  le  cas  de  f  e=  o;  ainfi 
on  aura  cette  integrale  particuliere  2  u  —  of  —  1  =  0 
c’  efka-dire  2(#H-ty)-"“(#-“.y)z  —  i:==  o;  or 
je  dis  que  cette  equation  efl  la  meme  que  celle  -  d 

1  -4-  Vx  4-  Vy  =  o  i  c’  eft  de  quoi  on  peut  Te  con- 
vaincre  aifdment  en  faifant  difparoitre  les  radicaux  par  la 
methode  ordinaire  ;  ou  bien  il  fuffira  de  remarquer  que 

2  —  a  ( x  4 -  y)  4-  (x  —  y)z  =  (1  4-^Ar-t-Vjy) 

(  1  —  V x  4-  Vy  )  (  1  -t-  t/#  —  )  (  1  —  v'*  —  Vy)y 

comme  on  peut  s’en  afTurer  aifement  par  Ia  multiplica- 
tion  aduelle. 


Maimenant  puifque  x  s=  ^  ,  il  eft  clair 

<Iue  1’  integrale  dont  il  s’  agit  donnera  j  4-  p  -4-  q  s=  oj 
ce  qui  eft  le  cas  ou  le  corps  fe  meut  dans  la  meme  ii* 
Mifc.  Taur,  Tom.  IV,  h  h 


gne  droite  qui  pafle  par  les  centres  des  forces ;  ainfi 
cette  inregrale  ne  nous  apprend  rien  de  nouveau  touchant 
le  mouvement  da  corps. 

XVII. 


Nous  terminerons  ce  Memoine  par  une  .remarqoe  qu’ 
ii  eft  bon  de  ne  pas  omettre.  Le  Probleme  du  mouve- 
ment  d’  un  corps  attirg  vers  deux  centres  fixes  ne  peut 
s’  appliquer  a  la  lune  ,  entant  quklle  <eft  attloee  a  la  fois 
vers  la  terre  &  vers  le  foleil ,  qu’  en  fiippofant  que  cet 
aftre  foit  eii  repos  par  rapport  a  la  terre  i  mais  comme 
la  force  qui  altere  le  mouvement  de  k  lune  autour  de 
la  terre  ne  vient  que  de  la  difference  qu’  il  y  a  entre 
i’  attra&ion  du  foleil  fur  Ia  lune  ,  &  fon  attradBon  fur  la 
tier-re  ;  il  ne  fuflira  pas  de  regarder  le  corps  comme  ar¬ 
tire  vers  les  deux  centres  fixes  par  des  forces  recipro- 
quement  proportionelles  aux  quarres  des  diftanoes;  il  fau- 
dra  de  plus  y  ajouter  une  troifieme  force  dirigee  paral- 
lelement  a  la  ligne  qui  joint  les  deux  centres ,  &  dont 
Ia  quanti  te  pourra  etre  fuppofee  conflante  ■,  cette  force 
reprefentera  celle  que  le  foleil  exerce  fur  la  terre  ,  & 
qui  doit  etre  tranfportee  a  la  lune  en  fens  contraire  j  or 


fi  on  nomme  cette  force  fetant  la  diftance  des  deux 

centres ,  &  qu’on  Ia  decompofe  en  deux  autres  dirigees 
vers  ces  memes  centres ,  il  efl  facile  de  voir  qu’elles  fe- 
ront  exprimees  par  2  ot  p  ,  &  —  actj;  deforte  que  les 

forces  totales  P ,  &  Q  feront  P  s=  i  a  p  -+-  — — —  & 


Q  =  - 


fi 

— »  ce  qui  donnera 

t 


_ 

X  V  X 


M3 

Telle  efl  donc  1’  hypothefe  qu’  ii  faudroit  adopter^  pour 
que  la  fblurion  du  Probleme  dont  il  s’  agit  donr.at  le 
mouvement  de  ia  lune  autour  de  la  terre  regardee  com¬ 
me  en  repos,  &  abitra&ion  faite  du  mouvement  du  foleii 
mais  en  fubftituant  les  valeurs  precedentes  de  X,  &  de 
Y  dans  les  equations  de  condition  de  l}Art.  XV ,  on  verra 
d’  abord  qu’  il  e(t  impoflible  de  fatisfaire  a  ces  quatre 
equations  a  la  fois ,  a  moins  que  de  fuppofer  les  coefi- 
ciens  a,  b ,  c,  &c.  tels  que  chaqu’un  de  leurs  termes 
s’  evanouiffe  en  particulier  ,  ce  qui  eft  le  cas  de  VArt,  V. , 
d’oii  il  s’  enfuit  qu’  on  n’aura  dans  ce  cas  qu’  une  feule 
integrale ,  &  qu’  ainfi  le  Probleme  ne  pourra  pas  meme 
fe  reduire  aux  premieres  differences. 


- 

' 
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Sur  le  calcul  integral 

Par  M.  le  Marquis  de  CONDORCET. 

Dans  le  Probleme  ou  je  me  propofai  de  trouver,  une 
differentielle  exa&e  qui  eut  lieu  en  meme  tems  que  la 
propone ,  j’  ai  fuppofe  que  cette  differentielle  etoit  ra- 
tionelle ,  ou  ne  contenoit  pas  d’  autres  radicaux  que  la 
propofee  mife  fous  une  forme  lineaire  :  cette  fuppofltion 
n’  e  A  pas  exa&e,  &  je  vais  corriger  ma  folution  en  con- 
fequence.  Je  ne  parlerai  que  du  cas  ou  Ia  propofee  mife 
fous  une  forme  lineaire  eft 'rationelle  ,  parceque  Pon  peut 
toujours  tout  reduire  a  ce  cas  ,  &  que  les  memes  refle- 
xions  s5  appliquent  aux  autres  fans  aucune  difficulte. 

i.  D’abord  on  remarquera  qu’  il  ne  peut  pas  y  avoir  dans 
ce  fa£teur  de  radica!  qui  ait  pour  expofan-t  un  nombre 
rompu,  &qui  devienne  unefon&ion  inrerfcendante,  parceque 
en  fuppofant  qu’  il  y  en  ait  un  tel,  il  faut  neceflairement 
qu’apres  1*  integration  ,  il  foit  multiplie  par  une  conflante 
arbitraire  ,  donc  alors  P  integrale  ne  peut  contenir  de  lo¬ 
garithmes;  en  effet  fi  elle  en  contenait,  il  faudrait  ou  qu’  iis 
fuflent  multiplies  par  cette  interfcendante  ,  ou  qu’  il  y 
eut  deux  arbitraires  dans  1’  integrale ,  ce  qui  ne  peut  arri- 
ver.  Or  fi  P  integrale  ne  contient  pas  de  logarithmes  ,  mais 
feulement  ce  radical  interfcendant ,  repaffant  des  nombres 
aux  logarithmes ,  on  aura  une  integrale  &  par  confequent 
une  differentielle  exa&e  fans  ce  radical,  donc  enftn  on 
pourra  .  trouver  un  fa&eur  qui  ne  le  comienne  pas. 

11  fuit  de  cette  remarque  qffappellant  en  general  le  fa- 
&eur  A  on  pourra  mettre  dans  'P  equation  de  condition, 
ou  dans  les  equations  de  condition  ,  au  lieu  des  difteren- 
Mife,  Taur.  Tqjii*  IK  *  i 
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ces  entieres  ou  parti&lles  de  A ,  leurs  valeurs  tlrees  de 
?  equation  a  4-  b  A  -4-  c  A1  4-  fi  A'  .  .  ,  o  ,  ou  a  , 
b ,  r ,  fi ,  font  des  fonftions  rationelles  &  entieres  des  va- 
riables  ,  &  il  faudra  qu’  enfuite  ces  equations  de  condi- 
tion  deviennent  nulles  ,  en  y  mettant  a  Ia  place  de  Ia  puif- 
fance  m  du  fa&eur  A  fa  valeur  tiree  de  1’  equation  hy- 
pothetique  ci-deffus  du  d^gre  /72  •. 

Si  on  fuppofe  que  ce  d^gre  rn  eft  ind^fini ,  on  le  fera 
fucceffi  vernent  %  ,  2,3,4  &e.  en  fuppofant  que  les  a  r 
c,  fi  ,&c,  font  auffi  des  d^gres  1,  2,  3  ,  4  &c.  &  on 
parviendra  enfin  a  une  equation  qui  fatisfera  a  celles  du 
fa&eur  ,  &  on  connoitra  m  8c  les  fon&ions  a  ,b  ,  c,e  &c. 

II.  L’  equation  propofee  ne  contenant  pas  le  radical  qui 
entre  dans  le  fa&eur ,  il  $’  enfuit,  que  fi  ce  radical  a  plu- 
fieurs  valeurs  ,  chacune  de  ces  'valeurs  rendra  ^galement  la 
propofee  une  differentielle  exa&e,  &  par  confequent  que 
lr  expreflion  du  fa&eur  ainfi  trouvee,  donnera  autant  de 
Solutions  de  Ia  propofee  qu’elle  aura  de  valeurs  reel- 
iement  differentes.  Ge  qui  peut  ahreger  beaucoup  la  fo- 
lution  des  Probl£mes  fuivans.  Mais  d’abord  on  condura 
de  ce  que  je  viens  de  dire. 

i.°  Que  pour  le  premier  ordre,  comme  on  ne  doit 
-avoir  qu’une  feule  integrale,  ii  fera  pennis  de  faire  1’equa- 
tion  hypothetique  en  A  de  la  forme  Amp  4-  a  t=  o* 
772  etant  un  nombre  rationel. 

2.0  Que  pour  le  fecond  ordre  ,  comme  on  ne  doit 
avoir  que  deux  integrales,  ibfera  permis  de  faire  a  4- p  Am 
4-  q  Azm  =  o  . 

3.0  Que  pour  le  troifieme,  comme  il  n’y  a  que  trois 
integrales,  il  fera  permis  de  faire  a  4-  p  Am  4-  q  Azm' 
4-  r  A' M  =  o  . 

Et  ainfi  de  fuite  . 

On  pourrait  obferver  ici,  qdau  lieu  des  formes  ci-def- 
tfu  s,il  ferait  .plus  general  deprendre  pour  le  troifieme  ordre 


&  les  fupdrieurs  des  formes  a-t-p  Am  •  d  -+~p'  Am  &c. 

parceque  ces  formes,  quoique  apartenant  k  des  equations 
plus  elevees,  ne  donnent  cependant  pour  A  qu’un  mime 
nombre  de  valeurs.  Mais  ces  formes  me  paraiffent  appar- 
tenir  au  cas  ou  Am  etant  donne  par  une  equation  du  de- 
gre  iri  -4-  m  &c.  ces  iri  m  valeurs  fe  rdduiraient  k  deuxr 
&  ou  ces  deux  fa&eurs  rendraient  la  propofee  de  la  for- 
me  dm'V ,  dm"F  j  en  effet  fi  1’ equation  en  A  contient 
des  racines  egales ,  on  aura  en  Ja  differentiant  le  coefficient 
de  dA  egal  en  meoie  tems  a  zero  ,  &  donnant  A  par 
une  equation  d’  un  degre  moindre  $  or  puifque  cette  nou- 
velle  equation  fatisfait  aux  equations  de  condition  ,  il  eft 
clair  ,  ou  que  toute  fes  racines  y  fatisfont ,  ou  qffelle  a  un 
divifeur  rationel:  le  premier  cas  eft  impoffible,  ou  retom- 
be  dans  celui  que  j’  examine  ,  &  donne  une  equation  d’uri 
degrl  moins  eleve  $  dans  le  fecond  en  faifant  fur  le  quo- 
lient  le  meme  raifonnement  que  fur  Tequation  fuppofee,  8< 
ainfide  fuite,  on  trouvera  toujours  que  Ia  forme,  qui  don¬ 
ne  a  A  autant  de  valeurs  que  la  propofee  a  d’  integrales* 
a  toute  la  generalite  fuffifante. 

III.  On  voit  par  ce  que  je  viens  de  dire ,  que  fi  drun  cote. 
Ia  recherche  des  fa&eurs  eft  pius  difficile,  d’un  autre  on 
peut  par  une  feule  operation  trouver  a  la  fois  un  nombre 
de  fa&eurs  egal  a  T  expofant  de  I’ ordre  de  ia  propofee. 
Les  Problemes  pour  lesquels  j’ ai  expofe  des  meihodes  dans 
Ia  fuite  du  Memoire  fe  refolvent  de  meme  que  fi  le  fa- 
&eur  etait  rationel,  &  cette  pius  grande  complication  du 
fafteur  n’  y  ajoute  aucune  difficulte  particuliere.  Nous  ob- 
ferverons  feulement  que  ,  Iorfqffon  aura  trouve  un  nombre 
de  fa&eurs  differens ,  1’ordre  de  1’equation  etant  n  ,  fi  l*on 
veut  n’  avoir  a  integrer  par  les  quadratures  que  des  fon- 
ffions  raticnelles,  on  prendra  autant  de  fa&eurs  qu’  il  y 
en  a  qui  contiennent  des  radicaux  donnes  par  des  equa¬ 
tions  differentes ,  on  fera  difparaitre  les  radicaux ,  &  re- 
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gardant  la  propofee  mife  fo us  une  forme  rationelle  comme 
uue  equation  du  premier  ordre,  ce  qui  eft  toujours  per- 
mis  ,  alors  on  differentiera,  Oa  aura  donc  une  equation  du 
fecond  ordre  a  integrer,  on  en  connoitra  un  des  fa&eurs, 
par  confequent  1’  autre  fa&eur  ne  contiendra  d’autres  ra- 
dicaux  que  celui  d’une  equation  du  premier  ordre,  &  me* 
me  n’  en  contiendra  point  du  tout ,  parceque  i’  integrale 
d’  une  fonftion  ne  peut  pas  contenir  d’  autres  radicaux 
que  fa  difFerentielle  exa&e  , 

Exemple  de  la  methode  expliquee  ci-dejfus* 

Soit  F  equation  du  premier  ordre 
4 x3dy  —  2 xzydy  —  1  xzydx  -h  xy2dx  ■+■  xy2dy  —  2 y*dx  -  xzdx 

—  x2dy  ‘H-  ixydx  h-  xydy  —  xyzdx  =  o  . 

Si  je  la  mets  fous  la  forme  Bdy  -4-  Cdx  =  o  &  que 

multipliant  par  A  je  fuppofe  — -  ,  &  Am—  Q. 

Q  etant  une  fon&ion  rationelle,  je  trouverai  que  je  puis  fup- 

1 

pofer  m  =  2  &  Q  =  -  .v4^5  -  ix6y2  -f-  4 xsy*  -  ix+y*  - 

$x6y  x7  ~*--$x5y2- x+y3  &  en  extraiant  Ia  racine  ^  = 

i _ 

i/ac  —  y  *  -f-  maintenant  on  reduira  la 

difFerentielle  ainfi  trouvee  aux  fra&ions  rationelles  en  fai- 
fant  x  —  y  =  f3.  Si  y  =^=  x  —  {2  &  1’  integrant  on  trou- 

vera  que  F  integrale  en  efl  l  x\-~  {2  —  {  —  /  *  —  — 

—  JV  j  d’  ou  on  voit  que  F  integrale  de  Ia  propofee  eft 

ly—Vx  —  y  —  ly-hV  x  —y  —  'IdLzJL  -4-  N  ==  o  . 
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IV.  On  pourrait  auffi  employer  la  methode  des  feries 
pour  trouver  le  fa&eur  A  ,  les  loix  de  ces  feries  feraient 
fuppofees  de  la  forme  qffelles  doivent  avoir  pour  reprefen- 
ter  Jes  racines  d’  une  equation  algebrique  ,  &  on  trouve- 
rait  les  moyens  de  rendre  cette  forme  comparable  avec 
celle  que  donnent  les  equations  de  condition  pour  la  loi 
d’  une  ferie  qui  repreienterait  A . 

V.  La  raifon ,  qui  nfavoit  porte  a  regarder  comme  ra- 
tionel  le  fa&eur  de  toure  equation  rationelle ,  venoit  de  ce 
que  le  radical  qui  pouvait  s’  y  trouver  me  paraiffait  de- 
voir  avoir  un  coeficient  arbitraire ;  mais  on  voit  par 
Fexemple  ci-deffiis  que  quoique  dans  la  differ entielle  exade 


le  coefficient  de  Vx  —  y  foit  arbitraire  ,  il  ne  peut  etre 
fuppofe  tel  dans  1’integrale,  parceque  parmi  les  quantites 


rationelles  fe  trouve  le  qu£rre  de  Vx  — .  y  dont  le  coeffi¬ 
cient  n  eft  pas  arbitraire  ,  &  voila  ce  qui  diftingue  les 
radicaux  algebriques  des  interfcendants  dans  la  queftion  qui 
nous  occupe  ici. 

Quoique  la  fuppofition  que  j’ai  faite  ci-deffus  me  paraiffe  ge¬ 
nerale  ;  cependant  comme  elle  depend  de  la  theorie  des  equa¬ 
tions  determinees,  theorie  qui  n’eft  pas  encore  fuffifamment 
eclaircie  au  deffus  du  quatrieme  degre,  il  faudra  peut-etre  pour 
plus  de  generalite  au  lieu  de  fuppofer  Fequation  au  fa&eur  du 
degre  n  m  pour  Fordre  n  &  ne  contenant  que  des  puiflances  m 


,  -  i...  a 

la  fuppofer  du  degre - - - ne 

cqntenant  que  des  puiffances  m\  p  eft  ici  le  plus  petit  di- 
vifeur  de  n  - 4-1  autre  que  1’  unite.  11  y  a  cependant 


tout  lieu  de  croire  que  Ia  nouvelle  etendue  que  je  pro- 
pofe  ici  de  donner  a  cette  folution  eft  fuperflue  parcequ 
une  quantite  qui  n’  eft  fufceptible  que  de  n  valeurs  ne 


differerait  de  ta  premiere  forme  indiqude  ci-defTus ,  que 
parcequ’  il  y  aurait  a  ces  n  valeurs  des  coefficiens  irra- 
tionels,  que  Tereclion  a  Ia  puiflance  m  ne  pourrait  faire 
difparaitre  $  mais  1’  Aquatio  n  qui  les  fait  difparaitre  erant 
homogene  entre  la  racine  &  fa  valeur  affe&ee  de  ces  coef¬ 
ficiens  la  forme  de  la  racine  refte  Ia  meme  que  ci-deflus 
dans  le  cas  prefent  oii  ces  coefficiens'  fcuit  arbitraires* 

Rihemcnt  da  30  Avril  1771 


DE  INTEGRATIONE  INDEFINITINOMIl! * 

Jl S^uum  hic  commentarius  ah  auctore  P.  Gianella  foc.  Jefu 
Mathefeos  profeffore  in  Coli.  BraiL  Mediolani  ad  cl.  Comi¬ 
tem  $ alutiarum  miffus  fuiffet  ah  an .  1769.  menf.  febr.  ut 
ipfum  R-  Societati  offerret ,  quumque  /ociorum  ad  id  dele¬ 
ctorum  fuffragiis  fuiffet  probatus ,  qui  &  auctoris  ingenium  r 
&  in  arduis  ,  intricatifque  computationibus  expediendis  faga- 
citatem  commendarunt  ,  SOCIETAS  huic  libro  inferendum  effe 
decrevit. . 

Propofito  differentiali  x  —  r  dx  X%  in  quo  cum  expo¬ 
nens  r  eft  pofitivus,  fit  X  s=  f  xm  -+-  g  xn'  4-  h  xm ''  -f- . . 
cum  vero  eft  negativus,  fi t  X  =z  f g  xm  ~h  h  xm' 
quaerentur  i.°  conditiones,  quibus  affefti  effe  debent  ex¬ 
ponentes  r  ,  m  ,  m  ,  id* ... ,  ut  x  ~ r  d  x  Xn  poflit  inte¬ 
grari  :  deinde  fi  in  exponentibus  repertae  conditiones  non 
contineantur,  quaeretur  methodus  obtinendi  ferieni ,  in 
qua  exponentes  extra  fignum  ,  ut  aiunt ,  perpetuo  ad  uni¬ 
tatem  accedant,  quaeque  ita  ubicumque  abrumpi  poflit,. 
ut  noti  fint  termini  nondum  integrati ,  qui  fint  addendi. 

Hinc  cum  poni  poflit  y  dx  =  x  —  r  dx  Xa,  five  y 
s—  x  ±  r  Xn  ,  fi  fuerint  repertae  conditiones  ad  integran¬ 
dum  x  ~r  d  x  X",  habebuntur  quoque  conditiones  ,  qui¬ 
bus  exponentes  praediti  eflfe  debent ,  ut  curvae ,  quas 
exhibet  aequatio  y  st='  a:  ± r  Xn ,  poflint  quadrari. 

Ponatur  ergo  fx  ~r  dx  Xn  =  AxuX*'*~ 1  -H  fYdxXn 
ubi  quantitas  conflans  A  ,  variabilis  Y,  exponens,  u  ,  de¬ 
bent  in  decurfu  determinari :  tum  fumafitur  differentiae ,! 
quae  dividantur  per  d  x  ,  &  multiplicentur ,  vel  dividat** 
Mijc.  Taur.  Tom ,  k  k 
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tur  per  X *  prout  exponens  n  fuerit  vel  negativus ,  vel 
pofitivus  :  habebitur. 

j  -y- 

*  - r  =  A  u  x*  —  1  X  ~h  (n-hi)  xu  - - h  Y , 

d  x 

In  hac  aequatione  pofito  «  +  i  «  &  fubftituto 

valore  Indefinitinomii  X ,  &  eius  differentia  divifa  per 
d  x ,  cum  exponens  r  eft  pofitivus  ,  habebitur. 
xr^Aufxm  ■+*  "  ~ l-hAugXm'  u  —  l~hAuhxn//  v  *+-Y 

Amrifxm  +  *—1  -i-Amrigxm/’*’ " “*  1-+-Am//rihxm/’*~u~t-h  ... 
Sit  modo  exponentium  m9  m  m*  ..  .  maximus  m,  & 
fiat  m  -H  u  —  x  =  r,  unde  m  —  i  =r  r  — •  m^u  !=/*-*-  i  —/77, 

fiat  praeterea  ^  u  f  ~h  A  m  ri  f  ==  i  ,  unde 


{  r  *+■  i  -  m  -+•  ri  m)f 


A 

0 

A 


u  g  A  m  ri  g  s=: 
u  h  ■+■  A  fri'  ri  h 


(  r  +  i  —  m  -f-  ri  rri  )  g 
(  r  •+•  i  -  m  -h  n'  m  )f 
(  r  -+-  i  —  m  n'  rri'  )  h 
(r  +  I  -  w  *+■  ri  m)f 


1  ■  TT  ( r+i-m+rim')  g 

hmc  r  =  —  : - — r~r„xm'  — 

(r+  i-m+ti m  )/ 


(  x-m+ritri*)  h 
(  r-t-i-m+rim  )  f 


Cum  vero  exponens  r  eft  negativus ,  erit 
x  —r=:Aufxu 1  -4-  Augxm  •+•“—•/ H-  Auhxm'  -+•  “  — 1  -h .  . -H  Y 
Amrigxm  u  — 1  -h  Atririhx w'  1  -H , . . . 

Quare  exponentium  m  ,  m' ,  m' . . .  fuppofito  m  minimo  , 
&  pofito  «  —  i=r,  A  u  i  ,  eodem  modo  habetur 


(  i  -r)/’  &  ^  — 

__  (  i  f 

(i-O/ 


(l-O/ 


Subftitutis  vero  in  M  valorihus  inventis  pro  A,Y,  u9 
habebitur  in  i,°  cafu. 


/V  Jx  X *  =  - — — 

J  (r  +  !“?»  +  »» 


-«^«Og  x.^_„  dxX._f 

{r+i-m  '■n  m)f  f  r+i-w +nm  j/^ 


*  dx  x-  —  f...  in 


Xm+'—f 


r(  i-r'-n'm')z 

(i-O/ 

(  i-r-*-»  m'  )  & 

“TT-rl7^ 


*"  rf*# . 

Generaliter  autemi  fafto  in  i.*  cafu 


i  —  m  -t-  n  m 


m  -  /7Z  =s=  q 

m —  tfz  = 


i  -+*  ri  m  ~  a. 


habebitur , 
/x  ±r  dxX”t 


^  7*  H-  d)  f 


r(±r+g')g 

\+r  +  a)f 


, ±i* '  i,  x-  - ! ;  rvTO'*''  ■<**  - 

{"£.  r  +  a  )  f 

,  (  +  r  +  <i'")i  *r  +  r" 

f  Tt^lT  *  dx  x  —  .  .  .  .  (N) 

Hinc  patet  terminos  affe&os  %no  /  futuros  in  aequatione 
jV  numero  t ,  ii  termini  in  dato  muitinomio  fuerint  r  -f-  »  • 


Sit  iam  X  s=  f  xm  -4-  g ,  vel  < 
fcilicet  X  binomium ,  hinc  N  erit 
„  ±' ,  i  +r  +  J  T 


'  ( -j-  r  *+■  a)  f 
r  fubflituatur 
(±r+a*)g 


x  </*  J*?.  Quod  fi  in  N  loco  rfc  i 

±  r  H-  q' 9  &  tota  aequatio  N  multiplicetur 

,  ,  ,(±r-t-a')g  ±'+l'  (: 

habebitur x  d  x  X  =  — 


J  (*;r  ■+•*)/'  a)f{+r+a)f 

X‘  -  x- '  2f'  dx  X\ 

J  {"Zy+q  (ir**)  f 

Quod  fi  eadem  inflituatur  operatio  pro  termino  affe- 
)  figno  /,  qui  poftremo  habitus  eft ,  &  eadem  rurfus 
petatur  pro  novo  termino,  qui  haberetur  nondum  inte- 
atus  ,  habebitur  feries, 

r  ix  X‘  —  — - r>  X-  X"*1  -  —  v-=-  —  y  - 

{yZir+a)f  (+r-  f 

±r  +  ,  +  ,/  (H-r-t-y)g  (±r-^q‘-  a' )  g 


efinius 


terminus  porro  5 


appofito  figno  negativo  terminis  paribus,  reliquis  figno 
pohtivo. 
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Quod  fi  alicubi  fit  feries  abrumpenda ,  addatur  /  P 

±  f  +  i  f 

( •+:  r-+-  (s  —  i  )  a  )  g  x  d  x  Xa  vocando  —  P 

coefficientem  termini  antecedentis  sefimi  integrati.  In¬ 
tegrabitur  vero  omnino  propofitum  binomium  difFerentiale , 
nec  quidquam  addendum  erit  feriei  abruptae  poft  termi¬ 
num  ^  ,  ii  fuerit  ( s  —  i)  q  -4-  d  c=  o  ,  fol¬ 

licet  cum  exponens  r  eft  pofitivus  r  =  ^  772  —  1  ,  &  — 
r  =  —  1  —  -y  /tz  —  n  m  y  cum  r  eft  negativus. 

Identidem  vero  contingit  denorninatoris  fa&orem  aliquem 
fieri  =  o  ,  cum  fcilicet  r  -+-  —  1  )  q  +«  =  o. 

At  tum  feries  ufque  ad  eum  terminum  continuetur ,  quem 
fi  tranfilieris ,  incidas  in  huiufmodi  favorem  :  abruptae 
vero  adde  ut  fupra  1  )  /  -+-  a' ) 

— f—  r  •+•  i 

gx~  *d  x  Xn.  Quod  fi  r  fuerit  pofitivus  &  ±  r  -h 

s  q' >  —  1,  tum  circa  hunc  terminum  operandum  eo¬ 
dem  omnino  modo ,  ac  quando  ab  initio  exponens  r  ell 
negativus.  Habebitur  vero  integratio,  fi  fuerit  r  =  —  1 
• —  n!  m  * 

I  I  I. 

Hinc  vero  aperitur  methodus  inveniendi  conditiones, ut 
indefinirinomium  ipfum  integretur.  Sit  tV  ut  in  fine  arti¬ 
culi  1.  Ex  terminis  vero,  qui  in  N  afficiuntur  figno  fy 
unus  tantum  fuperfit ,  reliquis  evanefcentibus,  fa&o  nempe 
numeratore  =  o  ,  tum  circa  fuperftitem  tei  minum  eadem 
recurrent  omnino ,  quae  articulo  antecedenti  di£Ia  funt 
de  Binomii  integratione.  Cum  autem  ex  terminis  affeflis 
figno  f  poifit  fu pereffe  primus,  vel  fecundus ,  vel  tertius  &:c. 
ideo  datum  rnultinomium  tot  modis  poterit  integrari,  quot 
unitates  continentur  in  t . 
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Sit  e,  c.  X  trinomium  ,  hinc  f  =  i  ,  duobus  ergo 
modis  integrari  poterit ,  in  quorum  quoque  conditiones 
duae  reperientur. 

Primus  fi  iit  4-  r  a  =  o  ,  &  r  4-  (s  0  q'^a=^ o 
Secundus  fi  fit  r  h-  a  s=  o,  &  4-  r  (i  —  —  o 

Sit  X  quadrinomium,  hinc  &  r  *=  }*  &  tribus  mo  iis 
integrari  poterit,  in  quorum  quoque  tres  funt  conditiones* 
Primus  4-  r  4-  a/=  o,  r+-u  =d,”*~/*-+-(u—  i)qw-4-aIJ/^=  o 
Secundus  r  4- ./=  o,  r  4-  a  "=o,  *  r 4-*  (<*— i )/  -i-a'  —  o 

Tertius  -+-r4-a//:==:o,  -4-r  +■  ~  o ,  r  ■+-  (j-  i  )^+  a  —  o 

Et  fi  X  fuerit  quinquinomium,  vel  fexrinomium  eodem 
prorfus  modo  licebit  conditiones  repenre.  Hinc  in  mul- 
tinomio  modi  illud  integrati  li  e  unc  numero  t ,  &  nu¬ 
mero  pariter  t  erunt  conditiones ,  quae  in  quoque  modo 
reperiuntur.  Subftitutis  vero  pro  a\  a",  d",  •  *,&/,  q\  q'  . 
eorum  valoribus  ex  artic.  L,  prout  r  f ierit  vel  poiitivus, 
vel  negativus ,  non  omnes  modi  aeque  apri  reperientur , 
fed  unus  prae  alio  eligendus  erit,  prour  fuerint  exponentes 
r  9  m  9  m',  ml'  ....  inter  fe  comparati.  Methodi  applica¬ 
tionem  non  perfequor :  fufficiat  praeltitiflfe  quod  primo 
loco  propofitum  fuerar. 

IV. 

Sin  exponentes  repertis  careant  conditionibus  ,  ad  ha¬ 
bendam  ,  quae  fecundo  loco  quaerenda  propofita  fuerat 
leries ,  ita  erit  operandum. 

Refumpta  aequatione  N,  in  ea,  ut  in  artic.  II.  pro 
binomiis  ,  loco  4-  r  fubftituatur  -+z  r  4-  q  r  &  tota  du- 

catur  m  —  a)fX=: —  ^  a  pofito 

- - __ — y-,  =  J[ .  Obtinebitur  autem  hoc  pa&o  valor 

pto  termino  —  ydaff  x~'*  *  d  *  Eodem  mo" 


,  f  l  * 

do  quaerantur  valores  pro  reliquis  terminis  — r  ^  & 

J  r  •*+  a\f 

—  r  **■  f  .  v  (  ■+•  r  a'"  )  i  ■+■ r  ■+-  f//A 

#  d  x  Xn  —  A-= - —  dx  Xn—  f 

J  +  a)  f  UXA.  -J  ... 

Quod  cum  perarum  tu  erit ,  habebitur. 

( ±r+  q'+a)f 

r  m  •+-r-+>zqt 

f  A  ('-hr-+-q/-ha)gx~'  dxXn 

f4f(-±.r-+-q-+-a  ')hx~~  *  *  dxX* 

fA\-±r^q^-aJ/)ix~  *  *  dxX* 

*+- . 

— fA(-±r*")hx  ~ +f  W“=  -  p^Oi  x  ir+*-"'"X.+I 

(±r+! f+a)fx 

~*-f£(±.r-t-q"-i -a')gx~  1  *  dxX* 
-+-fB(.±r-hq"-+-a")k  x~*'H"  dxX' 
~^fB{-±r-hq"-ira")ix~  dxX* 


fAi+r+dyx-^dxX^-^^l^i  x  *,+,+''+'“' x*+‘ 

i±r-*q"^a)  f  A 


+fC(.±r+f+a')g  x-^^dxX' 
+fC(±r+f+a,')hx*'*'"*'',dxX* 
■+-fC(±r-bq"'-i-a"')ix~  dxX’ 


In  his  valoribus  pofitus  eft  coefficiens  — ^ 

t 


AC+r-i-^g _  j 


■Jt+r+f)b  ___  p  A(±r  _  c 

Eadem  rurfus  operatio  in  his  terminis  inftituatur  ,  qui 
habiti  funt  affefti  figno  /,  &  pofitis 
A'{~r+  4  +  *")A  B  (±r  +  a)  g  - 

obtinebitur  ^.r+J,,  .  ±r+*--1il  X"+' 

fA‘(-±r+q-+-*)gx  dxX"—  g-wf+S)  f  X 

—fA,X’tr+x</+*')  g  x r  dxXn+' 

+r+29r-hq/r 

— fA'\±r-*-iq'-*-a")h  x  dxX’ 

—fA'X±r-i-iq'-ba"')  *  x  dxX 


fB'x-^"dxX^ 


B' 


x-  X"'*'1 


-f-r-l-JjM-j1'1 

.--'"i  dxX 


fC'x 


—fB"  (rfcr-4- j  -h  j'-+- jO  IT* 

-f-rn-9'+»j" 

—fB"(-±r-+-q'~*-q'-+-d)  hx  dxX 

-/ . 


«kX*  = 


X±r+,+,i+l"' 


+r+*q'+q10  __ 

gx~  dxX 

~fC\-±r+q-±-f  -±*x)h  x~  dxX 

+r+q>+li"t 

— *fC/(^Zi‘-¥,<j'-¥>q"r-++i  '*)  i  x  dxX 


-/• 


yj  /Af  H-r+zj'/  ±T+i +*f'' 

fBi+r+q  -t-a^hx  dxX> ’SSz—-p-^  x  X *■*■» 

-hr-f-fS+Zf/ 

-~fD(~^r-hiq"-ha')  g  x  dxXn 


— •/ D  {-+r-Jr  i  y"-+-a")  A  x’ 

-fD(±> 

-/.  .  . 


-> -r-4-|  5" 


-t-rH-xj/z-t-j'// 

— fD(-tr-hiq'-4-a*")  i  x  dxX* 


fe  X  dxXn~ 


.  x~  X"-*-1 


(i ^  i"’*'  ‘i"*'*)  f 

—fE(-±r+q'+f-i-d)g  x~  dx X- 

—fE(~hr-+~q  ”-\rq  n-t~a)h  x  dxXn 

— fE(£r+f-bf+a'")i  x~  dxX" 

-/.... 

fttern  >*  dxX-W^k^ x  x"*' 

—fF(-±r-+-iq  "-t-a )  £  x~  i/xX’ 

-fF(±r+lq" W)  h  ;,+,"+‘"M- 

__  -t-r-f-jaW 

— fF(-+-r-t- 2 q"-i-d")  i  x~  dxX* 

r  -i  /*  r  •  'Ai+r+ff+J)*  B' 

In  quibus  pontum  fuit— - - — r--=^  - - — - — —J=^B‘ 

^  r  (+r^i^+4)/  \±r+tf+{'+4)f 

C'  _ r),  B(+r+-//-*-y/)£ 

‘ - ^  - - - — 


=At 


=  £ 


(•±r+  q'+q'"+a)f  7  {^r^-zq"^a)f  “  X+r+q"+q"'*-a)f 

C  (+r+-q"'+a"/ )  i „ 

(±r-+-  xf*~i~a)f 

Operatio  rurfus  eadem  circa  novos  terminos  nondum 
integratos  inilitui  pollet ,  fed  haec  ad  ea  ,  quae  ie- 
Mifc,  Taur.  Tom .  IV.  i  1 
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quuntur  ,  intelligenda ,  fufficiuur,  Nunc  vero  oftendam , 
quo  pafto  lex  generalis  pro  ferie  eruatur  ,  &  primo 
quidem  oftendam  legem  generalem  exponentium  ,  &c 
numeri  terminorum  in  quoque  feriei  termino,  fecundo 
legem  coefficientiurm 

-4-  r  q 

Moneo  autem  terminum  Ax~  Xn  ■*" 1  habitum  ex  aequa¬ 
tione  i^mihi  eflfe  terminum  primum  feriei  quaefitae,  terminos 
(A'x±  r  +  -t-  Bx±  r  +  *  + 1"  -h  -+- ...)  Xn  +  1 

habitos  ex  prima  operatione  ,  mihi  efle  terminum  fecun¬ 
dum  feriei  quaefitae  ,  Sc  terminos  habitos  ex  fecunda  o pe- 
ratione(^//x±r^-f-2*'-4 -B"x±r+w+*'  c> x±r+q+q>+^ 

-t-  Dx ■+•  Ex—r~hq-h‘i"~i~q/"-h  1Q/,/  i  ,,)Xn~*~l 

effe  tertium  ,  atque  ita  deinceps. 

V. 

Quoad  primum  igitur  ,  cum  exponentes  termini  fecundi 
habiti  fint  fubftituendo  loco  r  in  termino  ,  qui  iam  inte¬ 
gratus  habetur  in  N  9  exponentes  terminorum  ,  qui  in  N 
nondum  integrati,  nempe  ±r+Y,'+-r4-//,±r  +  q"\ . . , 
&  cum  exponentes  tertii  termini  habiti  fint  pariter  in  eo¬ 
dem  aequationis  N  termino  fubfiituendo  loco  rh  r  expo¬ 
nentes  rb  r  -+■  2,  q  ,  rh  r  -H  q  -+-  q" ,  + 

r  -4-  %  <fl  9  Hh  r  +  ^  -4-  q\  r  +  i  fcili- 
cet  exponentes  terminorum  qui  habiti  funt  nondum  inte¬ 
grati  in  fecundo ,  &  cum  ,  perinde ,  ut  in  his  feriei  ter¬ 
minis  ,  habeantur  exponentes  pro  reliquis  \  patet  &  tot  in 
fecundo  feriei  termino  diverfos  exponentes  haberi,  quot 
in  aequationis  N  terminis  nondum  integratis  habentur  fim- 
plices  exponentes  diverfi  q\  f,  q"',  . ,  &  tot  pro  tertio 
diverfos  exponentes  obtineri ,  quot  poflibiles  diverfae  com- 
biaationes  binariorum  ex  additione  limplicium  exponentium 
q\  q\  q"',  •  ; ,  &  in  quarto  quot  horum  ipforum  fimpli- 
cium  exponentium  diverfae  combinationes  ternariorum  &c. 
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Hinc  generaliter  ad  habendum  &  exponentes  ,  &  nu¬ 
merum  terminorum  pro  termino  feriei  s  *+-  i  ,  fiant  om¬ 
nes  poffibiles  combinationes  s.arioium  ex  additione  fim- 
plicium  exponentium  q\  q\  q°  addito  ubique  -H  r  -t-  q  . 

Ut  autem  facilius  innotefcat  s.ariorum  omnium  nu¬ 
merus  ,  fit  adie&a  tabella  numerorum  ,  quos  polygonos 
vocant,  in  qua  pro  quoque  termino  lex  generalis  eit,  ut 
ille  aequetur  &  numero  proxime  antecedenti  ,  &  numero 
proxime  fuperiori. 

V  Numeri  Roma-  [  %  ^  I  II  III  IV  V  VI 

ni,  qui  tabellae  fu-  a  i:  i:  i:  i:  i.  i 

perfcripti  reperiun-  i-  i:  3:  4:  5:  6 

tur,  numerum  indi-  t  =  K  ^  3:  6:  io:  15:  21 

eant  terminorum  fe-  ,  1  1:  4:  1  o:  20:  3  5:  56 

riei  quaefitae  :  nu-  |  '  |  i:  5:  M:  35:  7©:  116 

meri  vero  per  co*  L  J  *  •  »  •  •  • 

lumnam  a  latere  adferipti  valorem  indicant  numeri  t . 
Hinc  fi  e.  c.  t  =  4 ,  fumenda  erit  quarta  linea ,  &  pri¬ 
mus  terminus  feriei  unicum  dumtaxat  conrinebit  terminum, 
fecundus  4  =  t ,  tertius  10,  quartus  20  ,  quintus  35  &  c. 

Quod  fi  alicubi  fit  abrumpenda  feries  e.  c,  po(t  termi¬ 
num  sefimuin  *  ad  habendum  &  exponentes ,  &  nume¬ 
rum  terminorum,  qui  adhuc  affefti  funt  (igno  /,  quae¬ 
rantur  ,  &  combinationes  ipfae ,  &  numerus  s,aiiorHm  addico 
ubique  rfc  r . 

V  1. 

Quaerenda  nunc  coefficientium  lex.  Infpicienti  terminos 
iam  integratos  in  articulo  IV.  haec  eruuntur. 

1,  Quorielcumque  fador  aliquis,  vel  divifor  coefficien¬ 
tium  continet  a  ,  fa&or  ille ,  vel  divifor  multiplicatur  per 
f  primum  coefficientem  affum pti  multinomu  ,  quottefenm- 
que  vero  continet  vel  d ,  vel  d' ,  vel  d'\  . ,  multiplica¬ 
tur  per  coefficientem  fecundum  ,  tertium  allumpti  multino- 
mii ,  videlicet  per  g  ,  h  ,  i ,  .  . 
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1.  Coefficiens  quifque  cuiufque  termini  sefitni  feriei 
habet  divifores  numero  s  ,  favores  vero  numero  s  —  1 . 

3.  Nonnulli  coefficientes  pluribus  conflant  partibus,  qua¬ 
rum  quaeque  numero  fecum  aequalibus  favoribus ,  &  divi- 
foribus  componitur. 

4.  Ex  faVoribus  qui  maximus,  ille  nempe,  qui  plures 
exponentes  continet ,  immediate  pendet  ab  exponente  ter¬ 
mini  ,  cuius  efl  coefficiens  •$  a  maximo  autem  is  pendet, 
qui  ex  reliquis  maior  efl ,  &  ex  hoc  rurfus  qui  ex  refi- 
duis  maior ,  atque  ita  deinceps.  Divifores  vero  ita  a  fa¬ 
voribus  pendent,  ut  his  daris  dentur  &  illi.  Quibus  om¬ 
nibus  rite  perfpeVis  en  qua  ratione  dato  exponente  ter¬ 
mini  alicuius ,  eius  coefficientem  reperio. 

Sit  exponens  -H  r  H-  q  -h  q'  -H  q"»  Deleto  <7,  loco 
vel  q' ,  vel  q°  fubflituatur  vel  a  ,  vel  a' .  Cum  hoc  du¬ 
plici  modo  poffit  fieri ,  duo  faVores  maximi  habebuntur , 
adeoque  hinc  iam  duas  partes  habebit  coefficiens  ,  fcilicet 
+  r  +  /  +  d*  t  +  q"  Hr  a . 

2.  In  utroque  faVore  maximo  deleatur  &  a"\  &  a\  & 
loco  refidui  q\  q  '  fubflituendo  a\  a%  exurgent  duo  fa- 
Vores  fecundarii  H-  r  -+-  a\  r  -+*  a  \  qui  per  maxi¬ 
mum  illum  ,  a  quo  oriuntur ,  faVorem  ,  &  per  corref- 
pondentem  affiimpti  multinomii  coefficientem  multiplicati 
dabunt  (-+-  r  -4-  q  a")  i  (-h  r  -t-  a)  g,  (-+-  r  H-  q"  -+-  a)g 
(  -4”  r  -4-  a"  )  i .  Cum  vero  in  lecundariis  faVoribus  non 
amplius  q  vel  q'  reperiatur,  nullus  alius  erit  addendus 
faVor. 

3.  Quifque  faVor  dividatur  per  faVorem  ipfum  ,  in 
quo  loco  vel  a\  a‘\  fubflituta  fuerit  quantitas  a  ,  tum 
totus  exortus  coefficiens  dividatur  per  exponentem  ipfum, 
in  quo  loco  q  fubflituta  pariter  fuerit  a  :  appoffio  demum 
cuilibet  divifori  habebitur  coefficiens 


i6; 

(  ±  r-»;'-»  <"Q<  (  ±  r  *  y  ) g 
(±  r  ■*■<(*  a) f  (±r  +  «)f 

(±  r  +  q"'*«a')g  (±r-*-  a )  i 

+  ,  w, 

pro  termino  cuius  exponens  eft  -4-  r  *4-  q  *-r  q  -+-  q ' 

Sit  exponens  ^  r  +  j  +  /  +  i  q"  ,  hinc  fa&ores 
maximi  erunt  duo  ,  quibus  &  fubfcripio  divifore  ,  &  du- 
£lis  in  correfpondentes  f,  g,h9  i,  habetur 
(  ±r+-(f  +  q'"  +- a*")  i  {±  r^-i  f'  +■  a'  )g 

(±r* 

Fafta  vero  in  horum  primo  fubftitutione ,  ut  fupra , 
cum  haec  duplici  modo  poffit  fieri ,  duo  erunt  pro  illo 
fa&ore  maximo  fatlores  fecundarii ,  quorum  quifque  per 
eum  ipfum  multiplicatur.  Umeo  vero  modo  poterit  in  fe¬ 
cundo  fubftitutio  fieri.  Hinc  totus  coefficimus  erit 
"(jtr+q^a?1' )  i  (  ~rJ-a!  )  g\ 

.  {±r->r(f+a)  f  (~r-ha  )f 

(±r+‘q,+q"+qa' v  1  JJ 

(±r+q'‘+q,"'+-a)f  Qtr-^q^a^g  (±r^*"')  i  [  i 

(  ±-f- a  )  /’  (± r*+-q' iq ' "+**)/* 

(±r^iqf,,^a)  g  (±r+/)  / 

(±r+%q"+-a)  f  {±r^q,/  ^a/,')f  (,—  r-+-a)f  f  J 

Sit  exponens  generalis  ~h  r  -+•  q  -i-  @  q  -t~  y  q  H-  &  q  -K.. 
in  quo  /3  ,  y  ,  $  .  .  funt  quicumque  numeri  integri 

i .  Ex  exponente  deleto  q  ,  loco  unius  ex  reliquis  q ' ,, 
q",  q\  .  . ,  fubfiituatur  vel  a\  ve l  a",  vel  a".  Cum  hoc 
nunc  triplici  modo  poffit  fieri ,  totidem  enim  hic  luppoliti 
exponentes  q\  q\  q' ,  tres  pariter  erunt  fa&ores  ,  quos 
fupra  maximos  vocavi ,  quibus  fi  fubfcribantur  correfpon¬ 
dentes  divifores,  &  omnes  per  correfpondentem  coefficien- 
tem  /,  g,  A,  i  multiplicentur,  habebitur 
(.±f*  (<?-i)  q’*yf*^f s)g  __  q 
(~r~  (0-i)  +  q’"+..«-*)f 
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(  ±  r+fi  q'  +  (  y  -  i  )  7"  ^  a"  )  £ 

(  ±  r  -4-  ^  h-  (y  -  i)#'  qnt  +-...•+  a)  f 


(±  r-*- &  q,'+-y  q”  +  (^— i.)  0'"  •+*..•+-  a"'  )  / 
(  —  r  ^fi  q'  •+-  ?  g" •+*  (  ^  -  i  )  •+- . .  a)  f 


i.  Ex  favoribus  Q,  R  ,  S  deleto  a\  d\  a\  loco  unius 
ex  reliquis  q\  q'\  q\  .  fubftituatur  vel  a\  vel  d\  vel  a"', 
quod  quidem  triplici  rurfus  modo  hic  poteft  obtineri.  Subfcri- 
ptis  vero  divifonbus,  &  appofitis  correfpondentibus  /,  g7  h7  i  t . 
Q  dabit 


(  ±  r  - f-  ( /?  -,  i  )  -4-  (7  -  i  )</"•+•  ^  q'"  •+* . .  *+■  a”  )  h 

(±r  +  (fi  ~i)q'-+*  (>-1)0"*+-^  +  a)f 


(  ±  r  -f  (#~i)q'+?q''+  (  J  -  i  )  )  /  __ 

(±ri+.  (*-,  (*-  Of+-  +  -«  )/  ^ 

limi  liter  fupponatur  ab  J?  haberi  ic'  -h  iT  -h  i2'",&ab 

5,'y  +  r  ■ 4-  ,r. 

3.  Eadem  operatio,  quae  modo  circa  Q,  R,  S  infti- 
tuta  fuit,  repetatur  circa  Q',  Q",  Q"',  i?',  i?'',  i?"',  .S1',  S ",  5"', 
&  fupponatur 

(7  praebere  fa&ores  Q*-  -H  QK'  -b  QK" 

Q"  Qt *  -i-  Qt*'  -b  Qf*" 

Q"  Q'  -h  </  -b  Q?' 

R'  vero  favores  RK  -b  RK  ~b  RK" 

R'  Rt*  -b  Rt*'  -b  Rp" 

R"  R  -b  R -b  R’* 

&  demum  S'  praebere  SK  -h  SK'  -h  SK" 

S"  St*  -b  St*  -f-  St*" 

S S’  -b  Sv  -b  S'" 

4.  Rurfus  eadem  operatio  inllituatur  circa  omnes  de 
novo  nunc  habitos  terminos  ,  tum  rurfus  circa  eos  ,  qui 
ultimo  habiti  fuilfenx ,  fi  inftituta  operatio  fuiffet,  idque 
donec  continua  unitatum  fubtrattione  a  numeris  /3,  S, 


&  ifti  exhauriantur ,  &  nil  fuperfit  aliud  quam  , 

(±r-QA  (±r»«”)i  -r«-*)f' 

(  —  r-*-  a  )f  ’  (±r  +  <)f 

Quod  quidem  cum  non  fme  labore  plerumque  pera&urn 
fuerit ,  ad  habendum  quaefitura  coefficiemem  repertae  quan¬ 
titates  erunt  difponendae  ,  ut  in  tabula  fequenti 
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Atque  h$c  lex  eft  coefficientium  pro  quoque  feriei  ter¬ 
mino.  Sin  abrumpenda  effet  feries  ipfa  ,  ad  inveniendos  ter* 
minorum  ,  qui  nondum  funt  integrati,  coefficienres,  perinde 
omnino  operandum  erit.  Haec  tamen  duo  advertenda:  i. 
eumdem  effe  coefficientem  termini ,  cuius  exponens  eft 
r  .4-  ^  -4-  /3  -4-  y  <7  "  +  termini , 

cuius  exponens  iit 

i.  omittendum  effe  diviforem  ( ±r  ^  ^  _  j- 

qui  omnes  coefficientis  ipfius  partes  multiplicat. 

Hoc  unum  fupereft  obfervandum  ,  quod  fcilicet  coeffi- 
cientes  termini  scfimi  in  ferie  afficiendi  funt  figno  ne¬ 
gativo  fi  j  fit  numerus  par  ,  &  negativo  fi  s  fit  numerus 
Tmpar.  Quod  etiam  intelligendum  de  eo  termino  ,  qui  ad¬ 
dendus  eft  cum  feries  ipfa  abrumpitur. 

Y  I  I. 


At  fi  in  propofito  indefinitomio  fit  m  =  m  i  , 
m"  =  m  z  &c. ,  fi  nempe  pofito  m  aequali  cuicum¬ 
que  numero  ,  reliqui  exponentes  m\  m  .  .  .  progredian¬ 
tur  in  ratione  arithmetica,  cuius  differentia  fit  unitas, 
tum  nec  ternarii ,  nec  quaternarii  ita  crefcent ,  nec  adeo 
implicata  coefficientium  erit  lex ,  licet  ipfi  coefficientes  ad¬ 
modum  multiplices  evadant.  In  hoc  cafu  igitur, 
i.  N  erit 


= - 1 - x±r^Xn^1  —  f)  ~r-a  x±r-*-*'dxXn 

r+a)  f  J (— ■ r 

—  f(±rTO  -x±^UxX" 

J  {±r-r a) f 


(±r^"')»± 

J  C  ±r+*)f 


r -*- *  i'  dx 


X » 


-/ — 
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x.  Numeri  terminorum  pro  quoque  feriei  termino  in 
hac  ratione  arithmetica  i  :  t :  z  t  -  i  :  3 t  -  '  »  :  4  * 
—  3  &c.  progrediuntur  ita  ut  in  termino  s.e^°  lenei 

termini  fint  (s  —  i  )  t  —  (  *  1  )•  . 

3.  Ad  habendos  vero  coefficientes  pro  quoque  lenei  ter¬ 
mino  en  quale  compendium  ex  iis »  quae  hadenus  dida 


funt  ,  exurgit. 

Difponantur,  ut  in  adieda  tabella  plures  quantitates  per 
columnas  ,  in  quarum  prima  unica  quantitas  reperiatur  ,  in 
fecunda  fint  numero  t ,  in  tertia  1 1  —  1  ,  atque  ita  deinceps 

in  ratione  fupradida  A  —  A  H-  A"  —  A"'  -h  A^  — 

arithmetica  :  columnis  —  B  -4-  B'  —  B”  -+-  B"  — 

vero  paribus  praepo-  —  C  -h  C'  —  C",  — 

natur  lignum  negati-  D  -H  D  D  ■+•  D ^  — 

vum ,  reliquis  pofiti-  .  -H  E  —  E  — 

vum,  •  F  ^  F 

Sit  autem  una  ea-  .  G  G  •+-  G"  — 

demque  omnium  cu-  •  E  -+■  H'  — 

iufcumque  columnae  •  **”  I  ■+"  I  "—, 

terminorum  lex ,  ut  .  —  Z  -H  L 

.  -+-  M  — 

.  -+-  N  — 

•  H-  O  — 


=  .  -+-  N  — 

&  denotante  p  termi-  .  ■+■  O  — 

num  primum,  fecun-  : 

dum  ,  tertium  &c. 

in  quacumque  columna  ,  terminus  ,  qui  in  columna 
s>efima  obtinet  locum  p  aequetur  terminis ,  qui  in  colum¬ 
na  antecedente  obtinent  locum  p  y  p  —  1  <,  p  —  *»•••> 
p  —  t  h-  i  multiplicatis  per  certum  fadorem  Z . 

Sit  vero  Z  eiufmodi ,  ut  cum  multiplicat  terminum  p 
,  .  /.  (p'*' 

m  columna  antecedenti  fit  — f77)f 

cum  multiplicat  terminum  p  -  1  fit 
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cum  multiplicat  terminum  p-%  fit(±^(  — 7yf^f=  Z  &c- 

retinendo  femper  eumdem  denommatorem ,  &  in  nume¬ 
ratore  apponendo  fucceflive  (-/?  H-  s ■—  3  )  q  *+•  a9 
(p  +  s  -  4)  H-  a",  ( p  -H  *  -  5  )  ?'  "+- 
(|)  +  f  -  G>)  q  aA\  &c. 

His  ita  pofitis  ad  habendam  feriem  ipfam  quaefitam  , 
quifque  cuiufque  columnae  terminus  multiplicetur  per 

Hhr  +  j+fi-i+f)  j'  .  .  . 

*  Xn~*~\  prima  columna  ita  multi¬ 

plicata  dabit  primum  terminum  feriei  ,  fecunda  fecun¬ 
dum  &c.,  quod  ii  alicubi  fit  feries  abrumpenda  multipli¬ 
cetur  terminus  quifque  fequentis  columnae  per 

r  ±r  +  (j»-*-'— *)f 

/(±r  +  (p+t-  *)£-*-?)  / *  **  ** 

Antequam  finem  facio ,  non  abs  re  erit  obfervare  om¬ 
nia  ,  quae  in  hoc  arde.  VII.  difta  funt ,  trinomiis  quo¬ 
que,  in.  quibus  exponentes  fint  utcumque,  communia  efle. 
Quare  ad  habendam  feriem  difpofitis  per  columnas  quanti¬ 
tatibus  progredientibus  in  progreffione  numerum  naturalium 
1.  2.  3.  4.  &c. ,  &  praepofito,  ut  fupra ,  figno  , 
haec  fit  lex  cuiufque  A  —  A  ‘4-  A  —  A"  -4-  .  . 

columnae  terminorum  ,  —  B  B'  —  B"  -+*  .  . 

ut  nempe  quifque ,  qui  *+■  C  —  C  . 

in  columna  obtinet  lo- 
cum  p  ,  fit  aequalis  & 

termino ,  qui  in  columna  antecedenti  obtinet  locum  p 
multiplicato  per 

&  termino ,  qui  in  eadem  columna  antecedenti  obtinet 
,  .  (±r*+*  p-i)f+a")b 

locum  p  -  1  multiplicato  per 

Tura  ad  habendatn  feriem  ,  cuiufque  columnae  terminus 
±f+f  +  («—*)»'•*•  (r  —  * )  r  ^  ( 
multiplicetur  per  x  A®"1. 


l7l 

Quod  ft  alicubi  fjt  feries  abrumpenda,  fequens  columna 

— Of"  j 

multiplicetur  per /(H-r-h(.r- p)q-*-a)jx  dxX * . 

Inventa  ergo  ,  quae  duo  ab  initio  propofita  fuerant  , 
quaeque  fortaffe  ad  illuftrandam  eam  calculi  integralis  par¬ 
tem  ,  quae  de  differentiis  primis  agit ,  &  de  fra&ionibus 
rationalibus ,  nonnihil  conducere  videantur. 


recherches/,! 

Sur  le  calcul  integral  aux  dijferences  infiniment 
petitesy  &  aux  dijferences  finies. 

Par  M.r  De  ea  PLACE. 


i. 

Parmi  le  grand  nombre  d’ equations  diiFerentielles  que 
Pon  renconrre  dans  la  refolution  des  problemes  ou  il  s’agit 
d’  appliquer  le  calcul  a  la  nature  ,  les  plus  ordinaires  ,  & 
Ies  plus  remarqtiables  font  comprifes  fous  la  forme  gene¬ 
rale. 


v  u  ely  ,  tj'  d'y  i  zj"  d*y 

X=y  +  H.  —  —  . 


■  H 


£y 

dx 


X,  H  y  H\  H"  &c.  etant  des  fon&ions  quelconques  de 
la  variable,  x,  dont  la  difference  eft  fuppofee  conftante. 
11  feroit  donc  tresdmportant  d’  avoir  une  methode  gene¬ 
rale  de  les  refoudre  ,  &  il  n’y  a  aucun  doute  que  le  me- 
canique  ,  &  plus  particulierement  encor  Faftronomie  phi- 
lique  n’en  retiraflent  de  grands  avantages. 

M.rs  d’Alembert ,  &c  Euler  ont  refolu  depuis  long-temps  le 
cas  oii  Pon  a  Hy  H\  H''  &c.  conftants;  le  premier ,  par 
fa  belle  methode  des  coefficiens  indetermines  qui  ell:  fu- 
rement  une  des  plus  ingenieufes ,  &  des  plus  fecondes  de 
Panalyfe  ,  le  fecond  ,  par  une  conlideration  tres- fine  ,  & 
qui  eft  du  plus  grand  ufage  dans  le  calcul  integral.  Dans 
le  troHieme  volume  de  ces  tn^moires  ,  on  rrouve  de  profon- 
des  recherches  de  M.  de  la  Grange  ,  dans  lefquelies  ce  grand 
Geometre  integre  le  cas  ou  Pon  a  y  H  =  A  { x  h  ) 

H'  =  A  (*  +  A)* 
tt"  =  A\x^hy 


&c. 
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A ,  A'  &c. ,  &  h ,  etant  des  conflantes.  II  fait  voir  de 
plus  que  cette  equation 

X  =  y  +H  P-  -+-  & c. 

J  dx  dx* 

eft  getieralement  integrable  dans  les  memes  cas  que  celle-ci 
O  =  y  ■+■  H~-+-  H'.~  &C. 

Ce  beau  theoreme  dont  M.  d’Alembert  a  donnd  dans 
le  meme  volume  une  demonffration  fort  fimple ,  efl  un 
pas  tres  important  vers  la  relolution  generale  de  ce  genre 
d’equations.  M.  Bezout  avoit  faic  depuis  long  temps  fur 
ces  equations  des  remarques  analogues  qu’  il  a  depuis  don- 
nees  dans  le  quatrieme  volume  de  fon  cours  de  mathe- 
matiques. 

Voici  prefentement  une  methode  qui  m’a  conduit  non 
feulement  a  la  demonflradon  de  ce  theoreme,  mais  de 
plus  a  rrouver  fur  le  champ  T  integrale  de  Ia  premiere  de 
ces  equations  Iorfqu’on  a  celle  de  la  feconde.  Cette  me¬ 
thode  ne  fe  borne  pas  d’  ailleurs  aux  differences  infini- 
ment  petites  ,  on  verra ,  ci-apres  quelle'  s^pplique  dgale- 
ment  bien  aux  differences  finies. 

Remarque. 

Par  integrale  particuliere  d’une  Equation  diffdrentielle 
entre  xy  &  y,  on  peut  entendre ,  ou  une  fon&ion  de, 
x  ,  qui  fubflituee  pour  ,  y  ,  dans  cette  equation  en  faffe 
evanouir  tous  les  termes  ou  bien  une  pareille  fon&ion  de, 
X  ,  qui  de  plus  foit  comprife  dans  1’  integrale  generale  de 
cette  equation  en  determinant  d’une  certaine  maniere  les 
conflantes  arbitraires  que  1’  integradon  y  introduit  $  car 
M.  Euler  a  fait  voir  que  Ia  premiere  de  ces  deux  pro- 
prietes  peut  tres  bien  fubfifter  fans  la  feconde.  Cefl  dans 
le  premier  fens  que  je  prendrai  d*oren  avant  f  integrale 
particuliere  d’une  equation  differentielle. 


1 I. 

PROBLEME  I. 


Soit  propote  d’  integrer  1*  equation  differentielle 

X ,  H*  &c.  etant  des  fon&ions  quelconques  de ,  x , 
tk  9  d  x  etant  luppofe  conllant. 

Solution, 

Soit ,  a  ~  -+~y  =  T  ,(B)  9a,&Tt  etant  des  fon&ions 

de ,  x  y  certe  equation  differentiee  fucceffivement  devient 
ddy  (  d  <*  \  dy  d  T 

03  'dx'  \  dx  1  /  d  x  dx 

d3y  '  /  2  d  cj  \  ddy  dda  dy  ddX 

d  x1  \  d  x  1  )  d  x*  d  x*  dx  dx* 

d*  y  (^d®  \  d1  y  3  d  d  •>  ddy  d3 ®  dy 

63  dxA~*~  \V,v  ”*"*  1  )  dx1^  d  x*  dx *  dx3  dx 


d4  y  ( \d*>  \ 

'  Z?  \d7  1 ) 

__ 

~~  dx1 
o>dy  f  4dv 

’  77\  \7x  +  1 

d* y  d*®  dy  _ 

d  x *  d  x4  dx 


d*  y  6dd*> 
dx4  d  x% 


d»  y  (  n  ~  i  d^  \  dn‘r  y  n  -  i  •  »  -  x 

&  -f-  I - — ■  •  — - H  i  1  •  ■  -■ — i - * 

d  xn  Vi  d  x  /  i  •  z  • 

■ - — - - - M  &C . -4- - -  —  - - 

dx ’  dx n  *  dx"-1  dx  dx ”  1 

je  multipiie  la  premiere  de  ces  equations  par,  a>  ,  ia  fe- 
conde  par  a>'\  ia  troifieme  par ,  a>",  &c. ,  &  je  les  ajoute 
avec  Tequation  ( B ) ,  ce  qui  donne 


n  n  i 


ijS 

-  ,  dT  n  *T  ^  d*T  d*~T 

dx  dx 1  </■**  ^^*-1 

^  ®  „  dda  ft,  d'a 

co  -4-o — - •  ~r~;  ■+•  &  •  "7-* 

d x  dx  dx * 

da 
d  x 
d*  y 
dx 1 


=  J 


*y  / 
'  V 


dK~'a  \  ddy  /  , 

7^0  w 


-V  d*v  n-1  *  dn%a\ 

-  £y  — —  4-46)  *  -7—  .  .  H - Cti  *  — - ) 

*  dx*  dx 1  1  dxn~%  J 

«4-6o 
£) 


(„  v/  d»  .  ,  /v  dJ(*  .  v 

0)  0)  Hr  0)  Hh  3  0)  •  *7 —  *+■  6  0)  •  — — •  -4-  i  O  05  *  -r—r  .  ,  , 

J  dx  d  x*  dx 1 


»  —  I  -  W  —  2 


dn~*y 

d*1"* 


dny 

~dx° 


(n-i 
co  con  3  -+*  o>fl  -4-  — 

d  a  \  d”-'y  f  n-i  da  \ 

7 - J-» — 7-—  •  (  mn  -t-u  *+*  —  •  o»"*1  \ 

lx%  )  dxn~l  \  1  dx  / 


<0 


en  comparant  cette  equation  avec  1’  equation  (  ^  )  ,  an 
aura  j°  celle  ci , 

„  ~  ,  d  T  „  d'T  n_x  d-*T 

JC  =  T  *+*  0)  *  7 — 1  -+-  0)  *  . . *+*  0)  *  • 


^  X 


dx% 


dxn 


20  les  fuivantes. 

05  G5n~~l  =  f/*"1 
05  C0M  -h  C5n~l  - 

rx  r.\n~~*  -i—  fd  1  -4 


-  .  ft)"-*  .  - -  T/"—* 

1  ^  X 


»- 1  »-2  _ _ _  dd* 

-  «J,  - -  .  0)  *r  - 

dx  1  •  X 


=  #“-*  &c. 

cTou  i’on  condura  les  fuivantes 
H  “* 

(d~~l  <=k  - 


*77 


«— t  g— ■ - -  (  I  *+•  - -  *  )  *  - ” 

<a  \  i  dx  J 

»-.=  _H"  _  (,+  =  .':)  .  (-!!=._ 

»  \  t  dx  J  \  *" 


[  i  -i - —  J 

L  i  dx  J 

&C. 

partant 


H— 


)«-i  • 

~ 


■  n- 1  /sW»  H"~I 

i  »a» 


,  H'  ,  /H"  .  j*  -H"  \ 

ft)  = —  (  i  -H  -7—  )  •  [ - (  1  +  "7—  )*  L  — 7  ~  &C' J  J 


—  &c. 


_  /HT  _  &c-  \ 

dx'  \  / 

TJfff 

ei"  = - &C. 

fil 

Si  i’on  fubftitue  ces  valeurs  dans  1’  equation 
„  /  ,  de»  „  ddv  0 

£[  zsz.  6)  -f-  6)  -+-  fit)  - -  — f—  A)  ,  ,  •+“  OCC. 

'  dx 

&  dans  celle  c» 
v  t  >  dT 

X=T+  co  ■  — 

d  x 


dx ' 


&c.  on  formera  les  deux  fuivantes 


TJ  /  d*>\  H'  id*>  -H"  > 

+  — J  .  —  («H--^);  C..  -j 

-  &c,| 


>(.*#■  [?-*<•], 


3  dd<e 
dx 1 


[£.  _<te] 


-  (.  +  2*)  .[?  -  fcc .]) 

^  v  •  v  ^ '  L  •*  / 

^  /  H'"  0  \ 

(—  -  &c-  ) 


iD) 


17S 


x  =r+ 


TJ*~ 


dxr>- 


X 


dx  /  a 

-  -  (> 

\  r 

21'  '  £ 

([ 

i» 1 

ddT 

dx'  '  1 

_ 

d'T  / 

^  _  £ 

dx»  '  V 

0 

dn~'T 

jkn~' 

1/9'«  , 

dx 


H"  j* 

- -  -  (l  4-  )  - 

»»  <5Mr 


3  dd® 

dx' 


Tf'// 


(£) 


dxn~' 


I  I  L 

Les  equations  (  Z))  &  ( is  )  font  d’im  degre  inferieur  3 
la  propolee  ,  ainli  1’ equation  (  ^  )  peut  toujours  s’abbaifTer 
a  deux  autres  d’un  degre  momdre  d’une  unite.  II  n’  eft 
pas  meme  necelFaire  de  refoudre  general^ment  ees 
equations ,  il  fufjit  de  trouver  dans  I’  equation  ( D)  uti 
nombre  ,  n  ,  de  vaJeurs  particuiieres  pour  ,  o>,  qui  fatistaflfent 
a  cette  equation  differentielle 

Soienr ,  /3,0',  0"  &c. ,  ces  valeurs  ou  ces  integra- 
ies  particuiieres ,  on  les  fublHtuera  fuccefli  vernent  dans 
1’  equation  (  E ),  Sc  l’on  en  formera  par  ce  moyen  un 
nombre  ,  n  ,  d’equations  dont  il  fuffira  de  trouver  une  in- 
tegrale  particuiiere  pour  chacunej  car  0,  Q\  & "  &c , 
etant  les  valeurs  particuiieres  de,  a>  *  foient  T,  T\  T'  &c., 
les  valeurs  particuiieres  &  cortvfpandantes  de,  T,  on  aura 
le  nombre  a  n  d’  equations  fuivantes , 


3-^  =  r 


ni/  dy  .  _ 

^  d*  /  —  1 


a—'  ■  ~  -+-  y  =  r»-« 

d  x  ^ 

pourtant  1’  integrale  completre  de  Tequation  (  A ),  fera 


- /£i 


r£_-  «  /£)  <j) 

/?'  * 


~  d  x 
~  ‘  /3»~' 


(°“  - 


r^v  J  &n' 

—  e 


e  etant  le  nombre  dont  le  logarithme  hiperbolique ,  cft 
Tumt6 


Si  I’ on  fubftitue  dans  1’ equation  (£)  ,  <3,  au  iieu  de, 
6),  elle  deviendra 

y  T  -4-  ^  ^  r  t  /  H"  _  \ 

X=T-+-77  -  (■ 

ddT  /H"  \ 

+  -2?  *  Vr  -  &c ) 


*-*r  h«-* 
‘  8 


z 

2  §0 

Si  Pon  fuppofe  que  T  =  Z  ,  foit  1*  integrale  complefte 
de  cette  equation,  Z,  alors  renfermera  ua  nombre  ,  n—  i , 
de  conflantes  arbitraires,  partam  f  integrale  complette  de 
Fequation  (A)  fera 


puifque  cette  integrale  renferme  un  nombre,  n ,  de  con¬ 
flantes  arbitraires. 

V. 

Si  dans  T  equation  (  A)  ,  X  =  o,  ort  peut  fuppofer 
alors  dans  PexprdBon  (a)  de  ,  y  ,  de  Parr.  ili. ,  fT  i=  o, 
T'  =  o  ,  T,J  *=  o  &c. ,  &  Pon  aura 


^  rdx  'dx 

y  z=^  C  e  ~  -H  C  e  ~  J  ~  - 4-  1  *  e  /F7* 

&  (i  Pon  fuppofe  que  dans  P  equation 


Toii  ait  pour  integrale  complefte 

T  ==  A  R  + A  R  +  A' •  R  .  .  .  jR— * 

^ etant  des,  conflantes  arbitraires,  &  i? ,  R , 
Rf  &c.  etant  des  integrales  particulieres  de  Pequation  pre- 
cedente  ,  i’  expreffion  ( <?  )  de  ,  y  ,  de  Parr.  precedent 
donne 

^  ~  dx  r  dx 

y  =  Ce  ~  J  -h  e  ~  fAK  .  J  ~T 


4-  e 


A'  R'  dx 

T 


r  dx 
'J  ~ 


R  '1-1  .  dx 


en  comparant  cette  expreflxon  de,y,  avec  celle  ci 

__  __  rd x  d x  dx 

_  ^  0  J  0f  ,  J  A”  J 

y=^Ce  -J-  C  e  •+•€  e  .  •  -+•  C*“~l  e. 

on  formera  les  equations  fuivantes 

~ dx  ~  d  x  -d x 

“  i  ~  rA  Rdx  *  ~T  ““  *  ~~f 

e  J— —  •  e  =  C  e 


f  d  x 

J  0  r  A'  R'  dx 

e  J - n  — 


d  x  fd  x. 

~T  -  J~F 

=  C  e 


l’on  aura 

-/ 

•  £ 

d  x 

AR—C’  . 

0’  -  0 

0' 

~ 

-/ 

•  e 

d  x 

A  R'  —  C'  • 

fi”-0 

i  r 

A"-1  ■  R"-1 

=  c— > 

0n~'-0 

•  e 

__  r  dx 

J  hn  ►— I 


P 

fuppofons  maintenant  que  Ton  fache  integrer  1’equation  ( A ) 
en  y  fuifant  X  =  o  ,  &  foient ,  C  u  ,  C  u  ,  C"  u  &c. 
les  valeurs  particulieres  de  y ,  qui  fatisfont  a  cette  equa- 
tion  ,  enforte  que  fon  imegrale  complette  fcit 
Mifc ,  Taur,  Tvm,  lJr*  o  0 


y  r=r  C  U  -4-  C*  U  -4-  C”  U 
en  Ia  comparant  avec  celie-ci 
fd  x  ~d  x 

y=Ce  "+£’(  e'  +L 


-4-  C"—'  u" 


..-bCn-' 


r  a  x  r  a  x 

-f~r  -  /  ~  &c- 

Cu  =  Ce  *  ,C' u  z=  C’  e 
dVii  Pon  condura 

_  adx  u’dx  0 

/3  =  —  £  ==“  7-7»  S  = - "»  7T“  &C. 

ces  valeurs  de  0 ,  ,  S"  &c.  fatisferont  conlequemment 

pour  ,  &  ,  dans  P  equation  (  D  )  ,  &  Pon  en  condura  , 
^  R  ,  A'  R' ,  A"  R”  &c, ,  &  par  confequent  fi  Pon  fi-air 
integrer  P  Equation 

O  =  y  ■+■  H  -i-  It  .  .  .  .  .+.  H-'  ■ 

J  dx  dx*  dx* 

©n  connoitra  i°  un  nombre  ,  n ,  de  valeurs  qui  fatisfont 

pour,  © ,  dans  P  equation  ( D ),  i°  un  nombre,  n  —  i* 
de  valeurs  particulieres  pour ,  T ,  dans  P  equauon 

*  * 

-h* - * - - 

&  partant  on  faura  P  integrer  compiettement 


Maintenant  fi  Pon  jfgait  integrer  P  equation 


dx”"1  0 

en  fuppofant ,  Z  ,  fon  integrale  complette ,  on 
Part.  iv. 

rd x  rd  x 


aura 


par 


•  / 


donc  Ia 


(w- 


Zd  a 


r~~L ' 

J  a 


difficulte  d’  integrer  Pequation 


dy_ 

dx 


X  =  J  H-  // 

lorfque  Pon  f^ait  integrer 

rr 

+  •  •  •  • 

fe  reduit  a  integrer  celle-ci 


-+*  ^ 


-H  tf”-r 


(A) 


f^ait  integrer ,  lorfqu’on 


dx”"*  (3 

du  degre  ,  n  -  i  ,  &  que  Pon 

fuppofe  X  =  o  ,  on  fera  pareillement ,  &  par  Ia  meme 
methode  dependre  la  refolution  de  celle-ci  d’utie  autre  du 
degre  ,  /2  -  2  ,  &  ainfi  de  fuite  jufque  a  ce  qu’on  par- 
vienne  a  une  equation  du  degre  ,  n  -  n ,  ou  purement  al- 
gebrique  •,  d’ou  il  refulte  que  P  equation 

X  =*  y  -4-  H  . H*~'  ■  p- 

dx  dx* 

eft  integrable  dans  les  memes  cas  que  celle-ci 


=*y  ■+■  H  Y- . -+-  H"~'  ■  Y, 

dx  dxn 

ce  qui  eft  le  beau  theoreme  de  M.  de  Ia  Grange. 

Si  Pon  ne  connoifloit  qu’un  nombre ,  n  -  i  ,  de  valeurs 
particulieres  pour  ,  y  ,  dans  cette  derniere  Equation  ,  ou 
ce  qui  revient  au  meme  de  valeur  particuliere  pour  ,  q  9 
dans  Pequation  (  D )  ?  P  integration  n’auroit  pas  plus  de 


dy 


iS4 

difficulte ,  parceque  au  lieu  de  parvenir  k  une  equation 
purement  alg^brique ,  on  parviendroit  a  une  equation  du 
premier  degre  de  cette  forme 

equation  que  Ton  fgait  refoudre  generalement  , 
etant  des  fon&ions  de  x  • 

V  I  I. 

La  mdthode  precedente  ne  nous  fournit  pas  feulement 
la  demonftration  du  theoreme  de  M.  de  Ia  Grange  ,  elle 
nous  conduit  encore  a  trouver  tout  de  fuite  1’expreHIon 
de  ,  y  ,  dans  i’  equation 

x  =  y  +  H  £  ■  •  •  •  •  *  ■  g  (4) 

lorfqu*on  f^ait  refoudre  celle-ci 

°  =  y  Hj^ .  „  dx” 

car  foient ,  comme  precedemment ,  u ,  u\  u  \  &c. ,  Ies  va- 
ieurs  particulieres  de  ,  y  ,  dans  cette  meme  equation  ,  en 
forte  que  fon  integrale  complette  foit 
y  C  U  H-  C'  U  •+■  C  U  ,  .  .  *  CL  U 

fintegrale  complette  de  I’  equation  (  A.  )  fera  par  les  arf* 
precedents 

Z  ,  etant  i’  integrale  complette  de  ,  Ty  dans  1  equation  (A). 

Si  Ton  nomme,  u,  u'y  u" ,  &c.  les  valeurs  particulieres 
de,  T  dans  cette  equation  (A)  en  y  fuppofant,  X=o, 
on  aura  pareillement 


/  Z'  du  \ 


on  formera  de  m£me 


Z'  —  u  (e  — 

41  * 


„Z"'  d  «v 

ti  u  * 


jufques  a  ce  qu’enfin  on  parvienne  a  cette  equation ,  Z*“* 

_  X  •  Cherchons  maintenant  Ies  valeurs  de ,  u,  u ,  u,  &c. 

*  d  x 

—  0’  —  P  J  0' 

or  on  a  par  Part.  V.  R  =  u  =  j,  ^  (  en 

fubftituant  au  Heu  de  ,  0 ,  &  0'  leurs  valeurs  >  )  =  “ 


’  d  u-  u  d  u’ 


ou ,  «, 


pareillement 


u"  d  u  —  u  d u'f 


u’"d  u  —  ud  u "* 


&C. 

on  formera  de  merae 
=  u'  d  u  -  u  du’ 


—  u’  d  u  -  u  dur 


'  d  u  -  ud  u" 


du  -*■  u  d u'r 


cela  pofe  en  fublKtuant ,  on  aura 


y=‘(c-n^ 

*  u  u  au  ..  .. 


u  a  u  u  u,  \ 

I C  . ; .  .  -/[  — — ^  [  C-'  -  /-^— =]>(Z) 


en  peut  donner  a  cette  expreflion  une  forme  plus  (imple, 
en  confiderant  que 

1*1 L  =  _  uda’  =  -  d(~)i  pareillement 

U  U  U  U  \  u  / 


~d[~  ),  &c. 


Ia  formule  ( Z )  deviendra  confequemment 
y=su[  C-t-/[  d  •  [  C? -t*/[  '  t  C' 


(u  \  X  d  U  f 

y)-  Cc--/y-y]  V(r) 


&  1’  on  aura 


'(f)= 


d  <r) 


Si  Ton  ne  connoiffoit  qu’un  nombre  ,  /z  -  i  ,  de  valeurs 
particulieres  pour ,  j  ,  dans  1’  equation 

tj  dy 

Q  y  H  - — 


dx 


H—'- 

ax 


ou  ce  qui  revient  au  meme  un  nombre  ,  *  —  i ,  de  va- 
leurs  pour,  oa ,  dans  1’equation  (  D  )  ,  alors  on  parviendroit, 
comme  on  peut  s’  en  allurer  par  1’art.  piecedent  a  Tequa- 
tion  fuivante. 

H-' 


l 

,  ,7,_!  -  uix 

x~z  +dz  .  dM.  -y- 

du 

au  moyen  de  laquelle  on  aura  facilement ,  Z"~!,  &  l’on 


i88 


jr  ««[*-/(-£-.  [C 


.  (X) 


Remarquc. 

Nous  obferverons  ici  que  fi  Ton  connoit  un  nombre  v 
n  -  i  ,  de  valeurs  particulieres  pour ,  ea  ,  dans  1’equation 
(  D  )  ,  011  figura  1’ integrer  complettement;  car  au  moyea 
de  ces  valeurs  on  aura  par  les  art.  precedentes  i’  integrale 
complette  de  celle-ci , 

<5  —  y  -H  H  — . ^  n  dxn 

Suppofons  que  cette  integrale  complette  de  ,  y ,  ioit 
comme  ci-deifus, 

y  =  C  U  -+“  C  U  .  Cn  U 

Sc  que  ia  valeur  complette  de  ,  ca  ,  ioit  y  j  ,  renfer- 
mera  confequemment  un  nombre ,  n  —  i  ,  de  conflantes  ar* 

y 

bitrairesj  mais  nous  aurons  y  — - \~y  =  o  partant 

f  d* 

<y  Ae  ~~  7  &  cette  exprefiion  fera  Y  integrale  com¬ 
plette  de  ,  y  ,  puifqu^lle  renferme  un  nombre  ,  n  ,  de 
conflantes  arbitraires  *  donc 

At 
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en  divifant  par  d  ^  ^  ^  ,  &  difflirentiant  encor  on  aura 

i  <!  — J  ( -J)  ■  [  r  ....  +  &«•] 

L"  (v)j  v  ; 

en  continuant  d’operer  ainfi ,  on  parviendra  a  une  &jua- 
tion  differendelle  de  cette  fortne 

c—  x  d  (-L)  =  y  y  -+-  y  %  .  .  1' . 


y  ,  y  &c.  ,  etant  des  fon&ions  de  u ,  u,  n"  &c. ,  &c  de 

leurs  differences  on  formera,  ^ ,  par  Fart.  vn.  ,  &  pour 

u 

cela  nous  avons  confidere  dans  cer  arr.  les  valeurs  de,&, 
u  &c  ,  dans  cet  ordre ,  u  ,  u\  u\  u'  ....  un“~l  j  mais 
fi  au  lieu  de  donner  a  ,  u' ,  le  fecond  rang ,  on  F  eut 
mis  au  premier  ,  tk  u  au  fecond  dans  Fordre  fuivant ,  u  , 

u ,  u\  iin . un-“\  alors  on  feroit  parvenu  a  cette 

equadon 


+  fxd  (  ^  =  y?-*-  \yi  77 

(JU) 


—  d*"1  V 

a— ii  *_y 


^  (*)  M »  M  )  &c.  etant  ce  que 


deviennent,  ^  ,  y,  &c,  lors  qifon  y  change,  enu\ 
u 

&  reciproquement ,  u  ,  en ,  u  j 

or  fi  Pon  fuppofe,  -ST=o,  les  deux  equations  (i)  &  (2) 
deviennent 

e“-"+l'E . -  •  1^ 

Wj7 . ~E3--£3- 

,dy 

&artant ,  yy  +  y  .  .  . 


_ j  .  *~ly  _ 


=  \y\  y 


+  hd' 77  ■■■■  +  izl  ._'!  •  7^  w 

equation  qui  doit  etre  identique,  car  fans  cela ,  comme  on  a 
y  =  C  u  -h  C'  u  .  ,  .  .  -+-  C"~~'1  •  un"~l 

i’  integrale  de  Pequation  (3),  quoiqu’el!e  foit  de  Pordre  , 
n  —  1  ,  renfermeroit  un  nombre  ,  /2  ,  de  conftan  tes  arbi- 
traires ,  ce  qui  eft  abfurde.  On  aura  donc  en  comparant 
les  Equations  (1)  &  (1) 


Cn—X  -b  [Xd 


(?) 

(lil) 


l  C  •  partant 


on  aura ,  c  =  « 

7/  u 


ainfi  Pexpreflion  ,  ^ ,  reftera  Ia 


meme  ,  foit  qu’on  y  change  ou  non  ,  u ,  en  u  ,  &  u ,  en  1/. 
On  prouvera  de  la  meme  maniore  qu’elle  rertera  conftam- 
ment  Iameme ,  foit  que  Pon  y  change,  en,  u  ,  & 
i/,  en  u\  en  u9  &  zf,  en  0%  &c. ,  &  qu’en  gen^ral, 


en  formant , 


peut  fans  changer  fa  valeur  donner 


P  P  * 


Z$Z 

a  ,  u  ,  u  ,  u  &c. ,  tel  ordre  que  Pon  voudra  ,  pourvu 
que  Pon  confidere ,  k"—1  ,  comme  la  derniere  de  ces 
quandtes. 

Soit  nsaintenant  d  \  i  v  ,  Zn  1  ;  foit ,  Z*  * ,  ce 


a  x 

que  devient ,  Zn  1 ,  lorfqu’on  y  change  ,  un  1  ,  en,  u*~  , 
Zk  ,  unm~z ,  en  ,  un—1  i  on  aura  par  Ia  metne  methode  qui 
nous  a  fait  parvenir  a  Pequation  (j)  , 

,  ,  dy  .  t  y 

C"-‘-hfXZ’—>dx  =  yy  +  yj^...  -b  y  ~  •  -77^ 

y  ,y‘,  y"  Sc c.  etant  ce  que  deviennent,  y,y'& c.  lorfqu’on 


,  3 

5 

&c. , 

»>  «* 

&ct 

dy 

.  -4-  y«— 1 

dx 

= 

d?*”-1 

cxe. 

en  difpofant  toutes  ces  equations  dans  Pordre  fuivant , 

^  v  dn~1y 

C"~'  Xdx=yy-by-j^  y  ’•  77^- 

c->+ff.->Xdx  =  yy-*-y~  ....  -+-y!-‘  4^ 


C—’  Xdx—yy  77 •  •  •  •  + 

~  ~  ■  “  d  xn~l 

v  v'  rfy  v”-1 

c  -+-f  i  X  d  x —  -  y*"  -  •  ■ —  '  dxn- 
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&:  les  ajoutant  enfemble  apres  avoir  multiplie  la  prendere 
par  ,  un~l  ,  la  feconde  par ,  ,  &  ainft  de  fuite  ,  on 

aura  une  equation  de  eette  fbrme 

+  57  •  •  •  =“  (C+f{XJx) 

■+■  u  (  C'  ■+■  f  f  X  d  X  ) 

“H  u '  (  C "  H-  /  £ '  Xdx  ) 


“4-  «■""*  (  -H/r”1  Xi*) 

Si  l’on  fuppofe  ,  X  ===  o ,  on  aura 
,  dy  dn~T  v 

X  y  -4~  X  — —  .  *  .  -h  X'*”1  •  — - —  C  u  -4-  Cu  -h  C'u\ ,  . 

^  dx  d X””1 

C"-1 


mais  on  a  ,  y  C  u  c  u 

,  dy 


H-  c"”1  «n-r  . 

*~'y 

dxn~ 1 


donc 


equation  qui  doit  etre  identique  ,  car  fans  cela  ,  quoiqu’ 
elle  foit  de  Tordre  ,  n  —  i  ,  fon  integrale  renfermeroit  un 
nombre  n ,  de  conflantes  arbitraires  ,  ce  qui  eft  abfurde, 
on  aura  donc 


y  =  u(C  +  fZXdx) 
-hu  (C+fZ'  Xdx) 


+  Xdx) 

de  la  refulte  cette  regie  fore  flmple  pour  avoir  1’  integrale 
complette  de  1’  equation 


X  =zy  -+-  H 


dy 
d  x 


H-  H 


ddy 

dx% 


.  -h  tf- 


dny 

dl? 


lorfqu’on  f^ait  integrer  celle  ci 
o  =y  -t-  H  +  H’  ddl  .  . 

J  dx  dx a 


dxn 


foit  y  =  C  u  -+-  C  u  -+-  C  u  .  .  „  .  -+•  Cn~l  un'~l 
T  integrale  de  cette  derniere  ,  &  que  i’on  falfe 


—  u'  d  u  -  u  d  u'  —  u'  du'  -  u  d  u'  = _  u'  d  u  -  u  d  u' 

U~~  da  ~~  dH  ~~  ^  ~7i 


--  u"  du  —  u  du"  ==  u"  d  u  -  u  d  u "  _ 

a  = - - - «  *==  — - — - &c. 

a 


u”'  d  a  —  u  d  u" 


&  que  Pon  parvien  ne  a  former  ainfi ,  ^  foit  alors  d 

u 

^  JL  ^  =  Zn~~l  •  Ci  dans  P  expreffion  de  ,  Znmm  1 ,  on 

(i) 


change  ,  zz'1-"1,  en  zz*““z,  &  reciproquement ,  on  for- 
mera,  fi  dans  Ia  m§me  expreflion  de  ,  Za x,  on 

change  un~ ’1  ,  en  zzn  *  ,  &  reciproquement  on  formera, 
Zammm ’ 3  &c. ,  &  ainfi  de  fui  te,  je  dis  que  Pintegrale  com- 
plette  de  P  equation 

J  =  j  +  •  •  *«-'■%  W 

fera  j  =  zz  ( C  =  fZXdx) 

-h  u  {C'  fZ'  X  d  x) 

■+•  a"-1  (C'1-1  -+-  /i*-1  iv* 


Si  Fon  fuppofe  maintenant  dans  F  equation  (A)r  Hf 
H  H"  &c.  conftants  ,  on  voit  facilement  que*  pour  avoir 
un  nombre,  n ,  de  valeurs  particuiieres  qui  fatisfaflent 
pour ,  a ,  dans  1’  equation  (  D  )  il  fuffic  de  fuppofer  ,  a , 
condant ,  &  alors  cette  equation  fe  changera  dans  celle-ci 

rr  ,  H'  H"  H"  H»-« 

o  s=  co  —  H  -+-  — -  ■ —  -4-  ,  -4,  . 

»  *’  <**  ’ - 

en  refolvant  cette  derniere  equation  on  aura  un  nombre 
n  ,  de  valeurs  pour ,  a>  ,  au  moyen  defquelles  on  inregrera 
facilement  i’  equation  ( A ) .  Appiiquons  a  ce  cas  la  'regie 
donnee  dans  Fart.  preced. 

Soient pour  cela,—  j  —  -  — -  ~  &c.  les  racines  de 
Fequation 

Ji'  // 

0=10— H-b  — - &c.,  on  aura £  =  -  —  ==-  partant 

ut=.  ep* ,  u=ep*7  u  =  ep"x  &c.  d’ou  Fon  formera. 

-.-'■m  w- 


''■(rf)  «“• 


&c. 


&c. 


donc 


J  =£f»— x  .  ^ 


partant  Z“*“*  =  ‘  ‘  •  fi _ _ 

(p-p—)  ■  .  ef-.x 

d  ou  Fon  conclurra 
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-  P  *  p*  '  P”  • 

Z”~z  "  o>-r-‘)-  -r~)  ■ 


7  t—J—L ■  — - - — —  -partane 

^  (P'-P)  •  {P”~P)  ■  ■  ■  •  (f  -I)  ‘  y.  . 

y  (p'  -  p)  (. p "  -  p)  ■  ■  ~f)  L  v  ' 

p  ■  p"  ~  p” . r—-  (  a  —  r  1 

<j^Pi  i?--?')  ■  <*■.  ^ 

.  j  &c. 

fuppofons  encor  dans  i’  equation  (  A  )  ,  #  =  ^  >  & 

—  A'  xz ,  H”  =  x3  &c.  il  eft  facile  d’apper$evGir  qu’  en 
fuppofant  dans  1’equation  (D)  ,  a  =  /wx,  on  fatisfera 
a  cette  equation  ,  &  fon  aura  en  divifant  par ,  x, 

o  =  /tz  —  ^  h-  (  i  ~H  #*  )  *  “™  —  (  i  -+-  m)  •  (i-h  2  /72 )  * 

—  -H  (  I  /72  )  (i  -4-  2-/72)  (  I  ~H  3/72  )  •  —  —  &C. 

/7777/  .  1  j 

en  refclvant  cette  equation ,  on  aura  un  nombre ,  n  ,  de 
valeurs  pour  ,  m ,  &  par  confequent  un  nombre,  /2,d’in- 
tegrales  particulieres  de  1’equation  (  D  )•  Ce  cas  elt  affez 
connu  pour  nous  difpenfer  d’entrer  dans  aucun  decail  a  fon 
eeard  Cette  methode  d’  integrer  les  equationsde  la  forme 

,  dy  .  ™  _  z/*_i  ^ 


en  cherchant  un  nombre  /2,  ou  «  — 1  ,  d’integrales  par¬ 
ticulieres  de  1*  equation  (  D )  embralTe  donc  tous  les  cas 
connus  ou  1’  integration  a  reufli  jufqu  a  prelent  ,  &  il 
n’e(t  pas  douteux  que  fon  ne  puiffe  par  fon  moyen  en  de- 
couvrir  de  nouveaux,  &  de  beaucoup  plus  etendus. 


X. 


X. 


Si  Fon  fuppofe  ^que  I’  equation  (  A )  ne  monte  qu’  au 
fecond  degte  ,  F  equation  (  D  )  deviendra 

o  =  d  X  •  (  H  —  H  0)  Hh  Ci>  Ct>  )  H-  G)  (o) 

dont  ii  fuffira  de  trouver  une  feuie  integraie  particuliere, 
pour  integrer  Fequation 

X  =  y  -i-  H  H’  ■  Jp-  . 

d  x  d  x' 

car  foit,  0,  cette  integraie  en  Ja  fubilituant  dans  Fequa¬ 
tion  (  E  )  ,  on  aura 

X  ^  T  -+-  - —  *  •  d’oit  Fon  condura 

a  x  d 

r  Pdx  f$dxx 

T='  '  »  .(a >—) 

donc  on  aura  par  Fart.  iv. 

fdx  f  r-  @dx  -  dx  sdx  \ 

'  (WC  H' 

A  0 

fi  au  lieu  de  connoitre  une  valear  de ,  a ,  on  connoiffoit 

une  valeur  particuliere  de ,  y  ,  dans  Fequation 

O  =  J  -+-  i/  —  -+-H'  — 

foit,  y  =  A'uy  cette  valeur,  on  aura  ea  =  /3  ,=; 

ftdx  Q  . 

—  5^7  ’  ^  on  mtegrera  comme  ,  ci-delius, 


X  *=.y  +  H 

J  d  x  dx * 

de  la ,  &  de  la  remarque  que  nous  avons  faite  art»  VII. 
refultent  les  deux  theoremes  fuivants. 


Uequation ,  o  =»  d  x  (  Hr  —  H  a  -+■  <a  «  )  4-  H'  d  co  (o)  , 
eft  complettement  integrable  ,  lorfque  l’on  eu  connoit  une 
integrale  particuliere. 

Uequation  de  Riccati  fera  donc  integrable  toutefois  que 
Ton  en  connoitra  une  integrale  particuliere,  puifque  cette 
equation  eft:  comprife  daris  ia  precedente  ,  &  plus  gen£- 
ralement  encore  Pequation 

o  =  dx  ( P  -h  Qy  -4-  Ryy)  -+■  Sdy 
P ,  Q,  R  ■>  S ,  etant  des  fon&ions  quelconques  de  ,  x9 
eft  integrable  ,  lorfque  l’on  connoit  une  feule  valeur  par- 
ticuliere  qui  fatisfaffe  pour ,  y  ,  dans  cette  equation  j  car 
en  divifant  par,  Ry  on  aura 

0  =  1  dx  +  iydx  +yydx  ■+■  |  *y 

pour  ramener  cette  equation  a  la  formule  (o)  je  le  mul- 
tiplie  par ,  ~  ,  &  je  fais  ,  d  x  =  d  {  ,  ce  qui  donne 

°  =  ^  r  ydi  yydi  A~\dy 

P 

P  ,  Q ,  R ,  devenanr  alors  des  fonftions  de  •  i  •  foit  ^ 

=  H\  &  5  —  Hy  on  aura, 

o  =  d  i  (R  —  Hy  -+-  yy)  ■+•  Hf  dy\ 
equation  qui  eft  Ia  meme  que  l’  equation  (o)  . 

Uequation  *  X  =  y  4-  H  ~  4-  H’  •  (7) 

H'  /  d  &>  \ 

eft  integrable  toutefois  que  H  =  aH - —  (  1  4-  * 

Si  nous  fuppofons  ,  o&  =  (  m  -4-  n  x  4-  p  xz . . .  H-  h  x1  )y, 
.  1’  equation 

X==-y_t‘^  [(»•♦-»*  ■+■  F*‘  •  •  •  *  ^  A*r)? 

“h  Q  (1  -H  q  (m  4-  ...  -i-  hxr  )?“J  [rc  -H  ...  4-  Ar^rr  0] 


"*■  7?  [<2  +  + 

eflt  integrable  quelque  foit  Q .  On  peut  donc  au  moyen 
du  theoreme  precedent ,  trouver  dans  une  infinite  de  cas 
I’  integrale  de  Tequation  (7)  quelque  foit  •  Q  •  favoir 
en  donnant  a  cc ,  une  infinite  de  valeurs. 


X  I. 


L’  equation  (  D  )  deviendra  pour  le  troifieme  ordre 
„  /  H'  „  2^»  v  H" 


-  H  ■+•*[  1  -+- 

H" 


1  H- 


(P) 


dont  il  fuffit  de  trouver  deux  integrales  particulieres,  pour 
avoir  1’  integrale  complecte  de  celle  ci 

v  tj  dy  tt’  dds  ,  tj”  d'y 

J 1  =  y  -f-  /i  - 1-  ii  v—  ■+"  * 

il  feroit  facile  de  trouver  ainfi  une  infinite  d’equations  du 
troifieme  ordre  ,  &  des  ordres  fuperieurs  integrables  ,  &: 
de  former  ainfi  pour  chaque  ordre  de  differencielles  ,  une 
claffe  d’equations  tres-generales ,  &  integrables,  mais  je  me 
contente  cPen  avoir  donne  la  methode. 


X  I  L 

Application  de  la  methode  precedente  au  calcul 
integral  aux  dijfirences  finies . 


C^uoique  le  calcul  integra!  aux  differences  finies  foit  le 
fondement  de  toute  la  theorie  des  fuites ,  cependant 
cette  branche  intereffante  de  1’analyfe  eft  encore  bien  loin 
du  point  de  perfeftion  oii  i’on  a  porte  les  autres.  Monfieur 

q  q  2 
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Euler  a  dotine  a  la  verire  dans  fes  inftitutions  plufieurs 
methodes  tres-belles,  &  tres-ingenieufes  pour  integrer  une 
fon£tion  differentielle  aux  differences  finies  &  a  une  feule 
variable ,  mais  1’  integration  des  equations  differentielles  efl 
une  partie  abfolument  neuve  ,  fi  Fon  en  excepte  un  ou 
deux  cas  qui  renferment  la  theorie  des  fuites  recurrentes  , 
&  Fexcellent  effai  que  M.  le  Marquis  de  Condorcet  a 
donne  fur  cette  matiere  dans  fon  calcul  integral  (*)  .  Je 
me  fuis  donc  ici  propofe  de  Fapprofondir  ,t  en  y  appli- 
quant  la  methode  dont  j’ai  fait  ufage ,  ci-deffus  pour  les 
differences  infiniment  petites  j  elle  nf  a  consuit  a  trouver  le 
terme  general  d’une  claffe  de  fuites  fort  etendue ,  &  dont 
les  feries  conniies  ne  font  que  des  cas  pardculiers ,  ainfi 
qu’  a  plufieurs  autres  remarques  qui  nfont  paru  importan¬ 
tes  a  faire  voir ,  par  ex: ,  que  le  beau  theoreme  de 
M.  de  la  Grange  fuivant  lequel  F  equation 

X  —  y  H  d-/-  -h  H'  d-£L  &c. 

u  dx  dx* 

Xy  Hy  H'  6t ant  des  fori&ions  quelconques  de,  x9  efl 
integrable  dans  les  memes  cas  que  celle-ci 

o  =  y-hH^-  +  H’  ^  + 

y  dx  dx * 

a  egalement  lieu  pour  les  differences  finies  ,  &  a  deter¬ 
miner  d’une  maniere  fort  fimple  Fintegrale  de  la  premiere 
de  ces  equations  ,  lorfque  Fon  connoit  F  integrale  de  la 
feconde. 

( *  )  Lorfque  j’6crivois  ce*ci  au  inois  du  mars  1771  il  n*avoit  paru  _  rien  de 
plus  fur  cette  matiere ;  depuis  ce  tems  j’ai  eu  occafion  de  voir  un  fort 
beau  m£moire  de  M.  Je  Marquis  de  Condorcet  fur  les  differences  finies 
qui  paroitra  dans  le  volume  des  mgmoires  de  1’Academie  des  fciences 
de  France,  pour  1’annee  1770  mais  les  recherches  de  cet  illuftfe  Geo¬ 
metre  iFont  rien  de  commun  avec  les  miennes.  Si  ce  n’eft  qu’  il  ob- 
ferve  pareillement  que  le  theoreme  de  M,  de  la  Grange  a  egalement 
lieu  pour  les  differences  finies, 


Pour  nous  former  une  idee  precife  des  equations  dif* 
ferentielles  aux  differences  finies ,  concevons  une  fuite 

y  +/'  *-y" . -hjk* 

formee  fuivant  une  loi  telle  que  Pon  ait  conflamment 

V*  .  A  *  y*  -+-p*'A*y*  ....  ■“+“  A“  (A) 
Xx  ,  Mx ,  V *  &c.  etant  des  fon&ions  quelconques  de  Pin- 
dice ,  x  ,  dont  la  difference  eft  fuppofee  conflante  &  egale 
a  i  ,  &  la  cara&eriftique  A  *  defignant  a  la  maniere  de 
M.  Euler  la  difference  finie  d’une  quantite.  L’  equation 
precedente  fera  une  equation  differentielle  aux  differences 
finies  qui  peut  generalement  reprefenter  les  equations  de 
cette  efpece  ou  la  variable  y*7  &  fes  differences  font  fous 
une  forme  lineaire. 

Quoique  Pon  puiffe  aifement  former  d’autres  equations 
differentielles  dans  lefquelles  par  ex.  y*  &  fes  differences 
feroient  multipliees  par  elles  memes ,  ou  les  unes  par  les 
autres  ,  cependant  celles  qui  fbnt  comprifes  dans  Pequa- 
tion  (A)  font  les  feules  quTil  foit  veriiablement  interefi 
fant  de  bien  connoitre,  parcequ7elles  feules  peuvent  fervir 
dans  la  theorie  des  fuites  $  ainfi  nous  nous  attacherons  a  les 
examiner  avec  foin. 

X  I  V. 

Plufieurs  principes  du  calcul  integral  aux  differences  in- 
finiment  petites ,  ont  egaiement  lieu  pour  les  differences 
finies,  ainfi  toutte  fon&ion  de  x ,  par  ex.  qui  fatisfera 
pour  yx  ,  dans  Pequation  (  A  )  fk  qui  renfermera  un  nom- 
bre  n  ,  de  conflantes  arbitraires  ,  en  fera  Pintegrale  com- 
plette.  Ce  principe  qui  eft  de  plus  grand  ufage  dans  le 
calcul  integral  aux  differences  infiniment  petites ,  tP eft  pas 
d’un  ufage  moins  ^tendu ,  dans  le  calcul  aux  differences 
finies. 


Par  integrale  particuliere  d’une  equation  difFerentielle  , 
j’entends  comme  precedemment  toute  fon&ion  de  x ,  qui 
fubftituee  pour  y%  dans  cette  equation  en  fafle  evanouir 
tous  les  termes. 

J’avertirai  ici  que  pour  la  commodite  du  calcul  je  fup- 
poferai  que  H ,  'H ,  "H  &c.  expriment  des  quantites  dif¬ 
ferentes  ,  &  qui  peuvent  n’avoir  aucun  rapport  entPelles  , 
au  lieu  que  celle-ci,  H ,  H' ,  H"  &c.  expriment  comme 
a  Fordinaire  ce  que  devient,  H ,  lorfque  f  indice  au- 
gmente  fucceffivement  de  i  ,  2,3,  &c. ,  &  les  fuivan- 
tes ,  H ‘  ,  ,  &c.  expriment  ce  que  devient  certe 

meme  quantite  ,  H ,  lorfque  F  indice  diminue  fucceffive- 
ment  de  1  ,  2,3  &c,  cela  pofe. 

X  V. 

Comme  on  a 

A  .  y*  =  y*+l  —  y* 

az  yx  =  y*’11  —  zy**1  +  y* 

A3  y*  =yx-*-111  —  3JK*h“11  3yx"hml  — y* 

&c. 

•n  peut  metre  F  equation  (^4)  fous  cette  forme 
X*=  jk*  (iw*  —  N*  “H  p*  —  &c. 

(  jV*  —  2  P*  -i-  &C.  ) 

-h  &C . 

J*"'"'1  •  S*  * 

«n  peut  confequemment  lui  donner  cette  forme 

X*  =  y*  -h  if*  •  v*-*-1  h-  'H*  •  y*-*-11  -4-  "H*  •  y*-*"111  .  .  .  . 

+  *-'H*y*+" 1  (B) 

&  cette  equation  reprefente  generalement  toute  equation 
lineaire  aux  difFerences  finies.  I/equation , 

Xx  =  y*  -4-  H *  yx~*ml  •  eft  du  premier  ordre  j  celle-ci 

Xx  =  JK*  -4-  jff*  • 


eft  du  fecond  ordre ,  &  ainfi  de  fuite .  Nous  allons  pre- 
fentement  refoudre  Ies  problemes  fuivants. 

XVI. 

PROBLEME  II. 

Soit  propofe  d’  integrer  1’  equation  du  premier  ordre 
X*  =  y*  ■4-  H*  y*+l 

Solution. 


Je  mets  cette  equation  fous  cette  forme  9 
1  Xx 

y-'  =  —  ■  y’  ■+■  jp  ■  6« 

—  ~  •+■  R%  &,  jp  —  Z*  •  &  l’on  aura , 

y‘+'  =  R‘  y‘  Z* 

Equation  qu’  il  faut  integrer  \  or  elle  donne 
y  =  Ry  -4-  Z 

f  =  Ry  ■+•  Z' 

en  fubftituant  dans  cette  feconde  equation ,  au  lieu  de  >y\ 
fa  valeur  tiree  de  Ia  premiere,  on  aura 
. y"  !==  R  Ry  *■+*  R  Z 
H“-  Z' 

donc  ,  /"  =  R’  Ry'  -4-  R"  Z ' 

*+■  Z 

en  fubftituant  toujours  au  lieu  de ,  y\  fa  valeur,  on  aura 
/"  =  R'-R-Ry  +R’R-Z 
-H  R'  Z' 

~hZ" 

&  yv  =  iT .  .  Ry  -h  iT .  R'  z: 

-4-  iT-Z" 

^  Z' 


3  °4 

pourtant 

v  v  ss  Rm  *  R"  -R'-Ry^  R"1  •  R' .  Z 
-+-  iT  •  Z7 
H-  iT  Z'' 

-+-Z7/' 

on  aura  pareillement 

yv  =  jR"  .  R'(/  ,R"*R>Ry  +  RA' .  iT  7T  i2'  Z 

-+-  ZT  .  iT  .  jT  Z' 

■+•  iT  •  2T  Z" 

"+-  RA/  Z" 

“+-  Z'v 

&:  generalement 

y«  s  •  Rx~z  ■  Rx~ ’•  i?*-4-  %  -I-  if*-’-  i?*-1-  R'Z 

■+■  R1—1  •  i?*— 2 . . .  ■+•  R"  Z’ 
-+-  i?*—  •  R*~\  . .  -+- 

•  *  »  I  •  t 

-4-  Z*— 1 

eu  en  fuppofant ,  y  =  A 

y“  =  R  R  R  ... i? *  jR  K'  R.R-...R‘-’  ) 

donc ,  jk*  =  R  -  R-  R". . .  i?*”1  •  ^  ^  -h  2  • 

le  cara£ieri(Hque ,  £  ,  defignant  1’  integrale  aux  differences 
finies  ,  Pour  plus  de  fimplicite  ,  je  marquerai  par,  y  R*~\ 
le  produit  R  •  R\  . . ,  R *~~I .  Ce  qui  donne  , 

y*  =  y  .  Rx~l  N  +  2-  j  droh  1’  on  condura 

en  fubdituant  au  Heu  de  ,  Z*  ,  &  i?*  1 ,  leurs  valeurs 

•  (',-£r-A--A, ■-//-.)!) 

fi ,  i/*  ,  eft  confiant ,  &  egal  a - on  aura 

C—  t^i) 


XVII. 


XVII. 


30? 


PROBLEME  III. 

Solt  propofe  d’integrer  I equation  differentio-difFerentielle 
X*  =y*  -+-  Hx  •  'H*  •  y+z  -h  "#* .  y*+» 

— 1  (  £  ) . 

Solutiori. 

Je  luppofe  que  l’on  ait,  co*  yxAmt  *+*  y*  =  T*  (C) 

&  Ton  formera  les  equations  fuivantes 

yr+Ji  .4.  yH-*  -f. 
jy*"*-111  —  7*-m* 

y-M  4»y-t-l  p-J-J 

i  y-l-«  y-H» — 1  —  p+n— ; r 

je  multiplie  ia  premiere  de  ces  equations  par  ,  '0  ,  la 
leconde  par  ,  "fi ,  ia  troifieme  par ,  "'fi ,  &c. ,  St  je  les 
ajoute  avec  Fequation  ( C )  ce  que  donne 

T*  +  'fi-  t *■*-'  -+-  "fi  •  -+-  "'0 .  r*-*-111  ... 

H-  «— I0-p-,-“  =  jk#  -H  («*  ■+*  73)  jKXnt_I  C0  ux+'+."fi)y*+™ 
h-  (  /;/3  i^11  -4-  "fi  )  H-  ( "0  a*-»-111  -4-  A//3  )  y*-*-4  .... 
<■+■  (  n  1  fi  &FH’n — 1 

en  comparant  cette  equation  avec  1’  equation  ( B )  ,  on 
aura 

i°  x*  =  r* -4- 'fi .  r*-*-1  =  "fi .  p-*-11  ,.  +  b“i|3. 

z°  Les  fuivantes  . 

a*  '0  *=»  H* 

73  *  -h  "0  =  'H* 

"fico***  -h"'fi~"H* 

n—1  fi .  a*-*-n— *  «—*  /p 

r  r 


ikfi/c.  Taur.  Tom .  /3^ 


3  o(5 

cTou  Ton  condura 

'18  =  H*  —  a* 

73  —  c***1  +  a*  • 

"73  =  "H  —  7/*  •  +  'Hx  *  a*-*-2  -  a*  *  a**1 .  a*-*-2 

&c. 


1 £  ^  rb  (  a>*  •  '2  —  #*  •  a*-*-1  . . . 

-+-  'i/'  •  ai"*-1 ....  4)*+"— 2  —  &c. )  =  — — 

'  ftj*  ”r 

le  figne  ,  -+-,  ayant  Jieu  fi,  n ,  efl:  impair  ,  &  le  figne, 
— ,  fi  il  eftpairj  on  aura  donc  pour  refoudre  le  proble- 
me  ,  les  deux  equations  fuivantes. 

X*  =  ?  +  ?+I  (#*  —  a>*)  -+-  T^2  — 

-+•  a'  •  ai*"1"1  )  -H  &c . -H  p-w— .  .  (£)) 

Q  __  i  __  J±  ^  'H* _ "H* 

&>  a>  *  a>  &>*  ■  a»*  ’^-1  »*’■+' 


XVIII. 

Les  equations  (  D  )  &  (  £  )  font  d’un  degre  inferieur  a 
la  propofee ,  &  1’  equation  (  D )  eft  de  la  meme  forme* 
or  il  nVft:  pas  neceffaire  de  refoudre  generalement  ces 
equations ,  il  fuffit  de  connoitre  un  nombre ,  n  ,  de  va- 
leurs  qui  fatisfafie  pour  ,  a>*  ,  dans  Tequation  (  E  )  ,  car 
en  fubftituant  ces  valeurs  dans  Tequation  ( D )  ,  on  en 
formera  un  nombre,  /2,  d’equations  dont  il  fuffira  de  trou- 
ver  pour  chacune  une  integrale  particuliere.  Soient  V'*,  V*, 
'V*  &c.  les  valeurs  particulieres  de ,  co* ,  &  L *,  'Z*,  "Z*  &c. 
les  valeurs  correfpondantes  de ,  Tx  ,  on  aura 
v"y+»  E=r  Z* 


3  °7 

'V* y*+l  ~hy*  =s  /7Z* 

&C. 

&  1’  integrale  complette  cie  Fequation  (i?)  fera 

y  =  -v  (_>~.)  c  ^  -  s  •  z-  v  ( -  )  ] 


puifque  cette  integrale  renferrae  un  nombre ,  «  ,  de  con- 
.ilantes  arbitraires 

X  I  X. 

Je  fuppofe  que  X=  o  ,  &  1’  integrale  complette  de 
Fequation 

o  =zyx  -t-  H*  •  yXmhl  -H  'H*  y3*^  n“~I  fif*  •  a 

fera 

y  ~~  V(-^*-,)'+‘ V(“V— ) . v(-”-V— ') 

prefentement  fi  Fon  fubftitue  dans  Fequation  (  Z>  )  ,  V'* , 
au  lieu  de ,  ,  &  que  Fon  fuppofe  enfuite  que  F  inte¬ 
grale  complette  de  cette  nouvelle  equation  que  j’appelle 


(  D  )  ,  foit  lorfqu’on  fuppofe  ,  X*  =  o  , 

T*  ^=C  R*  -4~'C  R*  -h  "C  "i£* . -+- <?~2  ^ 

il  eft  aile  de  voir  que  puifque  Fon  a  ,  y*~*~l  -+■  y*  =  R* 

F  integrale  complette  de  Fequation 
o  sssiy*  4-  H*  y*+l  H*  y*+1J 


r  r  % 


3  o8 
fera 


_ 1 _ U'c-2.[^«v  (-✓—)]  ; 

y'  V(-^-‘  f . \ 

\  -  c.  2  •  [  —  R*  v  (-  ^-O]/ 
en  comparant  cette  derniere  integrale  avec  Ia  precedente , 
on  aura 


2  [  R’  V  (  -  ✓— * )  ]  : 


V  ( -  v/*~‘ 

7— 

&rc. 


V(-V‘ 


V  (  -  V*— ■ 

donc  iJ‘=  y  V  ?(-'✓«—)/  '^  =  v\v(-v*-')/ 

V  ( - v  (  _  v"— ■) 

&C. 

donc  fi  1’on  f$ait  refoudre  Pequation  (fi)  en  y  fuppofant 
X*  =  o  ,  on  faura  refoudre  Pequation  (  D' )  en  y  Kuppo- 
fant  pareillement  X*  =  o  .  Soient  alors  ,  u  ,  'u  ,  "u  ,  &c. 
les  valeurs  particulieres  de ,  y*  ,  dans  1’  equation  (fi)  7 
enforte  que  fon  integrale  complette  foit 
y*+=zAu*+~'A'u-)r  "A  "u . * — 1  A  • n— 1  u 

on  aura ,  u  =  — — j ,  &  P  integrale  de  Pequation 

(  D  )  en  y  fuppofant ,  X*  =  o  fera 

r«  =  c«v  Q)+'Cuv(^ruv(~  ..... 


maintenant  fi  Ton  f^ait  integrem  Tequation  ( D')en  y  fUp- 
pofant  X*  y  quelconque  on  faura  pareillement  integrer 
dans  la  meme  fuppofition  1’equation  (  B  ) .  Car  foit  alors, 
Z*  ,  1’  integrale  complette  de,  T*  ,  dans  1’dquation  (Z>), 
on  aura  pour  Y  integrale  complette  de ,  y* ,  dans  1’equa- 
tion  ( B  ) 

puifque  cette  integrale  renferme  un  nombre  ,  n  7  de  con¬ 
flantes  arbitraires ,  donc  la  difficulte  d’  integrer 
XX  —y*  ...  .  4.  «— i  y-hn  , 

lorfqu’on  f$ait  integrer  celle-ci 

o  =  y*  ■+-  Hx /I”1  //* 
fe  ieduit  a  integrer  1’equation 

x* = r*  r*-*-1  (Hx-Vx)  1 

H-  &C. 


B^H* 


(Z)') 


qui  efl  du  degre  ,  /z  -  1  ,  &  que  Pon  f^ait  refoudre  en  y 
fuppofant  I*=  o  j  on  fera  pareillement  dependre  la  re- 
folutiori  de  celle-ci ,  de  la  refolution  d’une  equation  du 
degre  ,  n  —  2  ,  &  ainfi  de  fuite  j  d’ou  il  refulte  que  Pequa- 
tion 


Xx  =y*  -+-  Hx yx~*~l  ....  4-  *-1Hxy*’*‘n 
efl  integrable  dans  les  memes  cas  que  celle-ci 
o  =yx  -4-  Hx y**1  n~J  Hx yx+a 

ce  qui  efl  le  beau  theoreme  que  M.  de  la  Grange  a  trouvd 
pour  les  diflerences  infiniment  petites,  &  que  la  methode 
precedente  nous  donne  ainfi  moyen  d’etendre  aux  difFe- 
rences  finies. 


X  X. 


3  io 


Cette  methode  nous  conduit  encore  plus  loin  ,  favoir  a 
trouver  tout  de  fuite  Fexpreflion  generale  de,  y*.  Car,  Z 
etant  1’  integrale  complette  de  T*  dans  Fequation  ( D' )  , 
foient  comme  ci-deflus ,  «,  'u  ,  "u  &c.  Jes  valeurs  parti- 
culieres  de  ,  y*  ,  dans  Fequation  (  B )  iorfqu’on  fuppole 

X*  =2  o  &  caufe  de  — -  =  u ,  on  aura  y*  =  u 

('-*•  v)  *  pour  T  integrale  complette  de  Fequa- 


tion  (B) ,  X*  ,  etant  quelconque.  Si-fon  nomme  &c. 

les  valeurs  particulieres  de,  T* ,  dans  Fequation  (  D' ) 
Iorfqu’on  y  fuppofe  Xx  s=  o,  on  aura  de  la  meme  maniere 

•n  aura  femblablement 


&c. 

jufque  a  ce  qu’enfin  on  parvienne  a  cette  equation  algd- 
bnque 

Z  =  X* 

on  aura  donc  en  fubftituant . 


3n 


il  faut  prefentement  determiner ,  u ,  u  &c.  or  on  a  par 
Fart,  xvm. 


on  aura  de  merae 


u  =  u  A  (-=r\  *  &c. 

&  la  formule  (  )  deviendra 


y  =  C'^-S[A  (1-)  . 


fi  l’on  ne  connoiffoit  qu’un  nombre ,  n  -  i  ,  de  valeurs 
particulieres  dans  Tequation  ,  q  ~y*  -t-  H*  y**1  Hh  &c. 
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P  integration  n’auroit  pas  plus  de  difficulte  j  car  au  lieu  de 
parvenir  comme  precedemment  a  1’equation  algebrique,  /2-  1 
lx  =  X*  ■>  on  parviendroit  a  une  equation  de  cette  forine, 
X*  =  Zx  •+-  S*  -  "~2  Zx~*“l  *  equation  que  l’on 
integrer  par  le  ieconde  probleme. 

Si  au  lieu  de  favoir  refoudre  Pequation ,  o  ^y*  H* 
y *“f“I  &c. ,  on  connoiflbic  un  nombre  ,  n ,  ou  ,  n  -  1  , 

de  valeurs  pour  ,  a>*  ,  dans  Pequation  (  E  ) ,  les  formules 


precedentes  ferviroient  egalement ,  car  on  a,  u  : 


v(-v^) 


V  (  -  V*-1) 


&c. 


XXI. 


On  peut  encore  fimplifier  la  formule  (  o  ),  en  la  met- 
tant  fous  cette  forme. 

yx  =  A  u  -H  ' A  'u  -+-  " A  "u . -h  n"_I  A  n—x  u 


(a(!)'^(t) . *f)  w 

e 

u 

le  figne  ,  h-  ,  ayant  lieu  ,  li  ,  n  ,  eft  pair  ,  &  fe  figne  ,  —  , 
11  il  eft  impair:  or  concevons  cPabord  que  P  equation  dif- 
ferentielle  ( B )  ne  jfoit  que  de  fecond  ordre  ,  &  nous 
aurons 


y—Au-*-'4'u-hu-£(  A  2 


^  X*-1  ^  X*~‘ 

^  *  ~  Zr  — 


donc 


donc 


3*3 


'=< 


s  . 


'^-+-s 


:e»-  '« \ 

a,  «  / 

SL) 


en  multi- 


mais  on  a,«  A^j=a.  —  'uf  en  multi- 

pliant  par ,  ~  on  aura  u  •  ~  =  —  C“  •  v-“)' 

partant  fi  Ton  fait,  «  =  'Z  &  que  l’on  appelle ,  Z ,  ce 

que  devient,  z/,  lorfqu’on  y  change  ,  'z*,  en  zz,  &  « 
en  'u7  on  aura 

'Z-„,A  (i) 

j’obferverai  cependant  qu’en  integrant  differemment,  on  aurok 
une  valeur  de  y* ,  qui  paroitroit  differente ,  mais  dont  ii 
efl  facile  de  reconnoitre  Tidentite  avec  la  precedente, 
Car  on  aura. 

\  \U  J  u  )  U  u  u  u' 


Mifc .  Taur,  Tom,  IF. 


3/4 

cFou  Fon  condura  facilement. 


',='(^s4) 

+  —j 

or  ii  ert  aife  de  voir  que  certe  expreffion  de  la 

meme  que  la  precedente,  deM-dire  ,  que  Fon  a 

“  (^)L  * 

ou  ce  qui  revient  au  meme  que  |  =  0U  que 

(x)’  “  "fi“  i"<  XX 


£*(*) 


—  u  ti 

“7  +  ; - ce  qui  eft  vifible. 


Si  Fon  fuppofe  prefentement  que  F^quarion  ( B  )  foit 
du  troifieme  ordre ,  on  aura  9 

y’  =  Au->r'A  'u-h"A  "a  -  »  2  [a(£).2[a(-^. 


(x) 


x*~> 


u 


(x) 


■Y*  ^ 

■  A  — = — ■ 


U 

U 


partant  2  [A  (  ^  )  2  [  A  (4-^2^-) 


u  = 


'u  Xx~»  z  _  x*~"  /  'u 

- 2  — rrzrr—  •  —  ~H  2-=-  (  — 

uit  u*  ttu  ' 

i  *  /  ,  —  X*~lx  r  ' u  'a  "u  \ 

donc  y’  —  u  lA  —  2  •  -=-  •  [  -=■  ■  -  —  —  ]  ) 

V  u4t  u,  a  w  / 

*•.  (a-s-^S-  S-) 

K  K<  u*  ' 

„  („  A  ^  X*~" 

*+-  “M-  s  ”=^ 

V  Uu 

en  obfervant  le  meme  procede  ,  on  aura  Ia  valeur  de  y"7 
en  fuppofant  Fequation  differentielle  ( B  )  de  tel  ordre  que 
Fon  voudra, 

X  X  I  L 

Mais  voici  une  methode  fort  fimple  pour  conclure  cette 
valeur  de  •  y*  -  reprenons  pour  cela  la  formule 

r^.lA-Z^C^.VA-XlA  (4). 


en  difFerentiant ,  on  aura 


f  s  i 


d’ou 


Pon  conclura  en  divifant  par,  A 


&  differentiam 


on  aura  donc  en  continuant  de  difffrentier  ainfi, 

*~XA  —  2  •  X'  =  Y* y*  •+*  V  •  j*-*"1 . . .  -h  n“l 


Si 

a 

Y*  &c'  ^tant  cIes  fon^ions  de  a,  "«  &c. 

Si  au  lieu  de  ^ ,  on  eut  confidere ,  'u ,  comme  la  pre¬ 
ndere  des  valeurs  de  y*9  de  Pequation  ( B )  iorfqu’on  y 
fuppofe  X*  =  o  ,  &  «  ,  comme  la  feconde  on  auroit  eu. 
—  2 '1^ [yj y  -+-jyj  j~*-‘ . . .  +p7^j^-* 

u 


,  &  jp[  &c.  etant  ce  que  deviennent ,  c  y*  &c. 

u 

Iorfqu’on  y  fuppofe ,  k  ,  &  reciproquement:  or  fi  Pon  fup¬ 
pofe  J%T*  =  o  ,  on  aura 

°-'a  y*  t  y y**1  —  +  n“r' 

on  aura  donc 


equation  qui  doit  etre  identique,  car  fi  elle  ne  1’etoit  pas, 
alors  cette  equation  etant  differentielle  de  1’ordre  ,  & — i  t 
auroit  cependant  pour  integrale  complette  , 

y*  =  Au . 1 A  •  1 'u 

qui  renferme  ,  n  ,  conflantes  arbitraires  ,  ce  qui  eft  ab* 
furde  *  il  faut  donc  que 

*-'A  —  2  .  X*  s=  n~lA  —  2  •  X* 


partatit  que 


I  _ 
e  »  — 
u 


ainfi  Pexprefiion ,  reflera 


toujours  Ia  mkme ,  foit  qu’on  y  change  ,  u ,  en,  'u  &  'u9 
Sc  ' u  en  u  *  il  feroit  facile  d^tablir  de  la  meme  ma* 


niere  que  fi  dans,  on  change,  u9  en  "uy  en 

u 

uy  ou ,  'u  y  en  "u ,  &  "u  en  'u ,  ou  ,  ”'u ,  en  'u ,  & 
en  '”u  7  &c. ,  Sc  generalement ,  kuy  en  *uy  &  *«  ,  en  ku9 

k  y  &  i  y  &ant  moindre  que  ,  n- 1,  Pexprefiion  ,  ^  ,  reflera 

u 

toujours  Ia  meme  ,  &  qu’ainfi ,  quelque  ordre  que  l’on  donne 

►4 

aux  valeurs,  uy  'u  &c.  pour  former,  ^  ,  cette  expreffion  reflera 

u 

conflamment  la  m&me ,  pourvu  que ,  *— 1 lu  ,  foit  toujours 
confideres  comme  la  derniere  de  ces  valeurs. 


3i8 


Soit  maintenant ,  ^  =  a~Tf  ,  &  concevons  qu’apres 
u 

avoir  traite  ,  Mu ,  comme  Ia  derniere  des  valeurs  u ,  'u9 
"u  &c.  on  regarde ,  ,  comme  certe  derniere  ,  ibit, 

n~~*l ,  .ce  que  devient ,  n—‘I| ,  lorfqu’on  y  change,  n—zu , 
en  ,  &  reciproquement  on  aura 
X* 

— "  ZA  —  S  •  zzr  “  •  .  .  .  ■+*' — i 

y*&c.,  £tant  ce  que  devient,  }/*,  &c.,  lorfqu’on  y  change, 

*~~zu  ,  eu  n—zu  ,  &  reciproquement  je  donne  a  ,  le  * 

figne  ,  —  ,  car  la  formule  (o)  donne,  en  y  fuppofant  Xx  ==  o 

y  =  A  u  —  'A  hh  **~2^  •  *  ""~xh 

Ie  figne  ,  -4- ,  ayant  lieu  fi  ,  n  ,  efi  impair ,  &  le  figne  ,  * 

— ,  fi  ii  eft  pair,  on  aura  de  m£me. 

°~3A  —  2  =  -y*  y*  .  ,  .  ,  -H  n"-*^  .  * 

&  ainfi  de  fuite  $  en  difpofant  toure  ces  equatiofis  dans 
1’ordre  fuivant, 

"-'A  —  S  •  ^  =  y‘y’  ....  -+-  — 1 y  _,*-*«—>  (4) 

A  —  -Z-  ~  =  y’y*  ....  (10) 

—>j—z~=2‘y’ ....  (7) 

a- =yy  -• ...  -t- "-y  •  c« 5 > 

t  7  1 

Sc  1  es  ajoutant  eniemble  apres  avoir  multiplie  Ia  premiere 
par  —'u ,  Ia  feconde  par  Hmmm*u ,  &c. ,  &  Ia  derniere  par 
Uy  on  aura  ime  equation  de  cette  forme 


u  ( A  -4-  2  * 

X*\ 

V  “~ 

f —  'J  +  S 

2  / 

X*\ 

H-  'w  | 

— } 

•  • 

\ 

'z/ 

-h  *“V  I 

J 

»~iz) 

^ *  J *  *  z=z  A  u  —  'A'u. ..  *— *# 

mais  on  a  dans  cette  meme  fuppofition 

y*zsz  Au  —  A'u-\r"  A”u  ...... .  *ii  ,  partant 

y* . -+,  * — — i 

or  cette  equation  doit  £tre  identique,  autrement  quoiqu’el!e 
ioit  de  1’ordre  ,  n — i  ,  comme  on  a 

y‘  —  Au . -+-  "—'A  ■  *— '« 

fon  integrale  renfermeroit  un  nombre  ,  n  ,  de  conflantes 
arbitraires,  ce  qui  efl  abfurde ,  on  aura  donc  pour  1’ in¬ 
tegrale  complette  de  1’dquation  (£),  en  changeant  de 
flgne,  comme  cela  eft  permis  les  conflantes  arbitraires 
negati  ves 


\A  ±:  2  • 
(‘A  -±  2  • 


~) 

x~)  <•> 


*+•  ’—'u  (’—'A  -±  2  •  — ^ 

le  figne,  -4-,  ayant  lieu  fi,  /2,  eft  impair,  &  le  figne , 
— ,  ii  il  eft  pair  ;  reprenons  maintenant  les  equations  (4)  f 
(10)  ?  (7)>  C 1 5)  i  elles  donnent 
.  _  X— 


.  x—'  _  r— 1  . 


var— I 

7  •••’ 


,  B— "I  ».*■— 1  ,  y*-|-  »  .■■* 


multipliant  la  premiere  de  c es  equations  par ,  *“f« ,  la 
feconde  par ,  ” — zu  ,  &  ainii  de  fuite  ,  on  aura  en  les 

aioutant  une  equation  de  cette  forme 

/  ,  __  X*~'  \ 


Ky*-' 


n— 


r1) 


on  aura  donc  en  fuppofant ,  X*  =  o 
X*  j*— 1  «—‘x*  1  —  ^u  —  -+-  &c.  donc 

X*  .  yx“~l  *  •+■  * — ix*  •  y*~¥m" — 1  ==  * 

equation  qui  doit  etre  identique  •  partant  on  aura  9  cn 
changeant  de  (igne  les  conftantes  negatives 

,  {,  A  _  x*~'  \  i 

"*•  “  \  A  *  z'  ~) 

H-  &C. 

o»  trouvera  pareillement 

/  T*-1  V  * 

+  '«  ) 

*+•  &C. 

&  ainfi  de  fuite ,  jufque  a  ce  qu’on  parvienne  a  cette 
derniere  expreflion  inclufiveraent 

■+>  &c.  1  & 


H  i  t 


&  toutes  ces  expr eflions  de  ,  y9 ,  doivent  etre  les  m&mes, 
comrne  nous  avons  remarque  ci-deflus  que  cela  avoit  lieu 
pour  les  equarions  du  fecond  ordrej  en  comparant  enfem- 
ble  ces  expreffions  ,  on  formera  les  equations  fuivantes 


i 


'lZn—i 


XXIII. 

Reprenons  maintenant  1’  equation  (E) ,  Iaquelle  eft 
'H*  "B* 


i  —  ~ 


dtt*  •  v9+11 

•  •  (£>■ 


fuppofons 

H’  =  C.  t p* 

'#*  s=  T  *  <p*  . 

'#*  ==  "C  •  9*  .  <p *-*-*  . 
,  &c. 


Q9**  y*+'1 


C ,  'C ,  "C  &c.  erant  des  conflantes  quelconques ,  &  <p* , 
une  fonQion  quelconque  de,  alors  Tequation 

■  *  =  y9  -+■  c  •  'c  •  <p*  * 

V  •  <p*  •  .  <p*+"  .  y-»-1”  >4-  &c. 

n—lC  •  <p* . .  9*+"— 1  (/) 

fera  imegrable  j  car  fi  Ton  fuppole  dans  1’equation  ( E )  * 
t=  £j  •  <p*  ,  a  ,  etant  conflant ,  elle  deviendra 

c  c  «c  — <c 


Mi/c.  7aw/*«  Tom.  IV*  1 1 


<Toii  1’on  aura  un  nombre,  n ,  de  valeurs  pour,  ay  &par 
confequent  pour  ,  a>*  ,  a  caufe  de  =  a  •  <px 
on  peut  mettre  la  formule  ( F )  fous  cetre  forme 

y-M  — - -  l _ _._Z - H&C. 

_ _ X*_ _ 

B— ! lC  •  <p*  . . . 

&  par  confequent  fous  celle-ci  qui  eft  plus  (imple 

y*  =  A  •  <p*  •  ^  •  <P*  * 

rH  "a*  •  ©*  •  <r>‘— 1  •  <p*~ 1  •  -+-  &c, 

•+■  X*  (H) 

cette  formule  dont  on  peut  trouver  Ie  terme  gdneral  par 
les  art.  preced.  eft  beaucoup  plus  etendue  qu’aucune  de 
celles  que  les  geometres  ont  examinees  jufques  ici  *  car 
fi ,  <p* ,  s=  i  ,  ce  qui  en  eft  le  eas  le  plus  (imple ,  alors 
olle  fe  change  en  celle  ci, 

y*  =  A  y*~'  ■+*  'A  •  "+"  *A  y%~xvl  .  .  .  •+•  X* 

ce  qui  eft,  comme  l’on  fait,  1’expreiTion  generale  des 
fuites  recurrentes. 

XXIV. 

Parmi  le  nombre  infini  de  feries  que  nous  offre  la  for- 
taule  (#),  nous  choifirons  en  premier  lieu  celles,  dans 
Jefquelles  on  a  <p*  =  x ,  &  nous  conftdererons  les  feries 
formees  fuivant  cette  loi 

y*  *=±  A*  •  y*~~'  ~b  'A  •  x  •  x~i  y*~ 1  .....  X* 
en  y  fuppofant  d’abord  ,  X*  —  oj  on  verra  dans  la  fuite 
que  les  recherches  que  nous  allons  faire  fbr  cette  formule 
Retendent  facilement  au  cas,  ou  i’on  auroit  (p*,  egal  a  une 
fon&ion  quelconque  de  •  x  \ 


3*J 

examinotis  pr^fenteraent  cette  equation  lorfqureIIe  ne  monte 
qu’au  fecond  ordre  ,  elle  devient  alors 

y*  =  Ax  •  y*~l  +  'X  x  •  x~i  •  v*— * 
pour  donner  un  exempie  d’une  ferie  formae  fuivant  cette 
ioi fuppofons  A  =  i  ,  &  'A  =  3  ,  &  fon  aura , 

s=  1  x  •  j*""1  »4-  3  x  •  xr—i  -  yx~~11  y  d’ou  Pon  for  mera 
la  fuite  ,  1  9  4,  42,  480,  73  20,  13 1040,  &c,  cherchons 
maintenant  Ia  valeur  de  ,  y*  7  dans  Pequation  differentielle 


ym  ==  A  x  »  y*~ 1  -+•  *A  x  •  x— 1  •  »  je  la  met$ 

ibus  cette  forme 


o  =  y*  -h 


:  ““ 


' A  • 


en  Ia  comparant  avee  liquati on  (B)  du  probleme  »114 


X *  =  o,  ,  '#*  =  _ 1  - 

x-hi  ' A •  X-i-i 

&  Pequation  (£)  donnera, 

—  A  —  1 

O  =2  |  - - - - - -  ■■  - - — 

'A‘  X-hl  .  a>K  ' A  X~bl  •  X-t-Z  •  6)'- 

je  fuppofe  a*  =  — J - ,  &  lron  aura ,  o  =  ■  ~  o  i| 

a  •  x-*~i  ^ 


'X  =  A  a  -4-  ax  •  partant  a  ~  —  7*  ^  -h  V  'A  -t-  ~  ^ 
foient  exprimbes  par  —  'p  ces  deux  valeurs  de,, 

a  ;  on  aura  donc  par  ce  qui  precede ,  =  1  *  1  *  3  .  . , 

x  (B  p*  -b  'B  -  'B*) , 

c’eit  le  terme  gen^ral  de  cette  nouvelle  efpece  de  fuite, 
lorique  Pequation  differentielle  ne  paffe  pas  le  fecond 
ordre.  t t  z 


Pour  determiner  B ,  &  *B ,  i!  faut  fiippofer  que  les 
deux  premiers  termes  de  la  fuite  font  donnes  5  foientAf, 
&  'M ,  ces  deux  termes  ,  &  1’on  aura 
M  c=  i?  p  -+*  i?  p 
'AT  ;=  zB  p*  1  'B  'p1 

1  n  Aff  “  2  ]\T  p  —  ^  —  2  7kf  A 

donc  i?  s*  - 7—7-f  5  &  =  ■  ■  ■ ,, - ^  •  partant 

(/>-/>)  1  'p  ('p  -  p)  1 

S'M-iMp\  'M  -  2  Mp  ■  ■ 

y*=i*2.3...x*( - 7 - -  ]  •  p*  -4-  - - -  .  p*  (X) 

.  /  V  2Xp-W  /  ?  /  _ 

n  1  on  avoit  p  =  'p  ,  e’eft-a-dire,  fi  les  deux  racines  de 
1’  equation  A  a  ■+■  a2  ,  eroient  egales  ,  on  feroit 

'jp  1=  p  Hr  </p,'d’©u  Ton  condura  facilement 


1  •  1  •  j  . . .  JC  •  p*r'  [  : 


■ra®)**» 


pour  appliquer  les  formules  precedentes  a  un  exemple  , 
ibit  comme  ci-deflus  ^4  =  j/^4  =  3,  on  aura  A  ~  —  1-^2, 
donc  p  =  —  i,&p  =  —  3.  fiippofous  que  les  deux 
premiers  termes  de  Ia  *ferie  foient  1,  &  4,  enforte  que 

M  =  1  fk  'M  4  *  oa  aura  donc  B  =  —  ~  'B  p=  - 

4  4 

partant  Ia  formule  (K)  donnera  jy*  =  1*2.3 . 


I 

~  (3*  ±  1),  le  figne,  -4- ,  ayant  lieu  fi,  x,  -efi: 

impair ,  &  le  figne ,  — ,  fi  ii  elt  pair.  Si  Ton  veut  avoir 
par  ex'  le  cinquieme  terme  de  Ia  lerie ,  on  aura , 

===  x  •  2  *  3  *  45  (  3S  r+-  1  )  =  7310  comme  pre- 
cedemment. 


X  X  V- 

B  Suppofons  pr^fentement  que  l’on  ait  a  refoudre  Fequa-. 
don  difierentielle  du  troifieme  ordre  • 

y  —  Ax-y^+^x  -  x-i  -y*-*  •+*  "Ax  ■  x~i  - 


x-i  •  y*~ J  j e  Ia  mets  fous  cetie  forme 

'  A  .  i  '/  4 

•  X-l  •  XrHi  *  X-Hl 


7  ‘  J^+I  •  ^+i  .jc+j 

en  comparant  avec  Pequarion  ( B )  du  prob!£me  -  i  i  *  on  aura  > 

Xx  =  o,  #*  = - 1— .. , , ,  =  A 

A  •  x  ■+■  i  f/A  .  x  -+-  i  •  x  *-+-*  a 

= _ ~  -1 _ _ 


"A  •  X  —H  I  •  X  -+-  2  •  X  ■+■  3 

&  Pequation  (  £  )  donnera 


'  ^  ■  X  -+•  I  •  6>*  V  •  X+'I  vX  +  l  6)*-  4T¥+I 


'  ^  *  X  ~H  i  'X+i  ■  ^  +  3  a*.  A)*-1"1  •  Af"*"11 

je  fuppofe  a*  =  — _J_ — ,  &  1’oa  aura, 
a  •  x  -H  i 

o  =  'A  —  'A  a  -4-  A  a*  H-  a9  foient  ,  —  p ,  —  'p,  ■— "pf 
les  trois  valeurs  de,  a,  &  1’on  aura 

v/  )L * ;  *  * -<Bf.  “t  •  'r  ■+•  •  yo 

foient  /W ,  Af ,  "Af,  !es  trois  premiers  termes  de  Ia  ferie, 
on  aura  pour  dererminer  le  conflante  B ,  B"B%  les  trois 
equations 

M  <=  Bp  -b  'B’p  -+-  " B"p 
'M  .  • 

— _  =  Bf  +  y  -4-  -By 

"AT 

7-7-j  <=  Bp>  -b  'B’ps  -b  "B y  » 


XX  V  L 


V-* 


Dela  nous  pouvons  nous  elever  a  des  conficferations  plus 
generales  ,  car  fi  Ton  examine  attencivement  le  procede 
de  1’art.  preced. ,  il  eft  facile  de  voir  que  fi  Ton  a  gene- 
raletnent 

y*z=z  A  -  x  -y*""1  -  x  •  x—  i  y*—11  -+•  &c.  .  .  .  .  ♦ 

•+-  n-~' A  x  .  ....  x — «-h  i  •  y*—*  on  aura 

yx  =  1  .  2  *  3  .  .  .  *  x  ( B  p*  -+*  'B  'p*  .  •  .  * 

-4-  n-'B  •  — y)  .  .  .  .  .  (y) 

—  p  y  —  'p  ,  —  "p  &c.  etant  les  racines  de  ,  a ,  dans 
1’  equation 

0  ■ —  n"~~‘lA _ n^‘3, A  a  *■+■*  tl~~l  A  <2*  .  •  ■  •  “4“  A  £Ln~~‘l  *+^  a* 

le  figne  ,  -4- ,  ayant  lieu  fl  ,  n ,  efl  impair ,  &  le  figne , 

—  ,  (i  il  eft  pair  ,  or  fi  M ,  'Af  ,  "M  ,  &c.  font  les  pre- 

miers  termes  de  Ia  ferie  ,  on  aura  pour  determiner  les 
conflantes  ,  B  ,  'B ,  "B  &c.  le  nombre ,  n ,  d’equaiions 
fuivantes 

M  =  B  p  -h  'B  'p  -h  "B  "p  *-'B  •  — Tp 

*  M 

- =  B  p*  -h'B  'p1  -h  'B  y  ....  - h  •  "-‘p* 

"M 

— —  =  B  p*  -h  'B  'p*  '>»  ....  •  J,"Ip3 

*  1  3 


=:  Bp*  +  'B  y  -+■  "B  'Y ' 


XB  *  "-'p* 


pour  refoudre  ces  equarions  on  peut  fe  fervir  des  methodes 
ordinaires  d’elimmation  ,  mais  en  voici  une  qui  me  paroit 


plus  commode  &  plus  topi  e. 

Je  multiplie  la  premiere  equation  par ,  *~'p ,  &  je  Ia 
retranche  de  la  feconde,  je  multiplie  pareillemeni  la  feconde 
par ,  ,  &  je  la  xetranche  de  la  troifieme  ,  &  ainfi 


3*7 


de  fuite ,  ee  qui  produit  les  equations  fuivantes 
/  j\j 

- —  —  M  •  "  ‘p  =  B  p  *  ( p  —  "~'p )  ■ 

Cp  — P)  ••»•■■■*  "_,F  P  — 


'M 


ii  J  1  »  * 

Cp  -  —F)  •  •  • 


'B  ■ P  • 

-f) 

B f1  (F  —  *“ 'F)  ^  F* 


i  •  i 


'-‘Af  —  — 3 lM 

—  . «— 1 D  =  B  •  p*“*  (p  • 
. .  n  i  ♦  z  . . .  /z— i  r  r  r 


“W  •  ■ 


y*— 1  (.*— —  •—■j») 

je  multiplie  encore  la  premiere  de  ces  equations  par  "~*p, 
&  je  la  retranche  de  la  feconde  ,  je  multiplie  femblable- 
ment  la  feconde  par  rt~mgp  ,  &  je  la  retranche  de  la  troi- 
fieme  ,  &  ainli  de  fuite  y  ce  qui  donne 
"M  —  'M 

- -  - - —  (n~~lp  ^  2 p )  -+-  M  •  p  *  “P 

i  i*  3  4  1 

=  B  p  -  (p  —  2p)  *  (p  —  *",pj 

■+■  ’B'p  Cp  —  “p)  •  (  p  —  *~7>) 


"M 


•*i?  •  H— (*"“5P  -  *“p)  •  (*~*P  —  **’p) 

"M  'M 

- - : —  («— +  h - -  *—lp  -  "—'p 

1*13  4  i*i*3  r  r  4  1 

=  -^F1  (F  —  ”-!F>  ■  (P  —  "~'F> 

+  'B'P‘  Cp  ~  — F)  •  (>-  -  “—,F > 
n-  ^  >p  (*-■ ^  —  •— '/>)  •  ("“'f  —  “f) 
&c. 

en  operant  fur  ces  dernieres  equations  comme  fur  les  pro¬ 
cedentes  ,  on  aura 

'"M  "M  ,  »2  \ 

,  .  t .  3~  -  TT—  (  F  F  •+•  'F> 

*♦*  ~  [C*-^  ""'F)  *  ”~!F  -*■  "‘i’  *  B“V1 


-lp)  • 
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—  M  •  ’—’p  ■  "~‘p  ■  —>P  —  B p  (p  —  * 

( P  —  "~‘P )  •  (P  —  'p ) 

Hh  &c. 

d’ou  il  eft  aife  de  voir  que  (i  1’or;  nomme, /,  Ia  fomme 
de  toutes  les  racines,  'p ,  "p,  &c.  a  1’exception  de  p, 

A,  Ia  fomme  de  leur  produirs  deux  a  deux  , 

/,  Ia  fomme  de  leur  produits  trois  a  trois, 
q,  la  fomme  de  leur  produits  quatre  a  quatre 
&c. 

y ,  Ia  fomme  de  toutes  les  racines  p  ,  "p  ,  &c.  a 
Texception  de  , 

'4,  Ia  fomme  de  leurs  produits  deux  a  deux 
&c. 

Ia  fomme  de  toutes  les  racines  ,  p  y  'p ,  ,  & 

Fexception  de  > 

&c. 


on  aura  , 


*  »- 1  £  ■  n“3  /Vf-«  n- 1  -  &tt 

i  i •  j . . . . « 


,jg _  a-'1M~n,fn—*M-+n  n-i  'h  n—*M-rt-  n-  i  n-x  'l 

~~  1  '  ‘  3  •  l '/>-/>)  O-»  •  <//>-'>  &c. 

$cc.  _ 

-  |  n—lM-~nfn-*M*~n  n-i  hn-sM- &e. 

foit  pour  abreger, - - - - —  j\f 

n-'M-n'f  -  n-2M  rj -&c.  / 

I  •  2  ....  0 

&c. 

on  aura  donc 


=  i  •  i  •  3  .  * , 


\(p-p)  (p-"p)  i-"p)  ■ 


(P-p)  Cp-"p)  i'p-"p)  ■  &c- 

+-  &  c. 


■N  ,  ® 

•r-lv 


Ies  quantites  /,  h ,  /,  peuvent  fe  determiner  fort  ai/e¬ 
ment  de  la  maniere  fuivanre, 

Soit  reprile  1’equation  de  cet  arr. 
o  —  an  -+-  A  •  a?  1  —  ' A  •  an  *  *■+-  "A  •  an — *  «— >i ^ 

je  le  divife  par  a  -f-  p  ce  qui  donne 
o  =  a''-1  -H  a””1  (A  —  p) 

-  3  (  -h  A  p  pp) 

“+'  a"*"4  (  -h  'A  p  -H*  A  pz  —  p*  ) 

—  &C. 

d’ou  il  eft  facile  de  conclure 

*  —  ““  ( ^ Ap  —  pp) 

l  =  -H  ^  p  -+-  —  p* 

&c. 

f  =  A  —  'p 

■ 4  r  ~  ('^  A'p-Y\ 

XXVII. 


Si  Pon  avoit  p  =  >  on  auroit  N  =  'N-,  foi £  afors 

'p  ='p*  Jp’  <?>  onaura 

(W)TPW^'  =  'NQ.  +  'Ndp  ■  or  il  eft 

facile  de  voir  par  Ia  forroation  de  JV,  &  'iV,  que  iy=  'jy 

J'N  t  J  rJJJ 

■+■  -37  ^  Psrtant  'N  =  N  ~  ~~  dp,  donc 

.  r»o  i&o  . 

(>-  "P)  (>-'70  ?  \  dp  dp  dp)'  &i 


^  ^  (^T  +  ^ >  & 

-  'N_r- _ 

(>-»  (>-"»  ^ ~7T “ 

+  (  *  —  i  )  •  — ^  .  p*—'  partant  a  caufe  de 
Mifc.  Taur,  Tom,  IK* 


u  u 


p  —  'p  t=  —  d  p  ,  Sc  'p  —  p  =  d  p ,  on  aura 
N  -  />*— 1  _ yN~  ■  '/?*— * 


O  -  >)  O  -  "p )  ©v.  {'p-  P)  *  (  >  -  '?  )  *  ©*• 

=  t~  i^r-^r  *  NQ '  r) 

^  x-i  •  R  -+-  p  *  en  fuppofant  R  t=  • 
on  aura  donc 

y  =  *  •  -  •  j  *  -  *  (*=r&-b  g?)1 

-<  «-"K  >  (S) 


\_-+-  &C,  J 

ii  de  plus  on  avoit  dans  certe  derniere  formule  p  =  "p, 
on  y  feroit  encor  "p  =  p  +  &  aiufi  de  Tuite  il 

feroit  fuperflu  de  nous  arreter  davantage  a  ces  differents  cas. 

XXVIII. 


Si  l’on  confidere  avec  attention  le  procede  des  art.  pre- 
cedents  ,  on  doit  appercevoir  qu’  il  nous  donne  le  terme 
general  des  fuites  formees  luivant  cette  equation 
r  =  A  *  <p*  .  JK*-1  'A  .  <p*  •  (P"-1  ■ 

H-  V  •  <p*  1  •  11  y*— 3  ■+■  &c. 

car  le  tout  fubfiftant  comme  dans  ces  ar.t,  avec  certe 

feuLe  difierence  que  Ton  doit  faire  ici 

_  n-^lM  —  n  f  •  h-  & c. 


(p  •  <p\.. 
-  n/ 


yx  ss  p  p'- p", 


deviendronr 

N- 

.  p*— * 

J3  1 

1 

ip-p)  (>-»<&•«•  r 

■+■  'JV 

'«*— I 

1 

)►  (a) 

(>-/0  Wr"p)  -  &c-  t 

f 

_-4-  &C. 

J 

’  / - _  ^R\ 

-v 

•f2 

J 

l 

\  (f/p-py("p- ?  j. 

v,-h  &c.  J 

fi  px  =2  i  9  les  fuites  precedentes  fe  changent  enfuites  re- 
currentes  ,  &  l’on  aura  ainfi  d’une  maniere  tres-dire&e,  le 
terme  general  des  fuites  recurrentes:  de  la  refulte  ce  theo- 
re  me  , 

ii  l’on  nomme  Tx ,  Ie  terme  general  d’une  fuite'  recur¬ 
rente  telle  que 

yx  ==  A  •  yx~ 1  -4-  '4  *  yr**1  -H  "4 yM  . . .  H-  n~*A  *  yx~~n 
le  terme  general  d’une  fuite  telle  que  Pon  ait 
yx  =s  A  px  •  yx~l  -h  'A  *  px  •  px-1  y-”  ..... 

-r-  7r—1^  •  <p*  .......  .  j *  .  jx— »■ 

&  dans  laquelle  les  n  premiers  termes  qui  iont  arbitraires, 
foyent  les  memes  que  dansda  precedfcnte  ,  fera 
yx  =  p^1  •  pn+z  ,  ■  .  .  .  px  Tx  • 
c’eft  ce  dont  il  eft  facile  de  s’afturer  d’ailleurs  j  car  fi  Pon* 
fubftitue  cette  valeur  de  yx ,  dans  Peq.uation 
yx  =  A  px  •  yx—1  .  ..  .  J  -h  •  Y  .  .  . 
on  aura  „1 

p**1  .  .  .  .  px  Tx  =  A  ■  pn+'  .  .  .  pxTm  .  .  .  . 

“+■  n~~'A  •  q>*+* . <p*  .  7*—  r 

ou  7*  =  A  -  Tx  1  ....  -4-  n^lA  Tx — 71 
or  cette  derniere  equation'  a  lieu ,  puifque  7*,  eft  le  ter¬ 
me  general  de  la  fuite  recurrente  formee  par  Pequation 
yx  =■  ^  j/* — 1  ....  -4- 

uui 


XXIX. 


31* 


Nous  avons  fuppofe  jufque  ici  dans  Ia  formule  ( ff) 
de  1’arr.  XXII.  Xx  =  o  •  &  cela  etoit  indifpenfable  avant 
que  de  1’imegrer,  en  fuppofant  Xx  quelconque,  nous  allons 
pr^fentement  examiner  cette  formule  dans  cette  hypoth&e, 
or  fi  dans  i’  equarion 

y=A -f  -r-'  ■ .  •  -  — ■ 'A  ■  <p* . . .  y~  x% 

ou  luppole  Xx  ==  o,  on  aura  comme  on  l’a  vu  prece- 
demment 

y*  =  <f>'  •  <p"  ■  *  •  <p*  •  (  B  px  -h  'B  'p*  .  .  ,  -4.  »—lB  n^lpx  ) 
d  ou  i  on  formera  par  les  art.  xvm.  Si  fuivanrs 
u  =  (p  •  (p"  ,  ,  *  px 

'u  =  <p  •  (p"  .  #  ,  <p*  'p* 

*  *  •  *  •  0 

*~~lu  =  <p"  -  .  .  .  <p*  .  n—lpx 

formons  prefentement  les  expreffions  de  n_I^,  R— 
pour  les  fubflituer  dans  la  formule  ( n )  de  Tari,  xxi.* 
on  aura 


partant 


« III 


335 


5=«'- *"••••  * ■  (rr)  (rr) ■  ~r 

&c. 

(^)(^)(^) 

&C. 

&  ainfi  de  fuite ,  on  aura  donc 

'c  =  9' ■<?"■■■■  0~—  r  ■  (~r)  (fif)  &c- 

d’ou  1’on  condura  en  fubftituant  ces  valeurs  dans  la  for- 
mule  (n) 

v.  «li £  ■  (a±tl.  — — 

c.  V  *■*-*•*■> 

(¥■)(*?)•*  1  r'r""r; 


XXX, , 


Si  p=~p  i  on  fera  -b*  d p-  foit  J\T = 


r  r  7  *vi«  k f  i  w  k  ’  iwii.  ai  N  ,  —  t 

r  r  t  r  r 

on  aura  donc 

^  -^r )  •  <p'  •  <p"  •  •  •  •  <f'  (?-+• d py  ♦- 

f -+■  2  -7— 2^-. ) 

V  ~  0  ...  .  0‘(.p+Jp)  / 

-t-  &c. 
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ce  qui  donne  tomes  redu&ions  faites 

y = <t>- <?"•••  <p\  f  %  A 

/  )—  n{a'±-z- 

&C. 


fi  de  plus  on  a  p  t=  "p ,  on  fera  dans  cette  derniere  ex- 
prefiion  'p  t=  p  -h  d p ,  &  ainfi  de  fuite  ;  il  fliffic  de 
iuppofer  <p*  ='  i  pour  avoir  le  terme  general  des  fuites 
recurrentes. 

X  X  X  L 


Nous  allons  prefentement  examiner  q-uerques-  autres  cas>, 
dans  lefquels  Tequation  propofee  (  B  )  eft  integrable.  Mais* 
nous  fuppofons  q,u’elle  ne  monte  qu’au  fecond  ordre. 

_ j_fx  'J-L* 

Uequation  (E)  devient  alors.  o  i  - -  - - 

1  N  CO*  ‘ 

dont  il  fuffit  de  trouver  une  integrale  particuliere  $  toutes 

’UX 

fois  donc  que  Ton  aura  H*  c=  a>x  H - -  r 


fequation  Xx  =yx  -+•  Hx  y*'*’1  -4-  'H*  y* 

'Hx 


Uequation  Xx 


/  'H*  \ 

■  (  tk)X-t - ] 


y 


'  fera  integrable. 
-1  ■+•  'Hxyx+11 , 


eft  integrable  a*  ,  &  'H* ,  etant  des  fon&ions  quelcon- 
ques  de  x  • 

fi  ,  eft  conftant ,  &  egal  a  •  •  ,  Pequation 

y*^x  '}£  .  fera  inr^ 

grable.  Le  cas  des  fuires  recurrentes  eft  compris  dans 
ce!ui-ci  j  car  fi  i’on  veut  integrer 

Xx  s=  yx  -i-  A  ^  on  fera  'H*  ==  A 

' H *  ,  . 

-H  - =  ^  * 
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ce  qui  donne  deux  valeurs  pour  m,  &  par  confequent 
pour  *  eo*  •  en  donnant  a  a*  d’autres  valeurs ,  on  aura 
d’  autres  equations  integrable  ,  on  voit  que  cette  methode 
s^etend  pareillement  aux  equations  differentieiles  de  tous 
les  ordres  ,  mais  il  feroit  inutile  d’emrer  dans  un  plus  grand 
detail  a  cet  egard. 

XXXII. 


Je  ne  quitterai  point  cette  matiere  fans  indiquer  un 
ufage  remarquable  du  calcul  integra!  aux  difterences  finies 
dans  la  formation  des  fuites:  quelques  exemples  le  feront 
mieux  connoitre  que  tout  ce  que  Pon  pourroit  dire, 
Soit  x  Je  finus  d’un  angle  &  y  fon  cofinus  ,  on  a  ge- 
neralement 

fin,  n  i  =  y*  fin.  ( n — i)  £  —  fin.  (n — 2)  £  ■  donc 
fin.  { =  # 
fin.  z  {  =  2  x  y 
fin.  3  £  =  4  Xyz  x 
fin.  4{~8  xys  —  4  x  y 
fin.  5  ^  =  1 6  x  y*  — -  8  x  yz  x 
&c. 

ii  eft  facile  de  trouver  ,  cela  pofe ,  Pexprefiion  generale 
de  fin.  n  i'y  il  eft  aife  de  remarquer.  i°  que  les  exprefi- 
fions  precedentes  lont  le  produit  de  x  par  une  fon£lion 
rationelle  ,  tk  entiere  de  y  ,  20  que  dans  cette  fon&ion 
le  plus  haut  expofant  de  y  ,  eft  moindre  d’une  unite  que 
le  nombre  qui  multiplie  1’angle  *  {  •  3°  que  les  expo- 

fants  de  y ,  diminuent  fuivant  une  progreflion  arytmeri- 
'que  ,  dont  *  a  •  eft  la  difference  ,  &  que  ces  expofants 
font  toujours  poficifs ,  il  eft  facile  de  voir  que  cela  doit 
avoir  lieu  pour  le  finus  d’un  muitiple  quelconque  de  •  £ ; 
Pexprefiion  de  fin,  n  %  ,  aura  donc  la  forme  fuivante 
fin.  =  x  {A  •  jn— *  B  • yn~~ 3  -+-  C'yn~ *  -+-  D  • y n“7  -+•  &c.) 


33<*  .  # 

il  faut  prefentement  determiner  Ies  coefficients ,  A ,  B  f 

C,  D,  &c.  on  a 


fin.  n  i  •  {  cs  x  (A,  yn~*  h-  i?,  y*”4  -+■  C,  y— 5 


-4-  ZJ,  y— #  H-  &c.  )  &  •  fin.  n  -+*  1  •  {  =*  x  (A' •  yn 


* '  •  y 


c  .  y 


*  y 
c 


&c.) 


,  c  .  y-  I 

—*  Bryn— 4  > 

4  -h  &c.  J 


s=  ij  •  {in.  n  £  —  fin.  n  —  1 

f  *  A  •  y  -h  2  i?  •  y—z  -+ 

-+-  1  D  •  y—fi  -4-*  &c.  —  ^  y- 

I.  —  €,  •  y‘ 

on  aura  donc  en  comparant. 

i°  A'  =  z  A  •  donc  par  le  probleme  •  1 1  •,  A  ==  in  •  H  •  f 
(#,  etant  une  conftante ),  or  n  etant,  1 ,  ^  =  1  ,  donc 

H  =  i-  partant  •  ^  =  2" — 1 

20  i?'  =  1  Z?  —  ,  ou  B’  s=  z  Z?  —  2"  2 ,  drou 

_  2n“’1‘ 

Ton  aura  en  integrant  y  B  =  z"""1  £  •  — - —  = 

—  z”— 3  2  *  1  •  =  —  z”“ ’3  (n  -4-  i7) $  comme  y  ne 
peut  avoir  d’expofant  negatif ,  dans  1’expreffion  de  fin.  n  {r 
il  faut  que  B  ,  foit  iero  ,  lorfque  n  ==s  z  •  partant 
j?  5=  -  l”  3  (  - 2  ). 

3°C'  =  zc —  i?,  =  u  +  i" — f*(/z — })*donc*C=  zB— 5 

on  determinera  H  par  cette  condition  que  C  foit  zero , 
lorfque  /2  =  4*  donc  H  —  6  -  partant 


«-4 


40  .  =  z  Z>  •  d’ou  Ton  condura  facilement 

7  •  ”  -  4-  »  -  5  ■  ”  -  6  &Ci 
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donc  •  fin.  «  ^  = =  xf  in  1  *  yn~~J  —  — ■  •  i” — *  y” 

/+EL_P  .  y—, 


0  5  \ 

v - — ~y  *  in“7jr-7  J 

foit  eneore  •  {  =  ang.  fin.  *  •  en  differentiam ,  on  aura 
~  s=  ^ -  prefentement  on  veut  avoir  Fexpreflion  g<£- 

nerale  de  >  j  d  x  enant  fuppofe  conflant. 


Soit  y  = - . 

J  VW 

,  on  aura 

dy 

X 

d  x 

(i-xx)JL 

ddy 

u’ + 

d  xx 

*  k 

II 

6  x3  *+■  9* 

(i  -xx)-L 

d4y 

24  X4  -4* 

d  x4 

(1- 

pour  peu  que  Fon  confidere  avec  attention  ces  expreflions 

d  y  d*  y  .  / 

de  dx  9  ~Tx'  ^c*  ^  a*®  d*appercevoir  que  Fexpreflion 

generale  de  •  i?  .  doit  avoir  la  forxne  fiuvante 
Mifc,  Taur ,  Tom,  1K*  x  x 


( i  —xx  y 


partant 

dn~*~'  y  _ A'  X"-*"1  B'  xn-i+C'’  x*~i+D''  xn-s  p.  #n-7  + 


ax*-*-1  (  I  —xx  ~L 

en  differentia nt  —  o n  aura 
dxn 

d*+'  y 

7^  =  (m+i)  A  ■  *-*■*  +  (u  +  i)£. 

-+-  (1/H-1)  C  •  -+■  &c. 

—  n.  A  -i-  n  A  -+-  (n—  i)  B 

_  —  (*-*)  B  —  («-4)  C 


(  1  —  x  x  Y*-  f 

t  /y»  .  dn -+-1 

on  aura  en  comparant  ces  deux  expreillons  de,  — , 

&  integrant  convenablement  1  es  valeurs  de  A,  B ,  C ,  D  &c. 
&  Ton  trouvera  apres  avoir  fait  le  calcul  comme  pre- 
cedemment 


d*~*  y  •  dx  =  dn  -  ang.  (in.  x  *  = 


1*2*3  *  n  —  1  *  d  * 
(i  -  Kx)n  -i 


W  -  I  »  -  2 


^  1  *  1  -  i  *  n  -  2  »  -  3  »  -  4 

*  *  4  ’  1  -34 

*  •  3  -  ?  n-1.n-7.  n-6 

- - - L  .  — - - - -  #0—7 

2*4*6  1  *  i  •  3  i»*6 

■4»  &c« 


cette  mdthode ,  comme  Fon  voit ,  eft  celle  des  indetermi- 
nees,  avec  cette  difference  que  les  coeficiens  inderermines 
au  lieu  d’etre  conftants ,  font  ici  variables,  &  donnes  par 
autant  d’equation  aux  differences  finies, 

X  X  X 1 1 1. 

Application  de  la  methode  precedente 
aux  differences  partielles . 

J?our  integrer  Fequation  aux  differences  partielles  ~ 
s=s  *  on  obfervera  que  d  x  -H  ~  dt  ==  d  y,  d^u 

dt  ^  dx  dt 

ii  efl  facile  de  conclure  ,  dy  =s  ( dt  h-  adx  )  par¬ 
ta  nt  y  =  <p  ( r  -h  a  x  )  *  <p ,  fervant  a  defigner  une  fonftion 
queiconque  •  cela  pofe. 


PROBLEME  II. 


On  propofe  d’  integrer  Fequation  differentielle 

dny  dny  ,  ** ~ 

^  t" 


Y  dn  y  , 

dx1*  dx»~'  -dt 


-H 


d  xn — 1  d  ta  * 

d  ,  a  &c. ,  etant  des  conflantes  queiconques,  &  Xt  une 
fon&ion  queiconque  de  *  x  * 


Solution, 


$oit^  =  i  -4-  u  ,  i9  etant  une  fon&ion  de  x  feule  $  F£qua- 
tion  (  A  )  donne 

dnz  d*u  dn  u 

.X=  -7-=  -+•  -p*  +fl  •  •+•  &C. 

dx*  dx*  dx*~~'-  di 


X  X  a 


3  4° 

4n  z 

je  fais  X  =  •  partant ,  on  aura 

d*u  ,  dn  u  d»a 

°  dxn  a  dxn — 1  *dt~*“  a  d  xn~~z  d  t'  C  ) 

^ 9  dT  =  w  77 *  ®  ^tanc  con^ant.  Si  Ton  differende 

cette  equadon  en  faifanr  varier  i°  7  x  7  z 0  t>  on  aura  les 
deux  fuivantes 

d  d  u  _  d  du 

dxx  d  x  d  i 

d  d  u  d  d  u 

dxdt  ~~TF~ 

fi  l’on  differende  pareiliement  ces  deux  equadons  en  faifant 
varier  i°  x  y  z°  1 y  on  aura  les  trois  fuivantes 

d1  u d1  u 

dxi  a  dx*dt 

dlu  _  4*  a 

dx'dt  lix  dt' 

d*  u  _  d'u 

dxdt*  a  ’  Jt* 

en  differentiam  ainfi  fucceffivement ,  on  trouvera 

dnu  ^  d"u 

dx«  60  *  dxa—'  dl 

d*u _  dn  a 

d  .**— 1  d  t  U  dxn—z  d  t' 


dn  u 


dnu 
d  tn 


dx  ~  dtn — 1 

d  Pon  muldplie  la  feconde  de  ces  equadons  par  u  la 

troifieme  par  a",  la  quatrieme  par  a"  &c. ,  &  qu’on 

les  ajoute  enfemble  avec  la  premiere ,  on  aura 

_ d  u  /  /  v  dn  u  jtt  t* 

- 


dxn 

.  • .  •  H-  ( a*-1 . 


dx*—'  dt 
-  dn  u 

■  ft»  C0*~z) 


dxdt^l 


—  X  u*-' 


d  x*—z  dt 1 
d*H 

d  t* 


34* 

en  comparant  cette  Equation  avec  Tequation  ( A' ) ,  on 
forraera  les  fuivantes 

a  —  co  =  a 
co"  —  co  co'  ~  a' 
co°'  —  co  co'  =  a‘ 

•  ••••# 
co*-1  —  eo  oon~x  sss 
—  co  con~l  =  aa 
d’oii  l’on  condura  , 

co  =  a  —  co 

co"  =  a  —  a  eo  -h  co* 

co"  =  a"  a'  eo  -h  a  co *  & 

<*n~ 1  =  fla"x  •+■  a—»  *  -h  a”""111  .  t .  -f- 

partant,  on  aura 

o  =  con  -+•  a  •  a)n—I  -4-  o)"  *  con—z 
ibient  p  i  p  ?  p  les  valeurs  de  co  ,  dans  cette  equation  f 
on  aura  donc  les  equations  fuivantes , 

d  u  d  u 


d  u  _  f  du 

dx  P  dt 
&C. 


partant  1*  integrale  complette  de  Pequation  (  A* )  fera 
«  =  <P  (t+px)  -+•  <p'  (r  h-//*)  <p"  +  p"x) 

.  .  .  .  tp”—1  (t-f-p—1*) 

je  dois  obferver  que  M.  D’Alembert  a  inregr^  cette  meme 
equation  d’une  maniere  tres-eiegante ,  dans  le  quairieme 
volume  de  les  opulcules  :  aufli  ne  fais-je  integree  ici  que 
pour  faire  voir  comment  ma  mediode  s^pphque  au  cal- 
cui  des  differences  partielles. 


x:x  x  i  v. 


Voici  prefentement  plufieurs  theoremes  fur  ie  ealcul 
integral ,  qui  n’ont  point  encore  ere  ,  que  je  fache  ,  remar- 
ques  par  aucun  geometre  ,  &  qui  nToiit  paru  &tre  de 
quelque  utilite  dans  fanalyfe  infinitefimale. 

Soit  M  d  x  =  o  une  equation  diflerentieile  de  Tordre  /z, 
M  etant  une  fon&ion  finie ,  &  homogene  de  x  ,  y  ,  & 
de  leurs  diflerences  premieres ,  fecondes  .  .  .  &  n.mc*. 
Je  fuppofe  d’ai!leurs  cette  fon&ion  telle  que  Ton  y  puifle 
faire  a  volonte,  dxy  ou  ,  dy ,  conflant,  ou  variable. 
Soit  maintenant,  dy  z=  p  d  x ,  dp  =  qdxydq  =  rdxy 
dr  =  f  d  x  &c.  M.  Euler  a  fait  voir  dans  fes  inftitu- 
tions  de  calcul  differentiel ,  que ,  M ,  fera  dans  ce  cas 
une  fon&ion  de  x  ,  y  ,  p ,  q  y  r ,  s ,  &c.  or  il  efl  clair 
que,p,  efl:  de  dimenfion  nuiie  *  q ,  de  la  dimenflon  , 
-r-  i  ,  r  ,  de  la  dimenflon  —  z  &c.  puifque  donc  ,  My 
efl:  une  fonffcion  homogene  ,  en  nommant ,  h ,  fa  dimen¬ 
flon,  on  aura 

M=^xh  •  fonfl:.  ,  p  ,  q  x  y  r  x*  •>  f  x1  &c.^  *  partant 
a  =  fon£.  p  ,  <7  x,  r  / x*  &c.  ^  (  ^  ) 


je  fais  prefentement,  —  =  w,  &  ce  qui  donne 

dy  r  •  d(u+-t)  x 

—  =  u  +  t=p.  enfuite  ,  q  = ,  tk  ? x  =  —■ 

d  (  u  t )  '=  .  differentiant ,  on  aura,-— 

v  du  dx 

,  ( t  d(u-*-i)\  - <1  ,  ,  (t [d  (»+r)] \ 

*=  dJcjZZ L~  “ r  partant  r  = 


.  —  w  -H  /  =p  .  enfuite  ,  q ; 


)\-0  „ 

-  J  —  =  r  partant  ^ - J 
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/  d(u+  /)  .  ,  ,  , 

s= - —  *  je  nomme  celte  quantite  •  y  •  pour  abreger  * 

differentiant  de  nouveau  1’equation  precedente  ,  on  aura 
dr  dy  ir  .  x 

J^==sz=  T77  ~  ~  '  Partant’  =  d*  '  Z7 

—  ir  x%  =  — —  i  y  ,  &  ainli  defuite  •  cela  pofe 


fubftituant  au  lieu  de  ,  p  ,  q  x  ,  r  x*  &c,  ces  valeurs 
dans  Tequation  ( A )  elle  deviendra 

«  =  fona/«,  i  (■  ',*  — )  ) 


laquelle  equation  ne  renferme  pius  que  des  differences  de 
1’ordre  •  n  —  i  • 

On  peut  donc  ainfi  abaiffer  une  equation  homogene 
de  1’ordre ,  n  ,  a  une  autre  de  1’ordre  •  n  —  i  • 

II  peut  arriver  que  1’equation  abaiflee  a  une  autre 
d’un  ordre  inferieur  refte  encore  homogene ,  en  ce  cas  on 
la  traitera  de  nouveau,  comme  la  precedente. 

Pour  en  donner  un  exemple  ,  foit 

•  =  **  •  *-  g),  J* 

etant  conflant  elle  fe  changera  dans  la  luivante 
Q~y*JrAp-*-  A'  qx  y  d’ou  l’on  condura 

,  A  ,  s  Af  t  d(u+-  /) 

o  =  «  +  ^(«  +  t)  +  ^ - "j - - 

a  u 

equation  homogene ,  &  du  premier  ddgr& 
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Gendralement  1’equation  homogene  M  d  x  =  o  ,  abbaif- 
f2e  a  une  autre  cPun  ordre  inferieur  refiera  encore  homo- 
g^ne  ,  fi  M  efi  homogene  .par  raport  a,  x,  &  a  fes 
difierences ,  &  qu’eile  ie  foic  de  plus  par  raport  a  ,  y  , 
&  fes  difierences.  Car  il  efi  vifible  que  dans  cette  fup- 
pofition  1’equation  ( B )  eft  homogene. 

Si  dans  Tequation  ,  M  d  x  =  o  ,  la  dimenfion  de  a:,  & 
de  fes  difierences ,  moins  la  dimenfion  de  y ,  &  de  fes 
difierences  fait  pour  chaque  terme  une  quantite  confiante, 

on  rendra  cette  equation  homogene  en  faifant  x  =  —  * 

Soit  come  precedemment  fequation  ,  Mdx  =  o,  de 
rordre,  n  ,  M  9  etant  une  fon&ion  finie  ,  &  homogene 
de  x ,  y ,  &  de  leur  difference  premieres  ,  fecondes .  .  , ■* 
Sc  n.me*  ,  dans  laquelle  on  puifle  faire  a  volonte  ,  d  x  y 
ou  dy ,  confiant ,  ou  variable.  Je  fuppofe  de  plus  que 
cette  fonftion  foit  homogene  par  raport  a  y ,  &  a  fes 

difierences,  enforre  que  pour  chaque  terme  le  nombre 
des  dimenfions  de  cette  variable  ,  &  de  fes  difierences , 
foit  le  meme;  je  le  nomme  *  h  *  cela  pofe.  Soit ,  dy 
t=  p  d  x  ,  d  p  ,=  q  d  x  ,  d  q  =s  r  d  x  &c.  M  ,  fera  fon- 
£lion  de  x ,  y ,  p  ,  q  ,  r ,  s  &c,  9  tk  p  ,  q  9  r  9  s  &c. 
feront  de  la  dimenfion  •  i  •  par  raport  a  •  y  :  je  fais, 

=  ty  —  p7  donc  —  =  t  dx  *  enfuite  ~  =  a 


'  fe:  e;P? 


v-  J 

en  fubftituant  au  lieu  de  ces  valeurs  dans 

,  on  aura 


partant 


equation  qui  ne  renferme  plus  que  des  difFerences  de 
Fordre  •  n  —  i  - 


Mifc.  Tuar,  Tom,  IV. 
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ERRATA 

Pour  les  Memoires  de  Monfieur  MONNET. 

5  z  (pour  la  nature)  ll/e{  (c’eft-a-dire  quartzeux) 


5  3  14,18,13  coegulum  coagulum 

ibid.  derniere  maiture  matiere 

54  2  coegulum  coagulum 

ibid.  5  arrete  pouffe 

ibid.  15,  16  a  leurs  aux 

5  5  6  &  <Iui  . 

ibid.  7  faifant  faifoit 

ibid.  9  a 

ibid.  17  aglomefant  aglomerant 


ERRATA  CORRIGE 


In  fpecimine  Thermarum  Vinadienjium, 
Joannis  Antonii  MARINI. 


3  I.  1 1  conflat  meridie.  lege 

1 1  alcendit  haec  fubdio 

:  conflat.  Meridie 
afeendit.  Haec  fub  dio 

85 

13  rivularumque 

rivulorumque 

1 6  fuflinet 

fu  Ament 

25  acuta 

au£Ia 

86 

1 4  vitri 

vini 

88 

1 1  falfo-nuvriatica 

falfo-muriatica 

2  (1  2)  dilperiatur 

1  0  0  fyra  P* 

5  M.  Creumanno 

ai  falfo-acerbiflimo 

dilpertiatur 

fyrupi 

M.  Neumanno 

S9 

falfo^acerbifliini 

ERRATA 


Pour  la  Memoire  de  Monfieur  de  la  GRANGE 
Sur  la  folution  d'un  Probleme  d' Aritmetiquc. 


Page  ligne 

47  14  ajoutes  —  y'  %  2 

4g  u  R  =  x2  tk  —  ay*  Ifei  R  =  —  ayl  & 

49  x  ^  aqp'  Ifei  -+-  qp 
55  17  divifible  z  Ifei  divilible  par  2 

58  14  apres  la  quantire  {ruyY  mette%  une  virgule 

65  6  &  7  au  lieu  de  49  &  69  Ifei  4 <7  &  67 

ibid.  10  au  lieu  de  m  (m  —  4 )  &c.  Ifei  m  (mz  -  4  &c. 


ibid. 
66 
68 
7Q 
7 1 
7* 
74 

86 

95 

104 

107 
ibid. 
ibid. 

108 

109 


26  au  lieu  de  px  —  f  Ifei  qz  —  qz 
p-q  ,.r  p-i 
16  on  aura  —  Ifei  — 

M  pz  =  af=p',&  kfap"=P‘  ■+•  at—P’  & 

3  ( Art-  1  > 

2  R  =:  m  >  \  Ifei  R  =  ou  !>  I 


x  3  a  caufede*2-oya===  1  —  &c  /i/q  xa  -  =  1  i  — 

1  &  4  au  lieu  de  ( q  —  1 )  &c. ,  &  de  &  <7" 

an  w"  -  c)  &  r 

22  au  lieu  de  1  =  &c.  x  =  &c. 

3  au  lieu  de  (/>  -+-  qV  a)m  lfe{(p~q^  a)m 
16  au  lieu  de  $  -h  &/<?{  (3  +  i  y  J 
x  au  lieu  de  P  Ifei  p 
5  au  lieu  de  p  q  Ifei  P  q 
ib.au  lieu  de  P,  dp  Ifei  Tr  dP 
9  avant  la  methode  mettei  12 
16  par  zdP  Ifei  par  idp 


Page  Jigne 

jio  24  au  lieu  de  Tequation  (E)  Itfe 1  (  D  ) 

114  IO  (fQ  d  q  X$  •  P  &C.  )  lifei  (f  Qd  q  X  <p  •  &C.  ) 

ibid.  1 1  ( 5 p4-*- 1  o/^z)  q  &c.  lifei  (5^4-+-!  opzql-i-q+)q &C. 

ibid,  24  Q  (f  A  d  q  X  <p  •  &C.  )  lijei  Q(fQdq)((p'  &c.) 

115  2  0  ~~  Y  P  &c*  @  -+*  ^  p  &C. 

ibid.  19,12,25,  26  au  lieu  de  -ST  mettei  X 

116  1  au  lieu  de  X  X 

110  6  27  */'«  7T 

111  1  d~  lifei  i 

122  a  la  fin  au  lieu  de  21  metui  §•  to 

ibid.  lig.  deruiere  &  Z  f  P  dx  &c.  lifei  i=f  P dx  &c. 


